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Folgende endliche Approximationen der rekursiv aufzdhlbaren Mengen werden wir des
ofteren verwenden:

Definition: We(f;) = dom(gogbs)) N{0,...,s—1}".
We(fsl) ist fiir alle e, s,n endlich. Ein kanonischer Index fir We(g)
stimmt werden. Fir alle e, n ist | sEN We(g) = We(n).

kann uniform in e, s be-

Aufgabe 7

(a) “A ist rekursiv aufzéhlbar” ist rekursiv invariant:

Sei A r.a. und m € Per. Dann existiert ein f € P; mit A = rg(f). Es folgt

m(A) = m(rg(A)) = {n(f(2)): = € dom(f)} = rg(w o f).
Also ist m(A) Bild der berechenbaren Funktion 7 o f und damit r.a.

(b) “2N C A” ist nicht rekursiv invariant:

Die Permutation 7 sei definiert durch 7(2z) = 2z+1 und 7 (2x+1) = 2z. Offensichtlich
ist m berechenbar.

Wir wéhlen A = 2N. Dann ist 7(A) = 2N + 1, also 2N ¢ 7(A).

(c) “(3B C A)[B = 2N]” ist rekursiv invariant:
Seien m € Per und A beliebig, so da§ (3B C A)[B = 2N]. Dann gibt es ein p € Per
mit B = p(2N). Also gilt p(2N) C A und damit 7 o p(2N) C 7(A). Weil 7o p € Per,
folgt 7 o p(2N) = 2N, womit m(A) ebenfalls die geforderte Eigenschaft besitzt.

(d) “A ist rechtseindeutig” ist nicht rekursiv invariant:

Wiéhle A = {(0,0),(1,0)} und = = ((1,0) (0,1)) (d.h. 7 ist die Permutation, die (1, 0)
mit (0, 1) vertauscht, und sonst alles unveréndert 1a8t). Dann ist 7(A) = {(0,0), (0, 1)}
nicht rechtseindeutig.

(e) “(3f € R1)(Vn)[#{x € A: = < f(n)} > n]” ist rekursiv invariant:
Sei A gegeben, so daf§ ein f € R existiert mit (Vn)[ #{z € A: = < f(n)} > n].
Wir wahlen m € Per und n € N beliebig. Dann existieren paarweise verschiedene
ay,...,an, € Amit a; < f(n) firi =1,... ,n. Nun gilt

m(ay),... ,m(a,) < r?zif(ﬂ(ai) < max{7m(a): a < f(n)}.



Weil 7 injektiv ist, sind auch die Bilder 7(ay),... ,m(ay,) paarweise verschieden. Wir
setzen f' := An.max{n(a): a < f(n)}. Dann ist f' € Ry und #{x € n(A): =z <
fin)} = #{m(ar),... . w(an)} = n.

Folgender Hilfssatz wird benutzt:

Hilfssatz: A, B entscheidbar und A, B, A, B¢ unendlich = A = B.

Beweis: Seien
A={ag< a1 <ay...}, AC:{C_L()<@1<C_LQ...},

B:{b0<b1<b2...}, BC:{Z_)()<I_)1<I_)2...}.

Weil A, B, A®, B¢ unendlich und entscheidbar sind, sind die folgenden Funktionen
total berechenbar:

f=XM.a;, g=XNi.b;, h=X.a;, [= )\7]5@
Definiere 7 : N — N durch
W(ai) = bi, W(di) = 7['(62)

m ist wohldefiniert, bijektiv und total berechenbar. Formal 148t sich 7 folgendermafien
definieren:

m(x) = { g(fHx)) fallsx € A,
T Up @) falls 2 ¢ A,

Behauptung: Die Eigenschaft ,,x 4 ist rekursiv rekursiv“ ist nicht rekursiv invariant.

Beweis: Sei A beliebig, so dafi x 4 berechenbar, aber nicht primitiv rekursiv ist. Dann
sind A und A® nicht endlich. Aus dem Hilfsatz folgt nun A = 2N. Da yoy primitiv
rekursiv ist, folgt die Behauptung. O

Aufgabe 8

Behauptung: i) € P, ist Gédelnumerierung <=

¢ numeriert Py und (3h € Ro)(Vi, j)[Vna 5) = ¥i o Y5l

Beweis: (=) Es ist bekannt: (3g € R2)(Vi,7)[0yi.5) = @i o @j]. Weil ¢ Godelnumerierung

ist, existieren Ubersetzungen s,t € Ry zwischen ¢ und p:

(Vi)[pi = Vs(ay A i = o))

Es folgt:

Yi 05 = @u(i) © Pi(j) = Py(t(i)t() = Ps(a(t(i) b)) -

(<=): Wir zeigen, daf ¢ iibersetzbar ist in ¢, d.h. (3t € Ry)(Ve)[pe = Yy ]-

Setze:

f1=2Az.(0,x)



fa=Xe,z).(e+1,2)

f3=Xe, z).0e(x)

Offensichtlich liegen fi, fo und f3 in P;. Weil ¥ eine Numerierung von P ist, existieren
a,b, c mit:

Yo = 1,00 = f2,%c = f3.

Wir benutzen nun die Funktion h, die in % uniform die Komposition zweier Funktionen
berechnet, um aus ¥4, ¥y, 1. die gesuchte Ubersetzung zu konstruieren:

s(0) := a,

s(n+1) := h(b, s(n)),

Damit gilt fir alle e:
T;Z)t(e) =10 Q;Z)s(e) =10 7/)5 01 = A1.0c(T) = Pe.

Aufgabe 9

(a) numerierbar via

T sonst.

N { pir) falls (7y < 2)[i(y) L.

(b) numerierbar via

w - )\7, l’{ (pzl(x) falls ﬁ(@ll(x) l, = 7:.2)7

T sonst.

Behauptung: {f € P;: f nicht surjektiv} = {1;: i € N}
Beweis: ,C*: f € Py, f nicht surjektiv. = Ji,y: f = i Ay € 19(pi) = [ =iy
»,2% i € N beliebig = .9 € r9(v;) = 1; nicht surjektiv. O

(c) Behauptung: Per ist nicht numerierbar.
Beweis: Annahme: I € Py: 1 Universelle fiir Per.

Per C Ry = 1 € Re. Wir konstruieren ein m € Per mit (Vn)[r # 1,], indem wir
gegen 1, an der Stelle 2n diagonalisieren:

{ 2n falls ¢y, (2n) # 2n,

m(2n) =
2n 4+ 1 sonst,

2n+1 falls ¥, (2n) # 2n,
2n sonst.

T(2n+1) = {

Es folgt m € Per und nach Konstruktion (Vn)[r(2n) # 1,(2n)], also (Vn)[r # 1y].
Widerspruch! O



(d) Behauptung: F := {f € P;: f injektiv} ist numerierbar.

Beweis: Die folgende Numerierung beruht auf der Idee, zur Berechnung der Funktion
1; die Funktion ¢; per dovetailing simultan an allen Stellen zu berechnen. Sobald ein y
als Funktionswert auftaucht (etwa ¢;(z) = y) setzen wir 1;(x) := y. Fir alle weiteren
Stellen z # x, an denen p; ebenfalls den Wert y annimmt (die wir aber spéter finden
als x), setzen wir 1;(z) := 1.

wi(x) falls (3s)[pis(x) | A
Y= i (Vz,t)[(2, 1) <(z,s) = ~(pit(z) | = ¢is(@))]];
T sonst.

= Y c P.

Zu zeigen: F = {¢;: i € N}

»,C“ Sei f € P mit f injektiv beliebig. Dann exisiert ein i mit ¢; = f.

Wir betrachten nun ein beliebiges = € N. Falls ¢;(x) T, dann ist nach Definition auch
¥i(z) 7. Andernfalls existiert s := ptp;+(x) ||. Dann gilt fiir alle t < s, da8 ; () 7.
Und fiir alle (z,t) < (z,s) mit z # z und ¢; (2) | ist @;(2) # @is(z), weil ¢; = f
injektiv ist. Also ist nach Definition ¥;(x) = ¢;(z).

Insgesamt gilt also ¢; = ¢; = f

» 2% Annahme: 3i,x,2: x # 2 ANpi(x) | = i(2) |

Dann existieren s (zu x) und ¢ (zu z) aus der Definition von . Insbesondere gilt
vis(x) | = ¥i(z) = Yi(2) = @ir(2) |. O.B.d.A. sei (z,t) < (x,s). Dann folgt nach
Definition von v: ¢;+(2) # @i s(x). Widerspruch! O

Behauptung: F := {f € P;: # dom(f) gerade oder unendlich} ist numerierbar.

Beweis: Zur Berechnung von v; zéhlen wir (per Dovetailing) sukzessive den Wertebe-
reich von ¢; auf, stellen dabei aber sicher, dal dieser, falls er endlich ist, eine gerade
Anzahl von Werten hat: Auf die iibliche Weise konstruiert man eine Funktion d € Py,
so dafi fiir alle 7 € N gilt: ¢ ;) ist injektiv und dom(p,(;)) Anfangsabschnitt, und ferner

dom (i) = {eg(i)(J): 7 ENAwgu(J) L}

Damit definiert man nun:

bi(w) = pi(r) falls ;(r) |, und [ x = pyq;)(2k) fiir ein k € N = ;) (2k + 1) |]
' T sonst

Dadurch ist ¥; = ¢, falls # dom(y;) gerade oder unendlich. Falls # dom(y;) ungerade
ist, wird die Berechnung von ¢; auf dem letzten der durch p ;) gegebenen Elemente
nicht terminieren, da die Berechnung von ¢;y(2k + 1) nicht terminiert. 0

Behauptung: F' := Ry U {Az. 1} ist nicht numerierbar.

Beweis: Ware F' numerierbar via ¢ € Ps, dann wéare auch R; numerierbar via

0 sonst,

& = Ar. {%1(@ falls ¢:.,1.,(0) |,

wobel 1; 1(z) = e (i, ) sein soll fir Ai, z.1;(x) = g0£32). Widerspruch! O



(g) Behauptung: F’' := F — {§} ist numerierbar.

Beweis: Sei F' numerierbar via ¢. Es ist F/ = {f € F': fC 6 U{f € F': f L}
{f € F': f C §} ist endlich, also numerierbar oder leer. {f € F’: f [Z 6} ist leer oder
numerierbar via

)

)\’L',.T.{ 7/%1(90) falls 1/}24'171-'2(2'_3) 1 # 5(2-_3),

g(x) sonst.

wobei g eine beliebige feste Funktion aus F’ ist: wie in der letzten Aufgabe hingt
die Fallunterscheidung nicht von z, sondern nur vom Index i ab. Als Vereinigung
numerierbarer (oder leerer) Familien ist auch F’ numerierbar. O

Aufgabe 10

(a) Offensichtlich ist 1 € Py. Wir zeigen {¢;: i € N} C{¢;: i € N}:
Sei i € N beliebig.
Fall 1: 0;(0) T = o) = @i
Fall 2: 9;(0) | =p = Yiipr1) = @i-

1 numeriert also Pj, aber ¢ ist keine Goédelnumerierung. Der Beweis benutzt die
Tatsache, daf§ die Menge A := {i: ¢;(0) |} entscheidbar ist:

1;(0) | <= i9>0.

Wenn ¢ Gédelnumerierung ist, dann kann die Menge Ko = {i: ;(0) |} (vgl. Aufga-
be 4 (b)) auf A reduziert werden:

Annahme: 9 ist Godelnumerierung.
Dann existiert eine Ubersetzung ¢t € Ry von ¢ in v (Vi)[p; = y(;)]. Es folgt fiir alle 4

i€ Ko <= ¢i(0) | <= Uy(0) | <= t(i) € A.
D.h. Ky ist entscheidbar. Widerspruch! O

(b) Es gibt keine Gédelnumerierung v, so dafl {i: ;(0) |} entscheidbar ist. Dies erhélt
man mit demselben Argument wie in (a):

(3t € R1)(Yi)[pi = ()] = [i(0) | <= ¢y((0) 1]
(c) Es gibt keine Numerierung ¢ von P;, so da§ {i: (i) |} entscheidbar ist. Man kann
dies anolog zur Unentscheidbarkeit von K beweisen:

Annahme: A := {i: 1;(i) |} ist entscheidbar fiir eine Numerierung ) von P;.
Dann ist A% r.a., d.h. es gibt ein f € P; mit AY = dom(f). Weil ¢ Numerierung von
P ist, gilt (3i)[¢); = f]. Damit folgt:

i€ A = (i) ]| = iedom(y;) = iecAY

Widerspruch! O

(d) Es gibt eine Godelnumerierung v, so daf§ {2i: ©9;(2i) |} entscheidbar ist. Sei ¢ € Py
folgendermaflen definiert:

1/1(21'7 x) =1

(20 4+ 1,x) == @;(x)

Es gilt also ¢; = 19;41 fiir alle 7. D.h. ¢ ist {ibersetzbar in ¢ via Ai.2¢ + 1 und ¢ damit
Godelnumerierung. AuBlerdem ist {2i: p9;(2¢) |} = 0, also entscheidbar.



Aufgabe 11

(a) Behauptung: (3g € R;)(Ve) [W;(Zg) = graph(pe)]

Beweis: Nach dem Substitutionstheorem existiert ein g € R1, so daf fiir

2 0 falls pe(z) | =,
Pa(e) = )\a:,y.{ 1 sonst.

— Ve: W;(Qg) = graph(pe).

Behauptung: (3h € Pl)(Ve)(Vf)[We(Q) = graph(f) == h(e) | A one) =

alle e gilt:

f

Beweis: Wahle mit dem Substitutionstheorem ein A € Ry, so daf fiir alle e gilt:

Enie) = Az (uyl(z,y.1) € W2 D4

(b) Behauptung: (ag € RQ)(ve7i)[Wg(e,i) - (Pgl(Wi)]

Beweis: Es ist ¢_ " (W;) = {z: (3y € W;)[pe(x) | = y]}. Mit dem Substitutionstheo-

1
rem folgt (39 € Ra)(Ve,i):

Goten) = . 0 falls (Fy, t)[pit(y) L A pet(x) | =yl
T sonst.

Aufgabe 12
Behauptung: ~(3h € P;)(Ve)[W, unendlich, entscheidbar =—
h(e) | A @n(e) € R, streng monoton wachsend, rg(¢p(e))

Beweis: Wahle (mit Substitutionstheorem) f € Ry mit:

T sonst

0 falls x # 0 oder p.(e) |,
Prle) =

Dann gilt

W . N falls e € K,
™) N={0} fallse¢ K.

Annahme: h mit obiger Eigenschaft existiert.

Wi(e) ist fiir alle e unendlich und entscheidbar.

= Ve: p(f(e)) € R, streng monoton wachsend, 79(pn(f(e))) = Wiy(e)-
Es folgt fiir alle e:

= W.]

ec K <— Wf(e) =N« 0¢ Wf(e) — 0¢ Tg((,@h(f(e))) — Soh(f(e))(o) =0,

und damit, dafl K entscheidbar ist. Widerspruch!

0



Aufgabe 13
(a) Behauptung: (3e € R1)(Ve)[Wie) = Ujew, Wi
Beweis: Wahle mit Substitutionstheorem:

Pne) = AT pyY[y1 € Weyo Nx € Wy ]

(b) Behauptung: (3A C N)[A entscheidbar A |J;c4 D; unentscheidbar]

Beweis: Wahle e mit W, = K. Fiir die endlichen Approximationen W s von K lassen
sich uniform kanonische Indizes finden, d.h. es existiert f € Ri mit Df(s) = Wes. Es
gilt fiir alle s, € N:

s<t = WesCWey = Dy S Dsyy = f(s) < [f(t).

Also ist f total und monoton wachsend, also A = rg(f) entscheidbar. Es ist aber

UDi= Dy = Wes =We =K
icA seN seN

unentscheibar. O

Die Unterlagen zur Vorlesung und zu den Ubungen sind erhéltlich via:

http://illwww.ira.uka.de/ giese/brb01/

Martin Giese: Informatik Neubau, Zi. 307, Tel. 608-4245, Email: giese@ira.uka.de
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