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Aufgabe 1

(a) Wir benutzen die folgende Darstellung der Paarfunktion:

(2, y) :$+Zd
d=1

Zunéchst konstruieren wir eine Ableitung fiir die Addition. Das Rekursionsschema der
Addition lautet:

add(0,y) =y
add(z + 1,y) = add(z,y) + 1

Eine exakte Ableitung, die nur die Grundfunktionen, Komposition und primitive Re-
kursion benutzt, benotigt einige Hilfsfunktionen:

filz) ==z (Projektion)
falx) =2+ (Nachfolgerfunktion)
fa(x1,x9,23) = 29 (Projektion)
fa(xy, 29, 23) = fo fs(x1, 22, 23)) (Komposition)
add(0,y) = fi(y)
add(x + 1,y) = fa(z, add(z,y),y) (primitive Rekursion)

Nun definieren wir die Summe Sum(n) = Y. ;¢ der ersten n natiirlichen Zahlen:

f5(z,y) = faladd(z,y)) (Komposition)
Sum(0) =0 (nullstellige Null)
Sum(n 4+ 1) = f5(n, Sum(n)) (primitive Rekursion)

Schliellich erhélt man die gesuchte Paarfunktion durch:

fo(z1,22) = 21 (Projektion)
fr(x,y) = Sum(add(z,y)) (Komposition)
<'Ia y) = add(fﬁ ('T’ y)v f7 (l‘, y)) (Komposition)
(b) Da fiir z,y > 0 gilt:
4y z+y—1

(x,y>:$+2d2x+(x+y)+ Z d

d=1 d=1



und auch (0,0) = 0 > 0+0, gilt (x,y) > x+y fir alle z, y, und insbesondere z > z.; und
z > z.o fur alle z. Mit Hilfe der beschrdankten Minimalisierung und der beschrdnkten
Ezxistenzquantifikation lassen sich die Komponentenumkehrfunktionen also folgender-
maflen darstellen:

z1=pr < z(Jy < 2)[(z,y) = 7]
zo=py < z.(3x < 2)[(z,y) = 2]

Bleibt also zu zeigen, dafi die Gleichheit ein primitiv rekursives Pradikat ist, und daf3
die primitiv rekursiven Pradikate gegeniiber der beschrankten Minimalisierung

: | Px falls py.|Pxy| | < z,
bminp(z,z) = py < z[Pzy] = { Zi[l Y] Sonstﬂy [Pzy]

und gegeniiber der beschrinkten Existenzquantifikation

bezg (2, x) = { (1) falls (Jy < 2)[Qy],

sonst,

abgeschlossen sind.

Fiir die Gleichheit definieren wir zuerst durch primitive Rekursion

eqo(0) =1
eqo(z +1) =0

das Pradikat, dal iberpriift, ob eine Zahl null ist. Ferner erhalten wir die Vorgéanger-
funktion pred durch
pred(0) =0
pred(z +1) =x
wobei der Vorganger der 0 willkiirlich als 0 festgelegt wird. Die Funktion — , definiert
als x ~y =z —y, falls x > y, und x =y = 0 sonst, kann durch primitive Rekursion
definiert werden:
z-0==z
z=(y+1) =pred(z =~ y)
Damit definiert man dann (x > y) = eqq(y — ). Mit
und(0,y) =0
und(x +1,y) =y

wird schliefllich (x = y) = und(z > y,y > x).

Die Abgeschlossenheit gegeniiber der beschrankten Existenzquantifikation folgt leicht
aus:

bexg(0,2) = Q(z,0)
bexg(z + 1,2) = bexg(z,x2) VQ(z, 2z + 1)

Fiir die beschrankte Minimalisierung benétigt man die Fallunterscheidung nach einem
primitiv rekursiven Pradikat:

f(x) falls Qz,
g(x) sonst.

Fo.pq() = {



Diese ist prim. rekursiv, denn man kann eine Hilfsfunktion h definieren durch

h(0,y) = g(y)
h(z +1,y) = f(y)

und erhélt Fg ¢, = h(Q(z), x).

Mittels einer Fallunterscheidung laf3t sich nun auch die beschriankte Minimalisierung
primitiv rekursiv definieren:

bminp(0,2) = 1= P(z,0)

bminp(z,z) falls z > bminp(z,2) V P(x,z + 1),

bminp(z+ 1,x) = { S+ const

(c) Wir definieren eine Hilfsfunktion f, die in ihrem Ergebnis jeweils die beiden néchsten
Folgenelemente codiert:

f(@) = {fib(x), fib(x + 1))

Die Funktion f ist primitiv rekursiv:

f(0) =(1,1)
flx+1) = (f(z)2, f(@)1+ f(r)2)

Die Fibonacci-Folge ergibt sich nun aus der ersten Komponente von f:

Aufgabe 2

f~1ist partiell rekursiv. Wenn f = ¢, ist
7= 2y (nzlpe,s (22) L =19)) 0,
Eine entsprechende Algorithmenskizze:

Eingabe: y
Suche per dovetailing ¢, z, so dal p.(z) | = v.
Sobald t,x gefunden wurden, gib x aus und halte an.

Hierbei bedeutet “per dovetailing”, dafl systematisch alle moglichen Paare (¢, x) ausprobiert
werden. Dies geschieht durch den Operator pz mit ¢ = 2.1 und x = z.9

Im allgemeinen gilt f~=! # \y.ux[f(x) = y]. Sei etwa

f‘_m{ 1 falls 2 = 0,

x sonst.

Dann ist f~! = f aber \y.ux[f(x) = y] = \y. T



Aufgabe 3
(a) Annahme: K r.a. . Dann existiert ein e mit K¢ = dom(p.). Es folgt:
ec K < p.(e) | — ec dom(p.) <= ec K°.

Widerspruch!
Also ist K€ nicht r.a. und damit K nicht entscheidbar.

Aber K ist r.a.: K = dom(XNi.p;(i)) = {i: (3t)[Titi]}.
(b) B ist endlich, also entscheidbar.
(c) C ist entscheidbar: x¢ = A\i.Tii%.
(d) D¢ ist r.a.:

DY = {(e,i): pele) | A —Tie(e)i}
= {{e,1): (3t,y)[we,e(e) | =y A -Tiyil}

D ist nicht r.a.: Wéhle igp mit ¢;, = Az. T. Dann gilt:
e € K¢ < pule) ] < (e,ig) € D.

Annahme: D ist r.a., d.h. es gibt ein j mit D = W; (wobei W; definitionsgema8 fiir
dom ;) steht). Dann ist K€ = dom(Xe.;((e,i0))) rekursiv aufzihlbar. Widerspruch!

Also ist D auch nicht entscheidbar.

Aufgabe 4

(a) Wir definieren

U(z,y,e) := pus[TzseV Tyse].
Dann folgt ¢ € P3 und fiir alle x, y:

dom(Xe.y)(z,y,e)) = W, UW,.
Also existiert ein ¢ mit ¢ = <p§3). Nach dem Substitutionstheorem existiert ein s € Rg
(s = sub®) mit

(V2,9) [Pstia) = Aol (@9, €)]

Die Funktion h := Az, y.s(i, x,y) leistet nun das Geforderte:

Wz, = dom(gos(@x’y)) = dom(/\expg?’) (x,y,e)) = dom(Xep(x,y,e)) = Wy UW,,.

(b) Wir setzen
¢(6733) = 906(6)

Nach dem Substitutionstheorem existiert ein g € Ry mit ge) = Az.ap(e,x) = Ax.pe(e).
Es folgt:

pele) | <= pg4(e)(0) | <= g(e) € Ko.

D.h. xx = xk, © g. Wére K entscheidbar, dann auch K. Widerspruch!



Aufgabe 5

(a) Die Notation wird iibersichtlicher mit der Definition

Ay, = AnA(m,n) fiir m € N.

Man hat dann:

AQ(')”L) =n-+1
Am+1(0) = Am(l)
Apti(n+1) = Ap(Apta(n))

Wir zeigen durch vollstdndige Induktion {iber m, dafl alle A,, primitiv rekursiv sind.
Fiir m = 0 ist Ag die Nachfolgerfunktion, die definitionsgeméafl primitiv rekursiv ist.

Fir m > 0 nehmen wir an, g := A,, sei prim. rek. Wir miissen zeigen, dafl auch
h := A1 prim. rek. ist. Es gilt
h(0) = Am11(0) = A (1) = g(1)
h(n+1) = Anpi(n+1) = A (A1 (n)) = g(h(n))

Da g¢(1) eine Konstante ist, entspricht dies dem Schema der primitiven Rekursion.
Demnach ist A primitiv rekursiv.

(b) Betrachte die obigen Rekursionsgleichlungen fiir h. Es gilt offenbar h(n) = ¢g"*1(1),

"+l die n + 1-fache Iteration der Funktion g ist. Also:

Ami1(n) = (An)"(1)

wobei g

Sei k ein beliebiger Index der Nachfolgerfunktion Ay, also ¢ = Ag. Wir wollen das s)*-
Theorem benutzen, um aus einem Index von A,, einen Index von A,, 1 zu berechnen.
Die Funktion

)‘iv n. (@i)nJrl(l)

ist sicher berechenbar. Laut s]'-Theorem existiert also eine primitiv rekursive Funktion
s mit

@siy(n) = ()" (1) fiir alle n € N.
Damit haben wir

Ao(n) = pr(n)
A1(n) = @y (n)

A (1) = Pamy ()

Definiere a := Am.s" (k). Als Iteration einer primitiv rekursiven Funktion ist auch a
primitiv rekursiv.

A ist berechenbar, da A(m,n) = p,(m)(n) = ®(a(m),n). A ist total, da nach (a) die
Funktion A,, = An.A(m,n) fiir jedes m primitiv rekursiv, und damit total ist.



Aufgabe 6

(a) Prim ist effektiv numerierbar. Der Einfachheit halber gehen wir davon aus, daff unsere
Standardnumerierung durch Arithmetisierung der p-rekursiven Ausdriicke gewonnen
wurde (andernfalls miiten wir entsprechende Ubersetzungen zwischen p-rekursiven
Ausdriicken und z.B. Turing Maschinen verwenden).

Sei also « : p-rekursive Ausdriicke — N die entsprechende Arithmetisierung der p-

rekursiven Ausdriicke. h(e) wird nun als Index des folgenden Programms definiert:

Eingabe: e
Falls e € 7g(a) und in a~!(e) kommt kein p-Operator vor, dann gib e aus.
Sonst gib a(Az.0) aus.

Offensichtlich ist h total berechenbar und alle ¢p, () sind primitiv rekursiv. Da jede
primitiv rekursive Funktion eine Darstellung ohne p-Operator besitzt, wird auch jede
primitiv rekursive Funktion durch ¢y, fiir mindestens ein e angenommen.

(b) Sei h die Funktion aus Teil (a), also Prim = {pp) : e € N}. Wir definieren g :=
Az.1 4 pp(y). Dann ist g in R;.

Annahme: g € Prim. Dann existiert ein e mit g = (). Es folgt:

gle) =1+ ¢pe(e) =1+ gle). Widerspruch!

Hier noch ein alternativer, kiirzerer und eleganterer Weg;:

Wiére Prim = R;, dann wére nach Teil (a) auch R; effektiv numerierbar. Widerspruch!

Noch eine Bitte: Falls Ihr auf den Ubungsblittern oder in den Musterlésun-
gen Fehler findet, oder falls Ihr andere, evetentuell schonere Losungen findet,
teilt sie mir bitte mit.

Die Unterlagen zur Vorlesung und zu den Ubungen sind erhéltlich via:

http://illwww.ira.uka.de/ giese/brb01/

Martin Giese: Informatik Neubau, Zi. 307, Tel. 608-4245, Email: giese@ira.uka.de
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