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Zusammenfassung

Bei dem von uns betrachteten Problem geht es darum, bei gegebener Menge P von n Punkten
in der Ebene 2n gleichgrofie (offene) Kreise so zu plazieren, dass jeder Punkt genau zwei Kreise
beriihrt, sich keine der Kreise schneiden und die Gréfle der Kreise maximal ist.

Es ist bekannt, dass eine Approximation der Beschriftungsgréfie besser als ~ 73% der opti-
malen Gréfle NP-schwer ist. Unser Algorithmus verbessert den bisher besten erzielten Approxi-
mationsfaktor von & 51% auf (14 1/3)/4 = 68%. Dabei behalten wir die O(n logn) Laufzeit- und
O(n) Speichergrenze des vorigen Algorithmus bei.

1 Einleitung

Bei der Visualisierung von Daten, etwa bei der Erstellung von Landkarten, Diagrammen und techni-
schen Zeichnungen, ist das Beschriften der Daten ein wesentlicher und zeitaufwendiger Bestandteil.
Es ist also von besonderem Interesse, den Prozess der Beschriftung durch Algorithmen zu automati-
sieren. Bevor man jedoch solche Algorithmen entwickeln kann, benttigt man klare Kriterien dafiir,
wie eine gute Beschriftung auszusehen hat. Solche Kriterien wurden 1962 von dem schweizer Karto-
graphen Imhof fiir den speziellen Fall der Beschriftung von Landkarten aufgestellt [4], welche jedoch
im Wesentlichen auf das allgemeine Beschriftungsproblem {ibertragbar sind.

Imhof schreibt, dass eine Landkarte aus vielen, in der Regel einigen hundert bis einigen tausend
Objekten besteht, welche moglichst eindeutig zu beschriften sind. Diese Objekte lassen sich ferner
in Typen, wie Fliisse, Landesgrenzen, Stiadte, etc. einteilen, deren Unterscheidung mafigeblich durch
gute Beschriftung erleichtert wird. Die Qualitit einer Karte hingt also von einer guten Beschriftung
ab. Dabei stellt Imhof fest, dass nicht nur die Eigenschaften einer Beschriftung wie Schrifttyp, Farbe,
Grofle, Form, etc., welche fiir einen Typ von Objekten einheitlich sein sollten, zur Lesbarkeit einer
Karte beitragen, sondern auch die Plazierung. Die Plazierung habe so zu erfolgen, dass sich die ein-
zelnen Beschriftungen gegenseitig nicht storen, und die Zuordnung zwischen Objekt und Beschriftung
klar ersichtlich ist. Daraus ergibt sich, dass die Plazierungen der Beschriftungen bei dicht beschrifte-
ten Karten voneinander abhingen, welches die Berechnung einer guten Plazierung zum wesentlichen
Problem bei der Landkartenbeschriftung macht.

Imhof unterteilt das Beschriftungsproblem weiter, da es drei allgemeine Typen von Objekten gibt,
némlich Flichen (z.B. Lander), Linien (z.B. Fliisse) und Punkte (z.B. Stidte). Wihrend es bei der
Beschriftung von Gebieten vor allem darum geht, die Beschriftung mdglichst innerhalb des Objekts
und {iber dieses erstreckt zu plazieren, ist bei der Punktbeschriftung die Nahe der Beschriftung zum
Objekt das wesentliche Kriterium.

Nun kann man das allgemeine Beschriftungsproblem so formulieren, dass beliebig viele Beschrif-
tungskandidaten pro Objekt zugelassen werden, oder nur einige diskrete Beschriftungskandidaten pro
Objekt (bei der Punktbeschriftung kénnen dies z.B. vier sein, nimlich links-oben, rechts-oben, links-
unten und rechts-unten vom jeweiligen Punkt). Auflerdem ergeben sich je nach Form der Beschriftung
(rechteckig, rund, ...), Ausrichtung (z.B. horizontal) und Anzahl der Beschriftungen pro Objekt wie-
derum viele Teilprobleme, bei denen wiederum entweder die Beschriftungsgrofie oder die Anzahl der
iiberhaupt beschrifteten Objekte maximiert wird.
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Selbst diese speziellen Beschriftungsprobleme sind oft NP-schwer, so dass es darum geht, effiziente
Approximationsalgorithmen oder Heuristiken zu entwickeln, wobei es nun sowohl interessant ist, fiir
die Praxis gut funktionierende Beschriftungsalgorithmen zu entwickeln, als auch prinzipielle Aussagen
iiber die Approximierbarkeit der Probleme zu treffen.

Fiir die Plazierung von Beschriftungen wurden bisher zahlreiche Losungsansitze vorgeschlagen,
z.B. Expertensysteme, Null-Eins-Integerprogrammierung, sowie Simulated Annealing und andere in-
krementelle Algorithmen. Wir stellen hier einen Approximationsalgorithmus fiir ein Teilproblem vor.

2 Unser spezielles Beschriftungsproblem

Definition 1 (Punktbeschriftung mit je zwei Kreisen) Man plaziere bei gegebener Menge P
von n Punkten in der Ebene 2n gleichgrofie (offene) Kreise so, dass jeder Punkt genau zwei Krei-
se beriihrt, sich keine der Kreise schneiden und die Grifie der Kreise mazximal ist.

Wir betrachten also, um noch einmal auf die obige Einteilung zuriickzukommen, die Punktbeschrif-
tung mit je zwei kreisformigen Beschriftungen, wobei beliebig viele Beschriftungskandidaten zugelassen
sind und die Ausrichtung der Beschriftungen beliebig ist. Dabei maximieren wir die einheitliche Grofle
der Beschriftungen, die im Prinzip wie starre Achten aussehen.

Die Beschriftung von Punkten mit je zwei Beschriftungen wird z.B. durch Wetterkarten motiviert,
wo jede Stadt mit zwei achsenparallelen Beschriftungen — dem Namen der Stadt und der Temperatur
bzw. Regenwahrscheinlichkeit — beschriftet werden muss. Kakoulis und Tollis haben sich als erste mit
Algorithmen beschiiftigt, die Objekte mit mehr als einer Beschriftung versehen. Sie haben zwei Heu-
ristiken vorgestellt, die Knoten und Kanten in einer Graphzeichnung jeweils mit mehreren Rechtecken
beschriften [5]. Mittlerweile wurde die Punktbeschriftung mit je zwei Quadraten recht ausfiihrlich
von Zhu und Poon [8] sowie von Qin et al. [6] behandelt. Die Punktbeschriftung mit kreisformigen
Beschriftungen ist zwar fiir die Praxis nicht von so grofler Bedeutung, dafiir aber ein mathematisch
interessantes Problem. Das Problem, jeden Punkt mit einer kreisformigen Beschriftung zu versehen,
wurde bereits ausfiihrlich untersucht [7, 3].

Fiir das von uns betrachtete Problem der Gréflenmaximierung kreisférmiger Beschriftungen, zwei
pro Punkt, gaben Zhu und Poon den ersten Approximationsalgorithmus an [8]. Sie erzielten einen

Approximationsfaktor von 1. Dabei vergleichen sie ihre Losung mit einer oberen Schranke fiir die

Grofle der optimalen Lésuné. Wie alle nachfolgenden Algorithmen beruht auch ihr Algorithmus auf
der Tatsache, dass es um jeden Eingabepunkt p eine Region gibt, in der p beschriftet werden kann,
ohne die Region eines anderen Punktes zu schneiden.

Vor kurzem gelang es Qin et al. dieses Resultat zu verbessern [6]. Sie gaben einen Approximati-
onsalgorithmus mit einem Approximationsfaktor von m ~ 0,5125 an, den sie anhand derselben
oberen Schranke fiir die maximale Beschriftungsgréfie berechnen, die auch Zhu und Poon benutzten
[8]. Ferner zeigen sie, dass es NP-schwer ist, die optimale Beschriftungsgrofie besser als mit einem
Faktor von = 73, 21% zu approximieren. Die Regionen, in welche sie die Beschriftungen plazieren, sind
die Zellen des Voronoi-Diagramms der Punktmenge P. Dabei berechnen sie das Voronoi-Diagramm
nicht explizit, sondern nutzen bestimmte Eigenschaften der dazu dualen Delauney-Triangulierung aus.

Das Voronoi-Diagramm ist eine wohlbekannte und vielseitige geometrische Datenstruktur [2]. Die
Voronoi-Zelle eines Punktes p der Eingabepunktmenge P ist die Menge der Punkte des R?, dessen
euklidischer Abstand zu p kleiner als ihr Abstand zu jedem anderen Punkt aus P ist. Das Voronoi-
Diagramm setzt sich aus den Voronoi-Zellen und den Kanten zwischen den Voronoi-Zellen zusammen.
Eine Voronoi-Zelle wird immer durch ein konvexes Polygon (eventuell unbeschrinkt) begrenzt. Die
Voronoi-Zellen sind paarweise disjunkt, und die Anzahl der Kanten im Voronoi-Diagramm ist linear
in der Anzahl der Punkte der Eingabepunktmenge.

Wir geben nun einen Algorithmus an, welcher auch jeden Punkt in seiner Voronoi-Zelle beschriftet,
jedoch tun wir dies im Gegensatz zum vorigen Algorithmus optimal. Ferner vergleichen wir die von
unserem Algorithmus erzielte Beschriftungsgrofie direkt mit der optimalen Grofie und nicht mit einer
oberen Schranke. So erhalten wir einen Approximationsfaktor von (1 + v/3)/4 ~ 68, 3%, welches bei-
nahe die Liicke zu obigem Resultat iiber die Nicht-Approximierbarkeit unseres Problems schliefit. Die
Laufzeit von O(nlogn) und der Speicherbedarf von O(n) des vorigen Algorithmus wird beibehalten.



3 Unser Algorithmus

Wir berechnen erst das Voronoi-Diagramm von P. Dann beschriften wir jeden Eingabepunkt p op-
timal in seiner Voronoi-Zelle Vor(p). Zuletzt suchen wir uns von allen Beschriftungen den kleinsten
Beschriftungsdurchmesser und verkleinern alle Beschriftungen auf diese Grofie.

Zunichst zeigen wir, dass es eine Region Zgee(p) um jeden Eingabepunkt p gibt, welche keinen
weiteren Eingabepunkt enthélt. Die Groéfle von Zgee(p) ist nur vom Durchmesser dopy der Kreise in
der optimalen Beschriftung abhiingig, welchen wir auf 1 setzen (dies kénnen wir immer durch skalieren
der Eingabepunkte erreichen).

Definition 2 Sei Cy, . ein (offener) Kreis mit dem
Radius v und dem Mittelpunkt m. Fiir jeden Punkt
p € P sei Zree(p) = Cp, 1,5UC7, 1,/5UCp,1, wobei
Zy und Zs die Mittelpunkte der zwei Beschriftungen
Ly und Ly von p in einer fizierten optimalen Lisung
Copt Sind. Ziabel(p) sei die Region, die man bei Ska-

lierung von Zgee(p) um einen Faktor von % relativ

zu p erhilt. (siehe Abb. 1)

Abb. 1: Zf,.ee(p) und Zlabel@)

Die Begrenzung von Zpee(p) ist gerade der Ort aller Eingabepunkte, die fiir dopy = 1 so nahe an
p liegen wie moglich. Daraus folgt:

Lemma 1 Zgee(p) enthilt keine Fingabepunkte aufler p.

Hieraus, und aufgrund der Definition der Voronoi-Zelle Vor(p) von p und der Region Z,pe(p)
ergibt sich, dass Zjapel(p) vollstéindig in Vor(p) liegt.

Es ist leicht, den groftmoglichen Beschriftungsdurchmesser djower Zu berechnen, so dass die zwei
Beschriftungen von p vollstéindig in Zjapel(p) enthalten sind. Also:
Lemma 2 Fiir jeden Eingabepunkt p gibt es zwei disjunkte Kreise vom Durchmesser diower = 1+4‘/§,
welche p beriihren und vollstindig in Ziape(p) liegen.

Aus Platzgriinden beweisen wir nur das folgende, aus algorithmischer Sicht zentrale Lemma 3.

Lemma 3 FEin Punkt p im Innern des konvexen Polygons G mit m Ecken v, . ..,vn kann mit zwei
gleichgroflen disjunkten Kreisen mazimaler Grdfle in einer Laufzeit von O(mlogm) und mit einem
Speicherbedarf von O(m) wvollstindig innerhalb des Polygons G beschriftet werden.

Beweis. Betrachten wir die stetige Funktion f, welche einem Winkel 0 < a < 27 den gréBtmoglichen
Radius r, zuordnet, so dass C,_ ,, den Punkt p beriihrt und vollstindig im Polygon G liegt, wobei
der Mittelpunkt z, von C,_ .., der Punkt p und die rechtsgerichtete Horizontale h, durch p einen
Winkel der Grofle o bilden.

Da wir p mit zwei disjunkten, gleichgroflen Kreisen in G beschriften wollen, miissen wir den Winkel
a bestimmen, wo min (7, 7+, ) maximal ist. Dies erzielen wir durch die Berechnung des Maximums
der unteren Einhiillenden von f und f’, wobei f'(a) = f(a + 7 mod 27). Da f (und somit auch f')
aus hochstens 2m monotonen Abschnitten besteht, kénnen die abschnittsweisen unteren Einhiillenden
von f und f’ und somit deren Maximum in linearer Laufzeit bestimmt werden. Schlie8lich sind die
Positionen der Mittelpunkte der gréfitmoglichen Beschriftungen von p innerhalb des Polygons G durch
den errechneten Winkel o eindeutig bestimmt. Der Radius der Beschriftungen ist natiirlich r,.

Es bleibt zu zeigen, wie man f berechnet. Da fiir unsere Zwecke eine Laufzeit von O(mlogm)
ausreichend ist, konnen wir eine sehr allgemeine Herangehensweise wihlen, ndmlich wiederum die
Berechnung von unteren Einhiillenden. Sei ¢; die Gerade durch die Ecken v; und v;y1 moa m des
Polygons G, und sei 8; der Winkel zwischen ¢; (nach oben gerichtet) und E,),, sieche Abb. 2. Sei f; die
Funktion, welche 0 < a < 27 den Radius des eindeutig bestimmten Kreises zuordnet, der ¢; und
beriihrt, wobei die Gerade durch p und den Mittelpunkt ¢;(«) des Kreises mit der Horizontalen h,,
den Winkel a bildet. Die Funktion f; hat genau ein Minimum bei §; + 7/2 (zu dem sie symmetrisch
modulo 27 ist) und eine Definitionsliicke bei §; + 3w /2.

Zwei Funktionen f; und f; mit ¢ # j schneiden sich genau zwei Mal, namlich bei den Winkeln,
welche den Kreisen entsprechen, die ¢;, £; und p beriihren, siehe Abb. 3. (Falls 4;||¢;, so liegt p



zwischen ¢; und £;.) Nun gibt es eine Reprisentation von f; (welche in konstanter Laufzeit berech-
net werden kann), so dass die Schnittpunkte von f; mit f; fiir alle 4, j in konstanter Zeit berechnet
werden konnen. Daher konnen wir den einfachen Divide-and-conquer-Algorithmus [1] benutzen, um

die untere Einhiillende von fi,. .., f,, in O(mlogm) Laufzeit mit O(m) Speicherbedarf zu berechnen.
Die untere Einhiillende dieser Funktionen entspricht f, weil das Minimum von fi,..., f,, fir jedes «
gerade den Radius des grofitmoglichen Kreises liefert, der keine der Kanten ¢4, ..., £, schneidet und
dessen Mittelpunkt in der gewiinschten Richtung in Abhéngigkeit von p liegt. &

Abb. 2: Notation. Abb. 3: Es gibt genau zwei Kreise, die ¢;, {;
und p beriihren.

Satz 1 Fine Menge P von n Punkten in der Ebene kann mit 2n disjunkten kreisformigen Beschrif-
tungen, zwei pro Punkt, mit einem Durchmesser digwer = (1 + \/3)/4 dopt = 68,3% der optimalen
Beschriftungsgrifle in O(nlogn) Zeit und mit linearem Speicherbedarf beschriftet werden.

Beweis.  Zunichst berechnen wir das Voronoi-Diagramm von P in O(nlogn) Zeit und mit li-
nearem Speicherbedarf [2]. Dann benutzen wir den im Beweis des zentralen Lemma 3 beschrie-
benen Algorithmus, um fiir jeden Eingabepunkt p das Kreispaar maximaler Gréfle zu berechnen,
welches p beschriftet und dabei vollstéindig in Vor(p) liegt. Sei d, der Durchmesser dieser beiden
Kreise. Sei m, die Anzahl der Kanten in Vor(p). Da die Komplexitiit des Voronoi-Diagramms
linear ist [2], erhalten wir }° pm; = O(n). Folglich konnen wir laut Lemma 3 alle Beschriftun-
gen in O(3_,cpm;logm;) = O(nlogn) Zeit und mit O(n) Speicherbedarf plazieren. Wir setzen
dalgo = minyep d, und gehen noch einmal alle Eingabepunkte durch. Wir skalieren die Beschriftun-
gen jedes Punktes p mit dem Faktor dz—':". Wir geben diese skalierten Beschriftungen aus, welche

nun alle den Durchmesser d,igo haben. Wegen d;ﬁ < 1 liegen die skalierten Beschriftungen alle

in den entsprechenden Voronoi-Zellen und kénnen sich nicht schneiden. Es bleibt zu zeigen, dass
daigo > diower- Lemma 1 garantiert, dass Zjapel(p) vollstéindig in Vor(p) liegt. Ferner besagt Lemma 2,
dass es zwei disjunkte Beschriftungen fiir p, beide mit dem Durchmesser djower, gibt, die vollstindig
in Ziapel(p) — und somit in Vor(p) — liegen. Dies gilt auch fiir den Eingabepunkt ¢, der die kleinste
Beschriftung vor der Skalierung erhilt, also dy = daigo. Andererseits wissen wir, dass dy > diower,
da dy der groBitmogliche Beschriftungsdurchmesser eines vollstéindig in Vor(p) liegenden Paars von
Beschriftungen fiir q ist. &
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