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1. Einleitung

1.1 Motivation

Jogging ist ein weit verbreiteter Freizeitsport, den so gut wie jeder ausiiben kann. Es gibt
dabei kaum Voraussetzungen, abgesehen davon, dass man geeignetes Schuhwerk tragen
sollte, kann es jederzeit und an jedem Ort losgehen. Das einzige, was man nun noch wissen
sollte, ist, entlang welcher Route man iiberhaupt joggen méchte.

Eine Joggingroute ist eine Folge von Straflen, die ein Jogger zu Trainingszwecken oder
einfach nur zum Spaf§ ablauft. Dabei ist es fiir den Jogger von Interesse, wie lang die
gelaufene Tour ist, damit ihre Lénge zum Beispiel zu seiner korperlichen Leistungsfihigkeit
passt. Natiirlich ist nicht nur die Lénge der Strecke ein wichtiges Kriterium. Als Jogger
mochte man zusétzlich noch auf gut geeignetem Untergrund laufen und eine ansprechende
Umgebung rechts und links der Strecke sehen kénnen.

Diese verschiedenen Punkte, die zu beachten sind, machen es nicht leicht, eine geeignete
Route manuell durch den Blick auf eine Karte zu finden. Aus diesem Grund gibt es bereits
im Internet zahlreiche Angebote, die es den Benutzern erlauben, ihre bevorzugten Jogging-
routen, mit anderen zu teilen. Jogma ist ein Beispiel fiir eine solche Seite und zeigt, dass
durchaus bei einer grofleren Personengruppe das Interesse besteht schéne Joggingrouten
zu finden.

Dementsprechend wére es schon eine Moéglichkeit zu besitzen, neue Routen von einem
Computer generieren zu lassen. Dies lohnt sich besonders, wenn sich die Anforderungen an
eine gute oder passende Joggingroute hiufig &ndern. Méchte man zum Beispiel einmal eine
lingere Strecke als iiblich laufen, so konnte man einfach den Computer eine neue Route,
der gewiinschten Ziellinge, berechnen lassen. Auch wenn man auf Reisen oder in einer,
einem selbst, unbekannten Stadt ist, aber trotzdem trainieren will, kann es von Vorteil
sein, wenn man direkt geeignete Strecken berechnen kann.

In dieser Arbeit befassen wir uns deshalb damit, Algorithmen zur effizienten Berechnung
solcher Joggingrouten zu entwickeln. Dazu definieren wir formal was eine Joggingroute ist.
Wir werden die Komplexitét, des Problems, solche Routen zu finden analysieren und zwei
verschieden heuristische Verfahren zur Berechnung solcher Joggingrouten vorstellen.

Yhttp://www.jogmap.de/civic4/?q=streckensuche



1. Einleitung

1.2 Verwandte Arbeiten

Ein erster trivialer Ansatz, solche Routen zu berechnen wire, zunéchst alle Kreise in einem
gegebenen Straflengraphen zu berechnen und dann unter diesen Kreisen solche Routen zu
suchen, die verschiedene Randbedingungen optimieren. Uber das Auffinden aller Kreise in
einem Gegebenem Graphen existieren schon einige wissenschaftliche Arbeiten. H. Liu und
J. Wang haben einen Algorithmus vorgeschlagen, der alle Kreise der Lange k£ in O((n +
m)(c+ 1)) berechnet, wobei ¢ die Anzahl der Kreise mit Linge < k und k die Anzahl der
Knoten im Kreis ist [LW06].

Derartiges Vorgehen ist aber fiir unser Problem nicht praktikabel, da die Anzahl der in
einem Graphen existierenden Kreise zu hoch ist, womit auch die Bendtigte Zeit um alle
Kreise zu betrachten zu hoch ist. Betrachten wir sogar nur eine eingeschréinkte Familie von
Graphen wie planare Graphen, so ist die Anzahl der Moglichen Kreise schon exponentiell
in der Grofle des Graphen. K. Buchin et al. haben gezeigt, das Familien von planaren
Graphen existieren, die fiir Graphen mit n Knoten mindestens 2,4262" Kreise enthalten

[BKK*07).

Die Anzahl der Kreise, die wir dementsprechend in einem Strafengraphen (welcher noch
nicht einmal planar ist) erwarten koénnen ist also viel zu hoch, als das es effizient méglich
wére alle Kreise zu betrachten. Hier ist es sinnvoll Verfahren zu betrachten, die direkt
einzelne Kreise berechnen. R. Yuster und U. Zwick haben eine Algorithmus vorgestellt,
der einen Kreis der Linge k, sofern dieser existiert, in erwartet O(2¥m) und deterministisch
O(2Fmlogn) findet [YZ95]. Hierbei bezeichnet aber die Linge eine Pfades die Anzahl der in
ihm enthaltenen Kanten. Dariiber hinaus wird, falls mehrere Kreise der Liange k existieren
nur einer von diesen gewéhlt.

LieBe sich dieser Algorithmus fiir allgemeine Langenfunktionen Adaptieren, und kénnten
wir bei mehreren gleichwertigen Kreisen beeinflussen welcher Kreis tatséchlich zuriickge-
geben wird, so wire die Laufzeit immer noch mindestens exponentiell in der Gesuchten
Gesamtlinge des Kreises, was kein effizienter Algorithmus ist.

Wir suchen aber einen Kreis der beziiglich einer bestimmten Metrik eine feste Liange be-
sitzt, zusétzlich einen ausgezeichneten Knoten enthéilt, und verschiedene Nebenbedingun-
gen optimiert. Zu dieser Problemstellung gibt es bisher keine Vorarbeiten.

1.3 Gliederung der Arbeit

Wir werden zunéchst in Kapitel |2| einige grundlegende Begriffe und Konzepte aus der
Theoretischen Informatik einfithren, auf die wir im weiteren Verlauf der Arbeit zuriick-
greifen werden. Anschliefend werden wir in Kapitel |3| das Problem, eine Joggingroute zu
finden, formal genau definieren und die Komplexitéit des Problems analysieren. Wir wer-
den auch untersuchen was genau eine schéne oder ansprechende Joggingroute auszeichnet.
Im Laufe der Arbeit werden wir drei Kriterien beschreiben, mit denen sich die Qualitét
einer Joggingroute messen lésst.

In Kapitel |4] stellen wir zwei heuristische Verfahren vor, die entsprechend den von uns
vorgestellten Kriterien schone Joggingrouten in effizienter Weise berechnen. Dabei werden
wir grundsétzlich zwei verschiedene Ansétze verfolgen. Zum einen werden wir einen Ansatz
prasentieren, der Joggingrouten auf der Grundlage von Facetten zusammenstellt. Zum
anderen werden wir Joggingrouten auf der Grundlage von kiirzesten Wegen berechnen.

In Kapitel [5|werden wir die verschiedenen Algorithmen evaluieren. Dabei werden wir schau-
en, wo die Stédrken und schwéchen der einzelnen Algorithmen liegen, und wir werden die
Leistung der einzelnen Algorithmen miteinander vergleichen.

Wir schliefien die Arbeit in Kapitel [6| mit einer kurzen Zusammenfassung unserer Ergeb-
nisse und einem Ausblick auf weiterfiithrende Problemstellungen ab.
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In diesem Kapitel werden einige grundlegende Konzepte, die fiir das Versténdnis der Arbeit
notig sind, vorgestellt.

2.1 Begriffe

Die folgenden Begriffe werden wir im Laufe der Arbeit durchgingig unter den hier be-
schriebenen Bedeutungen verwenden.

Graphen

Ein einfacher Graph G = (V, E) ist ein Tupel bestehend aus einer Knotenmenge V' und
einer Kantenmenge F. Ein Graph heifit ungerichtet, wenn seine Kanten in beide Richtungen
verfolgt werden konnen. In dieser Arbeit werden, sofern nicht explizit anders gefordert,
Graphen immer als ungerichtet vorausgesetzt. Dementsprechend ist £ also eine Menge von
zweielementigen Teilmengen von V. Ein solcher Graph kann keine Schlaufen enthalten.

Wenn fiir zwei Knoten v,w € V die Kante {v,w} € E existiert, so heiflen die beiden
Knoten v und w zueinander adjazent. Ist v € V' ein Knoten und e € F eine Kante mit der
Eigenschaft v € e, so heilen der Knoten v und die Kante e zueinander inzident.

Die Anzahl der Knoten in einem Graph wird im allgemeinen mit n := |V| bezeichnet. Die
Anzahl der Kanten in einem Graph wird mit m := |E| bezeichnet. Der Grad eines Knoten
v € V ist die Anzahl der zu ihm inzidenten Kanten, es gilt: deg(v) := |{e € E | v € e}|.

Eine Finbettung eines Graphen ist eine Zeichnung des Graphen in der zweidimensionalen
Ebene. Hierbei werden Knoten als Punkte und Kanten als Linien zwischen den Punkten,
die ihre Endpunkte reprisentieren, gezeichnet. Eine Einbettung kann dementsprechend als
eine Abbildung ¢: V — R? beschrieben werden. Eine kombinatorische Einbettung eines
Graphen ist gegeben durch zyklische Ordnungen der ausgehenden Kanten fiir jeden Knoten
des Graphen.

Ein Graph heifit planar, wenn eine Einbettung des Graphen existiert, bei der alle Kanten
durch Strecken représentiert werden und bei der sich keine zwei Kanten schneiden.

Ein Multigraph ist, im Gegensatz zu einem einfachen Graphen, ein Graph in dem zwei
Knoten durch mehrere verschiedene Kanten verbunden sein konnen. Ist G = (V, E) eine
Multigraph, so ist E eine Multimenge iiber der Menge der zweielementigen Teilmengen
von V.
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Pfade

Ein Pfad P in einem Graphen G = (V,FE) ist eine Folge von Knoten aus V, mit der
Eigenschaft, dass zwei in dem Pfad aufeinanderfolgende Knoten im Graphen durch eine
Kante verbunden sind. Also ist P = (p1,...,pr) genau dann ein Pfad in G, wenn fiir alle
i€ {l,...,k} gilt, dass p; ein Element aus V ist und fiir alle j € {1,...,k — 1} gilt, dass
{pj,pj+1} ein Element aus E ist. Der Knoten p; wird in diesem Fall der Startknoten des
Pfades genannt und py der Endknoten. Eine Kante {v,w} € F ist im Pfad P enthalten,
wenn ein ¢ existiert, so dass v = p; und w = p;+1 gelten.

Ist zusétzlich zu dem Graphen noch eine Gewichtsfunktion ¢: F — Ry auf den Kanten
gegeben, so lisst sich diese auf Pfade erweitern. Das Gewicht des Pfades ist dann definiert

durch ¢(P) := Ef:_ll c({pi; pi+1})-

Sind P = (p1,...,pr) und Q = (q1, - . ., qj) zwei Pfade und der Endknoten von P ist gleich
dem Startknoten von @ so kénnen die beiden Pfade zu einem léngeren Pfad konkateniert

werden. Es gilt: PoQ = (p1,...,Pk = q1,-- -, Gj)-

Einen Pfad P = (pi,...,pr) bezeichnet man als Kreis, wenn zusétzlich die Bedingung
p1 = py gilt.

Der Pfad P heifit knotendisjunkt, wenn in ihm kein Knoten mehrfach enthalten ist. Fiir
knotendisjunkte Pfade gilt also: Vi,j € {1,...,k} : i # j = p; # p;. Ein Kreis heifit kno-
tendisjunkt, falls dies fiir alle Knoten mit Ausnahme des letzten gilt. Ein Pfad heifit kanten-
disjunkt, wenn keine Kante in ihm mehrfach enthalten ist, es gilt also Vi,j € {1,...,k—1}:

i #j = {pi,pi+1} # {pj pj1}

Sind u,v € V zwei Knoten, dann definieren wir SP.(u,v) als den beziiglich einer Ge-
wichtsfunktion ¢ kirzesten Pfad von u nach v. Unter allen Pfaden mit Startkonten u und
Endknoten v ist SP.(u, v) also derjenige Pfad P fiir den ¢(P) minimal ist.

Der Abstand zweier Knoten u,v € V' ist definiert als dist(u,v) := ¢(SP.(u,v)).

Facetten und Dualgraph

Fiir eine gegebene planare Einbettung eines planaren Graphen G unterteilen die Kan-
ten des Graphen die Ebene in mehrere Flidchen. Diese Fléchen heiflen Facetten. Es kann
nun eine neuer Multigraph G* konstruiert werden, dessen Knoten gerade die Facetten
von G sind. Dieser Graph enthélt genau dann eine Kante zwischen zwei Knoten, wenn
die entsprechenden Facetten in G von einer gemeinsamen Kanten begrenzt werden. Der
Graph G* wird Dualgraph von G genannt. Der Dualgraph eines Graphen ist bereits durch
eine kombinatorische Einbettung des Graphen eindeutig festgelegt.

Der Rand einer Facette ist der Kreis im Graphen, der alle Knoten enthéilt, welche an die
Flache der Facette angrenzen.

Ist auf dem zugrundeliegenden Graphen auch noch eine Gewichtsfunktion ¢: £ — R4
definiert, so lédsst sich diese auf Facetten erweitern. Ist R der Rand der Facette f, so gilt
c(f) == c¢(R). In dem Fall wird ¢(f) auch Umfang von f genannt.

Konvexe Hiille

Die konvexe Hiille einer endlichen Menge M C R von Punkten im zweidimensionalem
Raum, ist das Polygon P mit der kleinsten Fliche, fiir das alle Punkte aus M und ihre
Verbindungsstrecken in P enthalten sind. Es gilt also:

Vp,ge M :pq € P
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2.2 Komplexititsklassen

Die folgenden Komplexitéitsklassen und Begriffe werden wir in der theoretischen Analyse
verwenden.

Die Komplexititsklasse P

Die Komplexitétsklasse P umfasst alle Probleme, die von einer deterministischen Turing-
maschine in polynomieller Zeit beziiglich der Eingabegrofie n gelost werden kénnen. Fiir
jedes Problem II € P existiert also ein Algorithmus, der das Problem 16st, und es existiert
ein Polynom p, so dass der Algorithmus eine Laufzeit von O(p(n)) hat.

Die Komplexititsklasse NP

Die Komplexititsklasse NP umfasst alle Probleme, die von einer nichtdeterministischen
Turingmaschine in polynomieller Zeit, beziiglich der Eingabegrofle, gelost werden kénnen.
Es gilt P C NP, allerdings ist nicht klar, ob es sich hierbei um eine echte Teilmengenbe-
ziehung handelt oder ob die beiden Komplexititsklassen identisch sind [For(09].

NP-Vollstindigkeit

Ein Problem IT heifit N'P-vollstéindig, wenn es in der Komplexitéitsklasse NP liegt, also
IT € N'P gilt, und sich alle anderen Probleme aus NP in polynomieller Zeit auf II re-
duzieren lassen. Bis jetzt wurde noch kein deterministischer Algorithmus gefunden, der
ein N'P-schweres Problem in polynomieller Zeit 16sen kann. Wiirde nur fiir ein einziges
NP-vollstindiges Problem ein polynomieller und deterministischer Lésungsalgorithmus

gefunden, so wire P = NP [GJ90].

Um fiir ein neues Problem II zu beweisen, dass dieses NP-vollstéindig ist, miissen aber nicht
alle Probleme der Klasse NP tatsichlich auf dieses reduziert werden. Es ist ausreichend, ein
Problem, fiir das bekannt ist, dass es N'P-vollsténdig ist, auf IT zu reduzieren. Wegen der
Transitivitdt polynomieller Reduktionen lassen sich dann automatisch auch alle anderen
Probleme aus NP auf II reduzieren.

Ein Problem heifit stark NP-vollstéindig, wenn es unabhingig von der Gréfie der in der
Eingabe vorkommenden Zahlen N P-vollstéindig ist. Ist dies nicht der Fall, so heifit das
Problem schwach N'P-vollstindig. Dies ist fquivalent dazu, dass ein pseudopolynomieller
Losungsalgorithmus fiir das Problem existiert [GJ78]. Das bedeutet das der Algorithmus
polynomiell in den Werte der numerischen Parameter ist und polynomiell in der Eingab-
grofle der restlichen Paramter ist.
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Ausgehend von der Situation des Joggers, der fiir sein Training eine schéne Strecke sucht,
wollen wir nun das Problem exakt definieren. Dabei ist zunichst unklar, wie eine schdne
Strecke charakterisiert ist. Deshalb beschrdnken wir uns in der ersten Version der Pro-
blemdefinition darauf, die gewiinschte Linge der Trainingsstrecke einzuhalten. Da es fiir
einen Jogger keine Wege gibt, die er nur in eine Richtung passieren kann, modellieren wir
das Straflennetz als ungerichteten Graphen. Die Knoten stellen hierbei Punkte auf der
Karte dar und zwei Knoten sind genau dann durch eine Kante verbunden, wenn eine Stra-
e existiert, welche die entsprechenden Punkte verbindet. Dariiber hinaus benétigen wir
noch eine Gewichtsfunktion auf den Kanten, welche die Lénge der entsprechenden Straflen
modelliert, und zwei Parameter fiir den Ausgangspunkt der Trainingsstrecke sowie deren
gewiinschte Linge. Diese Uberlegungen fithren uns zur folgenden Definition.

Definition 3.1. JOGGER-PROBLEM (JP)

Gegeben: Ein Graph G = (V,E), eine Gewichtsfunktion c¢: E — N, ein Startknoten
s € V sowie die Ziellinge | € N.

Gesucht: Ein Pfad P = (p1,...,px) in G mit p1 = p, = s und Zf:_ll c({pi,pis1}) =L

3.1 Komplexitiatsanalyse

Auf Grund der Ahnlichkeit des JOGGER-PROBLEMS zu einigen anderen kombinatorischen
Problemen wie UNDIRECTED HAMILTONIAN CIRCUIT oder SUBSET SUM, fiir die bekannt
ist, dass sie N'P-vollstindig sind, vermuten wir, dass auch JP N'P-vollstindig ist.

Theorem 3.2. Das Jogger-Problem ist N'P-vollstindig.

Um die N'P-Vollsténdigkeit zu beweisen, benutzen wir das Hamiltonkreisproblem, da die
Eigenschaften eines Hamiltonkreises denen einer Losung fiir das Jogger-Problem sehr dhn-
lich sind.

Definition 3.3. UNDIRECTED HAMILTONIAN CIirculT (UHC)
Gegeben: Ein Graph G = (V, E).

Gesucht: Ein Pfad P = (p1,...,px) in G mit pr = pg, k= |V|+1 und Vo € V i €
{1,...,k}:v=p;.
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Eine Losung P des UHC Problems wird auch Hamiltonkreis genannt.

Das UNDIRECTED HAMILTONIAN CIRCUIT Problem gehort zu Karps 21 N'P-vollstéindigen
Problemen [Kar72]. Eine Reduktion von UHC auf das Jogger-Problem eignet sich somit,
um die N'P-Vollstindigkeit des Jogger-Problems zu zeigen.

Beweis zu Theorem[3.2. Wir fiithren im folgenden den NP-Vollstéindigkeitsbeweis in zwei
Teilen. Zunichst zeigen wir die Zugehorigkeit des Jogger-Problems zur Komplexitétsklasse
NP. Anschliefiend reduzieren wir UHC auf das Jogger-Problem.

1. Es gilt Jogger-Problem € NP, denn fiir einen gegebenen Pfad P = (p, ..., px) kann
in linearer Zeit iberpriift werden, ob P ein giiltiger Pfad in G ist. Auch die Summe
Zle c¢({pi, pi+1}) kann in linearer Zeit berechnet und mit [ verglichen werden. Somit
lésst sich auch in linearer Zeit iiberpriifen, ob P eine giiltige Losung ist.

2. Der Grundgedanke der folgenden Reduktion ist es, die Kantengewichte und die Lange
so zu wéhlen, dass jede korrekte Losung des Jogger-Problems auf einen Hamiltonkreis
zuriickgefiihrt werden kann. Wir versuchen dies zu erreichen, indem wir zu einem ge-
gebenen Graphen G = (V, E) die Kantengewichte so wéhlen, dass sich aus der Lénge
eines beliebigen Pfades, die in ihm enthaltenen Knoten rekonstruieren lassen. Da
aber die enthaltenen Knoten nicht direkt zur Lange des Pfades beitragen, konstru-
ieren wir einen neuen Graphen G’; der fiir jeden Knoten v € G zwei neue Knoten
(in und out) enthéilt, die jeweils durch eine Kante verbunden sind. Diese Kante und
das Gewicht, das wir ihr noch zuordnen werden, représentiert nun den Knoten wv.
Wie in Abbildung enthélt der Graph G’ zusétzlich fiir jede Kante {v;,v;} des
urspriinglichen Graphen zwei neue Kanten {in;, out;} und {in;, out;}, welche fiir die
Kanten in G stehen.

Wir wihlen nun die Kantengewichte so, dass in einem Stellenwertsystem mit geeigne-
ter Basis b jede Kante, die einen Knoten reprisentiert, das Gewicht c({in;, out;}) = b’
besitzt. Enthélt ein Pfad nun weniger als b Kanten, so kommt es bei der Summierung
ihrer Léngen zu keinerlei Ubertrigen. Deshalb kann aus der Darstellung der Linge
des Pfades zur Basis b genau abgelesen werden, welche Kante wie oft im Pfad enthal-
ten ist. Fiir einen Graphen mit n Knoten gilt, dass ein giiltiger Hamiltonkreis genau
n Kanten enthélt. Wir kénnen also als Basis b = n+ 1 wéhlen. Nun miissen wir noch
sicherstellen, dass ein Pfad, der das Jogger-Problem 16st, auch maximal n Kanten
enthilt. Dazu erhohen wir das Gewicht jeder Kante um b™ und wihlen [ < b" 11
Fiir eine konkrete UHC Instanz G = (V,E) mit V = {vp,...,v,—1} wihlen wir
nach unseren Voriiberlegungen die Basis b := 2n + 1, des weiteren definieren wir
Cyertex (1) 1= 0" + b* und Cedge := b". Die zugehorige Jogger-Problem Instanz ist nun
gegeben durch:

G = (V',E
V' :={ing,...,in,_1,0utg...,out, 1}

E' = {{in;,out;} | i € {0,...,n — 1}} U {{in;, out;} | {vi,v;} € E}

vertex (¢ afH =]
c({iny, out;}) := {C tex(d) falls i =

Cedge ,falls i # j
n—1 n—1 )
L= Codge + P Cvertex (1) = 2n(2n + 1)" + Y _(2n + 1)
i=0 i=0

s := outy
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Abbildung 3.1: Transformation eines Beispielgraphen.

Es ist leicht ersichtlich, dass aus der Existenz eines Hamiltonkreises in G auch
die Losbarkeit des Jogger-Problems folgt. Denn fiir einen gegebenen Hamiltonkreis

H = (vi,...,v;,) mit ig = i, = 0 hat der Pfad P := (out,,, in;,,out;, ..., in;,,out;, )
die Lénge:
n n
C(P) = Z(C({OUt’i(j_l)?ini]’}) + C({inijvoutij})) = Z(Cedge + Cvertex(ij)) =1
j=1 j=1

und ist somit eine Losung des Jogger-Problems.

Sei nun umgekehrt P = (po, ..., pr) eine Losung des Jogger-Problems, dann miissen
wir zeigen, dass ein Hamiltonkreis in G existiert. Zunéchst einmal gilt k£ = 2n, denn
der lingste Pfad mit k = 2n — 1 ist kiirzer als [ (3.1), und der kiirzeste Pfad mit

k =2n+1 ist ldnger als [ (3.2).

max c¢(P)=(2n—1) -maxc(e 3.1
Pep™ ) (P)=( ) max (e) (3.1)
=(2n—1)-(2n+1)" + (2n+1)"7D)
<2n(2n+1)"
n—1
<2m2n+1)"+) (2n+1) =1
i=0
min c¢(P)=(2n+1) -minc(e 3.2
e ) (P)=( ) min (e) (3.2)
=2n+1)-2n+1)"
=2n2n+1)"+ (2n+1)"
n—1
>2n(2n+1)"+ ) (2n+1) =1
i=0

Da der Pfad P also genau 2n Knoten enthiilt, kann bei der Berechnung der Linge
zur Basis b = 2n + 1 kein Ubertrag aufgetreten sein. Andererseits hat P die Linge [,
welche in der Darstellung zur Basis b an jeder Stelle den Wert 1 hat. Die Summe der
im Pfad enthaltenen Kanten kann somit nur gleich [ sein, wenn jede Kante aus G,
welche einen Knoten aus G représentiert, genau ein Mal in P enthalten ist. Somit
existiert in G ein Hamiltonkreis, der die Knoten aus V in genau der Reihenfolge
enthilt, wie die ihnen entsprechenden Kanten aus E’ in P enthalten sind.

Die Reduktion ldsst sich in polynomieller Zeit berechnen, da der konstruierte Graph
2n Knoten und 2m + n Kanten enthilt. Auch die Kantengewichte und die Lénge
lassen sich in polynomieller Zeit berechnen.
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3. Theoretische Betrachtung

Im vorangegangenen Beweis fillt allerdings auf, dass die Werte der Kantengewichte mit 0"
exponentiell in der Anzahl der Knoten n sind. Erginzen wir die Problemstellung des
Jogger-Problems um die Zusatzbedingung, dass alle Kantengewichte ¢ sowie die Ziellénge [
polynomiell in n sind, so lésst sich das Problem effizient 16sen. Um die Existenz eines ent-
sprechenden Algorithmus zu zeigen, orientieren wir uns an dem &hnlichen Problem SUBSET
SuM, welches mittels dynamischer Programmierung pseudopolynomiell gelost werden kann

GJ90].

Definition 3.4. SUBSET SUM
Gegeben: FEine Menge S C N und ein Wert v € N.

Gesucht: Eine Teilmenge A C S mit der Eigenschaft »  a = v.
acA

Die Ahnlichkeit zum Jogger-Problem wird deutlich, wenn man als Menge S die Menge
der verschiedenen Kantengewichte wihlt und v = [ setzt. Ein wichtiger Unterschied zum
Jogger-Problem ist, dass zur Losung A von SUBSET SUM jedes Element aus S nur einmal
beitragen kann. Im Gegensatz dazu kann beim Jogger-Problem jede Kante beliebig oft
genutzt werden. Ein weiterer Unterschied ist, dass bei SUBSET SuM die Elemente aus
S beliebig kombiniert werden kénnen, wohingegen beim Jogger-Problem die wéhlbaren
Kanten durch Tatsache, dass wir einen Zusammenhéngenden Kreis suchen, eingeschrankt
werden. Trotzdem l&sst sich das Jogger-Problem mit einem &hnlichen pseudopolynomiellen
Algorithmus wie SUBSET SUM l6sen.

Sei dazu G = (V, E), ¢, s,1 eine Jogger-Problem Instanz, dann definieren wir eine Funktion
Q:V X Z — {true, false}, die angibt, ob fiir einen Knoten v € V und eine Linge d € Z ein
Pfad der Liange d von s nach v existiert.

Q(v,d):=3P = (p1,...,px) i1 =5 Appr =vAc(P)=d

Eine Losung fiir das Jogger-Problem existiert dementsprechend genau dann, wenn Q(s, 1) =
true gilt. Da alle Kantenldngen positiv sind, ist klar, dass Q(v,d) = false gilt, falls d < 0
ist. Auch fiir d = 0 ldsst sich Q) leicht berechnen, denn nur der Pfad, der nur aus dem
Startknoten besteht, hat Linge 0 und endet in s. Sei nun d > 0 und Q(v,d) = true, es
existiert also ein Pfad P = (s,p2,...,pr—1,v) mit Linge d. Dann existiert aber auch ein
Pfad P’ = (s,p2,...,pk—1) mit Linge d = d — c¢({px_1,v}) < d und somit gilt Q(v,d) =
Q(pr,d — c({pr—1,v})). Die moglichen Werte von py sind hierbei eingeschrénkt auf die zu
v adjazenten Knoten. Dies fithrt uns zu einer rekursiven Darstellung von Q).

false Jallsd < 0
Qv,d)=4¢s=w Jalls d =0
Ho,w} € E: Q(w,d — c({v,w})) ,fallsd >0

Im Algorithmus benutzen wir nun eine Tabelle mit n Zeilen fiir die Knoten in G und
[+ 1 Spalten fiir die Ldngen von 0 bis [, um die Werte von ) zu berechnen. Entsprechend
der rekursiven Formel kénnen wir diese Tabelle nun Spalte fiir Spalte mit den Werten fiir
Q(v, d) fiillen. Wir erhalten somit einen pseudopolynomiellen Losungsalgorithmus mit einer
Laufzeit von O(l - n - m) fiir das Jogger-Problem. Da das Jogger-Problem N P-vollstindig
ist und ein pseudopolynomieller Lésungsalgorithmus existiert, ist das Jogger-Problem nur
schwach N P-vollstindig.

Wir wollen als néchstes eine Modifikation des urspriinglichen Jogger-Problems betrachten.
Ein Pfad, der JP 16st, soll nun zusétzlich kantendisjunkt sein. Ubertragen auf den Jogger
bedeutet dies, dass er keine Teilstrecke zweimal laufen muss.
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3.1. Komplexitdtsanalyse

Algorithm 3.1: Jogger-Problem, Dynamisches Programm
Input: Graph G = (V = {vo,...,vn_1}, E),c, s = vg, 1
Output: Q(s,!)
Q < zweidimensionales Array von Wahrheitswerten der Lénge n und Breite [ + 1;
fort+0ton—1do
L Q[é][0] « (iequalsk);
for d <+ 1tol do
fori+ 0ton—1do
Qi][d] + false;
foreach {v;,v;} € E do
d <« d— c({vi,vj});
if d > 0 and Q[j][d'] = true then
10 L Qli][d] + true;

W N =

© 0 N O otk

11 return Q[K][1];

Definition 3.5. KANTENDISJUNKTES JOGGER-PROBLEM (KdJP)

Gegeben: Ein Graph G = (V,E), eine Gewichtsfunktion c¢: E — N, ein Startknoten
s € V sowie die Ziellinge | € N.

Gesucht: Ein Pfad P = (p1,...,px) in G mit p1 = pp = s, Z;:ll c({pi,pi+1}) =1 und
Vi, j € {17 N 1}7i £ {pivpi-&-l} # {pj7pj+1}'

Es ist leicht zu zeigen, dass dieses Problem nicht nur A/P-vollstéindig, sondern sogar stark
NP-vollstéindig ist.

Theorem 3.6. Das KANTENDISJUNKTE JOGGER-PROBLEM ist stark N'P-vollstindig.

Beweis zu Theorem|[3.6. Wir gehen bei diesem Beweis analog zum NP-Vollstindigkeits-
beweis von JP vor, und beschreiben wieder eine Reduktion von UHC.

1. Es gilt KdJP € NP, denn fiir einen gegebenen Pfad P = (p1,...,px) kann in linea-
rer Zeit {iberpriift werden, ob P ein giiltiger, kantendisjunkter Pfad in G ist. Auch
die Summe Ele c({pi,pi+1}) kann in linearer Zeit berechnet und mit [ verglichen
werden. Somit ldsst sich in linearer Zeit iiberpriifen, ob P eine giiltige Losung ist.

2. Zu einer gegebenen UHC Instanz G = (V, E) konstruieren wir wieder einen Graphen,
der fiir jeden Knoten v; € V' zwei neue Knoten (in; und out;) enthélt. Auch bei der
Modellierung der Kantengewichte benutzen wir wieder ein Stellenwertsystem zur
Basis b = 2n + 1. Da wir schon wissen, dass eine Lésung immer kantendisjunkt ist,
miissen wir aus der Lange eines Pfades nicht mehr ableiten kénnen, ob eine bestimmte
Kante, die einen Knoten repréisentiert, enthalten ist. Es ist ausreichend, feststellen
zu koénnen, wie viele Kanten, die Knoten reprisentieren, im Pfad enthalten sind. Wir
wéhlen dementsprechend cyertex = 0+ 1 und ceqge = b. Die restliche Konstruktion
von G’ := (V' E’) funktioniert entsprechend wie beim Beweis zu Theorem

V' := {ing,...,in,_1,0utg...,out,_1}
E":= {{in;,out;} | i € {0,...,n — 1}} U {{in;, out;} | {vi,v;} € E}

c({in;, out; }) = {Cvertex

Cedge  fallsi#j

falls ¢ = j

[:=n- (Cvertex + Cedge) = 4n® +3n

S 1= outy

11



3. Theoretische Betrachtung
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Abbildung 3.2: Transformation eines Beispielgraphen.

In Abbildung ist ein Beispiel fiir die gegebene Reduktion zu sehen. Analog zum NP-
Vollstédndigkeitsbeweis vom JOGGER-PROBLEM kann gezeigt werden, dass ein gegebener
Pfad der Lénge [ genau 2n Kanten enthalten muss. Dementsprechend kommt es im Stellen-
wertsystem zur Basis b bei der Berechnung der Linge des Pfades zu keinerlei Ubertriigen
und, um die Lénge [ zu erreichen, muss der Pfad genau n Kanten, die einen Knoten re-
prisentieren, enthalten. Dies zeigt die Aquivalenz einer Joggingtour im transformierten
Graphen zu einem Hamiltonkreis im urspriinglichen Graphen. Somit ist auch KdJP NP-
schwer. Da aber zusétzlich auch alle Kantengewichte sowie die Zielldnge [ offensichtlich
polynomiell in n beschrinkt sind und UHC selbst stark NP-vollstéindig ist, ist auch KdJP
stark N'P-vollsténdig. O
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4. Effiziente Algorithmen

Wie im vorangegangenen Kapitel gezeigt wurde, ist das Jogger-Problem A P-vollsténdig,
weshalb wir uns nicht mit der exakten Losung des Problems beschéftigen. In diesem Kapitel
stellen wir einige Heuristiken vor, die fiir reale Probleminstanzen gute Losungen in prakti-
kabler Laufzeit berechnen. Wir werden dabei zwei verschiedene Ansétze betrachten. Dar-
iiber hinaus ist in der Praxis fiir eine gute Joggingtour nicht nur die Lénge entscheidend.
Wir betrachten deswegen weitere Eigenschaften, die die Schdonheit einer Joggingroute cha-
rakterisieren konnen.

4.1 Problemvariationen

Fiir einen Jogger ist bei der Wahl der Trainingsstrecke nicht allein die exakte Einhaltung
der gewiinschten Linge ausschlaggebend. Wie schon zu Beginn erwéhnt, soll eine Trai-
ningsstrecke auch moglichst schon sein. Was eine schone Strecke auszeichnet, ist aber nicht
direkt ersichtlich. Einige Eigenschaften, die zur Schonheit einer Strecke beitragen kénn-
ten, sind recht naheliegend. So ist es im allgemeinen attraktiver durch einen Wald oder ein
begriintes Gebiet zu laufen als durch ein Industriegebiet. Eine andere Eigenschaft, die die
Schonheit, einer Strecke beeinflussen konnte, ist der Anteil des Weges, der doppelt gelau-
fen werden muss. Ein moglichst kanten- und knotendisjunkter Pfad wére dementsprechend
schéner als eine Strecke, bei der man, nachdem 50% der Strecke absolviert wurde, umdreht
und denselben Weg zuriick lduft.

Die Tatsache, dass eine Vielzahl von Kriterien existieren, welche die Schonheit beeinflus-
sen, und dass diese Kriterien auch nach individuellen Vorlieben variieren, fithrt uns zu
einer erweiterten Definition des Jogger-Problems. Wir erlauben dabei, dass die Lange der
gesuchten Tour um einen Faktor € von [ abweicht, um Spielraum fiir schéne Touren zu
schaffen.

Definition 4.1. JOGGER-PROBLEM mit weichen Optimierungskriterien.

Gegeben: Ein Graph G = (V, E), eine Gewichtsfunktion c¢: E — N,
ein Startknoten s € V, die Ziellinge | € N, ein Parameter € € [0,1] und eine Menge
von weichen Optimierungskriterien.

Gesucht: Ein Pfad P = (p1,...,px) in G mit p1 = pp = s und
c(P) € I(l,e) :=[(1—e)l,(1+¢)l], der beziiglich den weichen Optimierungskriterien
optimal ist.

13



4. Effiziente Algorithmen

Es ist klar, dass auch diese Variante des JP NP-vollstéindig ist, denn fiir ¢ = 0 und eine
leere Menge von Optimierungskriterien erhalten wir gerade die urspriingliche Definition des
JP. Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir uns auf die folgenden Optimierungskriterien
konzentrieren:

Sharing. Der gesuchte Pfad soll moglichst kantendisjunkt sein. Wir definieren dazu das
Sharing eines Pfades als den Anteil des Pfades, der mehrfach enthalten ist. Konkret gilt
fiir einen Pfad P = (p1,...,pk):

‘Z C({pivpi-i-l})
i€D
c(P)

sharing(P) :=

Wobei D die Menge aller Knotenindices i ist, fiir die die Kante {p;, pi+1} mehrmals in P
enthalten ist. Es gilt, das Sharing des Ergebnispfades zu minimieren.

Badness. Der gesuchte Pfad soll moglichst angenehm zu laufen sein. Sei ein Graph G =
(V,E) mit Kantenlingen c: E — N gegeben. Wir definieren zusitzlich die Badness b
als eine Abbildung von der Kantenmenge E auf das Intervall [0, 1], welche die Kanten
beziiglich ihrer Schonheit bewertet. Dabei gilt fiir zwei Kanten ej,es € F, dass e; genau
dann angenehmer zu laufen ist als e, wenn b(e;) < b(ez) gilt. Wir erweitern die Definition
der Badness auf beliebige Pfade in G. Sei dazu P = (py,...,px) ein Pfad in G, dann ist
seine Badness gegeben durch:

kil b({pi, pi+1}) - c({pis Pis1})
b(P) = = )

Die Badness eines Pfades ist also der Mittelwert der Badness der enthaltenen Kanten,
gewichtet nach der Lange dieser Kanten. Durch die Normalisierung durch die Lange des
Pfades ¢(P), liegt auch die Badness eines Pfades im Intervall [0, 1]. Auf diese Weise konnen
auch Pfade unterschiedlicher Lénge miteinander verglichen werden. Ziel ist es, die Badness
des resultierenden Pfades zu minimieren.

4.2 Facetten basierte Algorithmen

In unserem ersten Ansatz nutzen wir Zusatzinformationen, die durch die Tatsache gegeben
sind, dass der Graph G ein Straflennetz reprisentiert. Dies gibt uns eine Einbettung des
Graphen in die zweidimensionale Ebene. Eine gegebene Joggingtour entspricht dabei einem
Polygon in der Ebene. Betrachten wir eine Karte und eine dort eingezeichnete, initiale
Joggingtour, so ist es als Mensch leicht, die gegebene Tour durch das Hinzufiigen oder
Entfernen einzelner Hiauserblocke zu modifizieren oder gar zu optimieren. Abbildung
zeigt eine solche initiale Tour und wie sie ein Mensch intuitiv erweitern kénnte, um eine
schonere Tour zu erhalten.

Durch das Hinzufiigen einzelner Straflenblocke kann also iterativ eine Route aufgebaut
und verbessert werden. Diese Vorgehensweise werden wir mit Greedy-Algorithmen, die
eine Joggingtour kontinuierlich um weitere Gebiete erweitern, nachempfinden. Als initiale
Joggingtour kann der Pfad gewihlt werden, welcher nur aus dem Startknoten besteht.
Anschliefend muss der Algorithmus Gebiete identifizieren, welche an die bestehende Tour
angrenzen und dann eines dieser Gebiete fiir die nédchste Modifikation auswéhlen. Dies
wird so lange wiederholt, bis die Tour der vorgegebenen Lénge ndherungsweise entspricht.
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Abbildung 4.1: Intuitive Erweiterung einer Joggingtour.

Ein erstes Problem, das sich hierbei stellt, ist zu definieren, was genau diese moglichen
Gebiete sind. Wir suchen also eine Entsprechung der Hauser- oder Strafienblocks in dem
gegebenen Graphen G. Ist das Straflennetz, welches G reprisentiert, planar, so kénnten
die Gebiete einfach den Facetten von G entsprechen. Die an eine gegebene Joggingtour
angrenzenden Facetten wiren dann jene Facetten, die zu der gegebenen Tour inzident sind
und deren Flache sich nicht innerhalb des von der aktuellen Tour beschriebenen Polygons
befindet.

Planarisierung. Ein Straflennetz enthilt aber im allgemeinen Briicken und Unterfithrun-
gen. Ein Graph der ein solches Straflennetz représentiert ist deshalb nicht planar und wir
konnen keine Facetten bestimmen. Eine einfache M6glichkeit, einen Graphen mit gegebener
Einbettung zu planarisieren, ist es, fiir jede Briicke oder Unterfithrung einen zusétzlichen
Kreuzungsknoten im Graphen einzufiigen. Wir wiirden hierdurch zwar einen planaren Gra-
phen erhalten, allerdings wiirde ein Pfad in diesem Graphen nicht mehr unbedingt einer
moglichen Joggingroute entsprechen, weshalb die Losung nicht praktikabel ist.

Eine weitere Moglichkeit, den Graphen zu planarisieren, ist es, von jeweils zwei sich schnei-
denden Kanten eine aus dem Graphen zu entfernen. Auch hierdurch erhalten wir einen
planaren Graphen, und Joggingrouten in diesem Graphen entsprechen auch in jedem Fall
Routen im urspriinglichen Graphen. Ein Nachteil ist aber, dass Routen, die im urspriing-
lichen Graphen moglich waren, bei der Modifikation verloren gehen. Dariiber hinaus stellt
sich die Frage, welche der beiden sich schneidenden Kanten iiberhaupt geloscht werden
soll.

Wir 16sen dieses Problem, indem wir zunéchst fiir beide Moglichkeiten den entsprechenden
Dualgraphen berechnen und anschlieend die beiden Dualgraphen zu einem Graphen verei-
nen. Sei G also ein Graph mit Einbettung, fiir die sich die Kanten e; und es schneiden. Dann
berechnen wir zunéchst die beiden Dualgraphen G := (G \ {e1})* und G5 := (G \ {e2})*.
Diese beiden Dualgraphen werden viele Knoten gemeinsam haben. Liegt ndmlich auf dem
Rand einer Facette weder e; noch es, so ist diese Facette sowohl in G7 als auch in G35 ent-
halten. Wir bilden nun den Dualgraphen G* = (V*, E*) als Vereinigung von G} und G3%.
Dabei gilt V* := V|* U V5" und zwei Facetten in V* sind genau dann durch eine Kante
verbunden, wenn es eine Kante in G gibt, welche auf dem Rand der beiden Facetten liegt.
Wie ein normaler Dualgraph, lédsst sich auch unsere Erweiterung allein auf der Grundlage
einer kombinatorischen Einbettung bestimmen. Abbildung zeigt ein Beispiel fiir die
Konstruktion eines solchen Dualgraphen.

Im folgenden Abschnitt beschreiben wir ein Verfahren, mit dem wir die Facetten, wie wir
sie hier beschrieben haben, auf der Grundlage eines gegebenen Graphen mit Einbettung,
bestimmen. Dabei entfernen wir aber sich schneidende Kanten nicht von vornherein, son-
dern tun dies wihrend der Identifizierung einzelner Facetten.
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Abbildung 4.2: Ein Graph mit fester Einbettung und sein Dualgraph

4.2.1 Bestimmung der Facetten

In einem Vorverarbeitungsschritt berechnen wir zu einem gegebenen Graphen G und einer
gegebenen Einbettung von G in die zweidimensionale Ebene einen dualen Graphen, des-
sen Knoten die Facetten von G reprisentieren. Zwei Facetten sind dabei auch in unserer
Verallgemeinerung genau dann adjazent, wenn es mindestens eine Kante in G gibt, welche
die beiden Facetten begrenzt. Um die Funktionsweise des Algorithmus zur Berechnung
des Dualgraphen zu beschreiben, erkldren wir zunéchst, wie eine einzelne Facette erkannt
wird, und gewinnen anschlieBend daraus den gesamten Algorithmus.

Zur Identifizierung einer einzelnen Facette im Graphen starten wir mit einer beliebigen
Kante. Diese Kante liegt auf dem Rand der Facette, die identifiziert wird. Wir verfolgen
von ihr ausgehend einen Pfad, der die Facette umschliefft, bis wir wieder diese Kante
erreichen. Dabei speichern wir jeweils die Knoten, die wir passieren, auf einem Stack, um
so den Pfad, der die Facette umschlief3t, schrittweise aufzubauen. An jedem Knoten wihlen
wir jeweils jene Kante als nichste, welche mit der vorangegangenen Kante den kleinsten
Winkel (im Uhrzeigersinn gerichtet) einschliefit und fiigen den iiber sie erreichbaren Knoten
zum Stack hinzu. Anschliefend iiberpriifen wir, ob sich die neu hinzugefiigte Kante mit
einer anderen bereits im Pfad enthaltenen Kante schneidet. Falls dem so ist, haben wir
eine Kante passiert, die nicht zu dem Pfad, der die Facette umschlie3t, gehort. In diesem
Fall wird der oberste Knoten wieder vom Stack entfernt und es wird die Kante mit dem
néchst groBeren Winkel gewiihlt.

Sackgassen. Da wir zum einen Joggingstrecken suchen, bei denen moglichst wenige Wege
doppelt gelaufen werden miissen, und wir zum anderen die kleinstmdoglichen Kreise suchen,
ignorieren wir Sackgassen. Denn das Betreten einer Sackgasse fithrt zwangsléufig zu Teil-
strecken, die doppelt gelaufen werden miissen. Sackgassen entsprechen Grad-1 Knoten im
Graphen. Der Algorithmus zur Berechnung der umschlieenden Pfade soll also Grad-1
Knoten ignorieren. Dies kann leicht erreicht werden, indem wir auch solche Kanten wieder
vom Stack entfernen, die ein zweites Mal passiert werden. Beim Aufbau des Pfades wird so
zunéchst womoéglich eine Kante gewéhlt, die zu einem Grad-1 Knoten fiithrt. Im néchsten
Schritt wird dieselbe Kante in die entgegengesetzte Richtung verfolgt. Da wir diese Kante
entsprechend schon einmal passiert haben, wird der Grad-1 Knoten wieder vom Stack ent-
fernt. Effektiv werden so ganze Bidume von Grad-1 Knoten ignoriert. Abbildung zeigt,
in welcher Reihenfolge die Kanten zur Identifizierung einer einzelnen Facette traversiert
werden.
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Abbildung 4.3: Betrachtete Kantenfolgen bei der Identifizierung einzelner Facetten, aus-
gehend von den Kanten in griin. Die blauen Knoten liegen am Ende des
Algorithmus auf dem Stack, rote Knoten lagen zwischenzeitlich auf dem
Stack, wurden aber wieder entfernt.

Wird beim Aufruf des spéiteren Algorithmus als Startpunkt s ein Knoten gew#hlt, der in
einer Sackgasse liegt, so ist dieser Knoten zu keiner Facette inzident. Um den Algorith-
mus trotzdem anwenden zu kénnen, wird der néchste Knoten im Graphen gesucht, der
tatsichlich an eine Facette angrenzt. Fiir diesen Knoten s’ kann dann normal eine Route
berechnet werden. Zum Schluss wird die berechnete Route um den Pfad von s nach s’
erganzt.

Um alle Facetten eines Graphen zu identifizieren und seinen Dualgraphen aufbauen zu
konnen, fiihren wir dieses Verfahren fiir jede Kante des gegebenen Graphen, und zwar
in jede Richtung, durch. Hierbei kann es passieren, dass eine Facette mehrmals gefunden
wird, Duplikate einer Facette konnen dementsprechend verworfen werden. Trotzdem ist es
im allgemeinen nicht moglich, den Dualgraphen effizienter zu berechnen, da zum Beispiel
ein vollstindiger Graph Q(m) Facetten besitzt, wobei m die Anzahl der Kanten ist.

Zusétzlich speichern wir beim Finden der Facetten fiir jede Kante aus G eine Liste mit
den Facetten, in deren umschliefendem Pfad diese Kante enthalten ist. Das Hinzufiigen
zu dieser Liste kann direkt beim Identifizieren der einzelnen Facetten passieren. Zuletzt
miissen all diese Listen traversiert werden und die in ihnen enthaltenen Facetten paarweise
durch eine Kante im Dualgraph verbunden werden.

Laufzeit. Der Algorithmus versucht fiir jede Kante des Graphen eine Facette zu identi-
fizieren, demzufolge werden im schlimmsten Fall O(m) verschiedene Facetten berechnet.
Der Pfad, der eine Facette umschlieft, enthélt maximal n Kanten bzw. Knoten, da sonst
ein Knoten doppelt enthalten wire. Trotzdem kann es passieren, dass beim Identifizieren
dieses Pfades O(m) Kanten betrachtet werden, da es passieren kann, dass diese zunéchst
irrtiimlich zum Pfad hinzugefiigt werden. Fiir jede dieser Kanten, die zum Pfad hinzuge-
fiigt wird, muss iiberpriift werden, ob sie sich mit einer anderen Kante im Pfad schneidet.
Da der Pfad zu keinem Zeitpunkt mehr als n Kanten enthélt, hat dies einen Aufwand
von O(n). Insgesamt ergibt sich somit eine Laufzeit von O(nm?).

Alternativ wire es auch moglich, zunéchst alle Schnitte von Kanten im Graphen zu be-
stimmen. Dies ist in einer Laufzeit von O(mlogm + I) moglich, wobei I die Anzahl der
Schnittpunkte ist [Bal95]. AnschlieBend wird fiir jeden gefundenen Schnitt einmal der
Dualgraph berechnet, bei dem die eine am Schnitt beteiligte Kante entfernt wurde, und
einmal der Dualgraph, bei dem die andere Kante fehlt. Fiir einen planaren Graphen kann
der Dualgraph in O(n) berechnet werden, womit diese Vorgehensweise eine Gesamtlaufzeit
von O(mlogm + nl) besitzt. Im schlimmsten Fall liegt dabei I € O(m?), wodurch auch
dieses Verfahren in O(nm?) liegt.
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Abbildung 4.4: Beispiele fiir Facetten (Rot) die zu einer gegebenen Tour (Griin) nicht
hinzugefiigt werden diirfen.

Lange und Badness. Sind zusétzlich zum Originalgraphen Kantenldngen und eine Bad-
nessfunktion gegeben, so kann auf den Kanten und den Knoten des Dualgraphen auch eine
Léngen- und Badnessfunktion definiert werden. Die Lédnge und Badness einer Kante im
Dualgraphen sind dabei dquivalent zu der Lange und Badness der entsprechenden Kante im
Ursprungsgraphen. Lange und Badness einer Facette ergeben sich aus den entsprechenden
Werten fiir den die Facette umschliefenden Pfad.

4.2.2 Hilfsdatenstruktur — FaceSet

Die Eingabe der Greedy-Algorithmen zur Berechnung der Joggingrouten enthélt zusétzlich
zum Graphen G, dem Startknoten s und der gesuchten Lénge [ auch den konstruierten
Dualgraphen G*. Im Laufe der Berechnung wird der aktuelle Pfad iterativ durch die Wahl
weiterer Facetten, die zu ihm inzident sind, erweitert. Dabei treten zwei in Abbildung
gezeigte Probleme auf:

1. Es muss immer mindestens eine Facette geben, auf deren Rand s liegt, die noch
nicht hinzugefiigt wurde, da sonst s nicht mehr auf dem umschlieenden Pfad liegt.
Existiert nur noch eine solche Facette, so kann sie nicht hinzugefiigt werden.

2. Die Flédche der bereits gewéhlten Facetten, darf keine Lécher enthalten, da sonst der
umschliefende Pfad in zwei nicht miteinander verbundene Teile zerfillt. Die Fliche
enthélt genau dann ein Loch, wenn der Graph ohne die ausgewéhlten Facetten nicht
mehr zusammenhéngend ist.

Um solche Probleme zu umgehen, verwenden wir eine Hilfsdatenstruktur, das FaceSet,
welche es uns ermdglichen soll:

e cine Menge von bereits ausgewihlten Facetten zu verwalten sowie einzelne Facetten
hinzuzufiigen oder zu entfernen, wobei das Hinzufiigen oder Entfernen einer Facette
zuriickgewiesen wird, falls dies nicht moglich ist.

e cine Liste von Facetten anzufordern, welche potenziell zu der aktuellen Menge von
Facetten hinzugefiigt werden koénnen.

e den Pfad abzufragen, der die aktuelle Menge von Facetten umschlie3t, sowie dessen
Lénge und Badness.

Die Datenstruktur kann die Menge F der enthaltenen Facetten, die Menge A der Facetten,
die an Facetten aus F angrenzen, sowie die Lange [ und Badness b des Pfades, der F um-
schlielt, speichern. Diese Daten kénnen beim Hinzufiigen neuer Facetten leicht angepasst
werden. Wird zum Beispiel eine Facette f € A zu F hinzugefiigt, so ergibt sich die neue
Menge F’ der enthaltenen Facetten zu F/ = F U {f}. Die neue Menge der angrenzenden
Facetten erhilt man, indem man alle zu f adjazenten Facetten hinzunimmt und die bereits
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in 7’ enthaltenen Facetten streicht. Es gilt A" = AU {f’ | f" ist zu f adjazent} \ F'. Die
neue Lénge des umschlieBenden Pfades ergibt sich aus der alten Lénge plus der Lénge
von f minus der Langen aller Kanten, die zu f und einer Facette aus F inzident sind. Die
Badness des neuen Pfades ldsst sich dquivalent berechnen.

Die Funktionalitdt der Datenstruktur erfordert es zu entscheiden, ob eine Facette hinzu-
gefiigt werden darf oder ob dies wegen einem der zuvor genannten Randfélle nicht zuléssig
ist. Um dies zu berechnen, iiberpriifen wir zunéchst, ob durch das Hinzufiigen der Facette
ein Loch entstehen wiirde. Sei dazu R der Rand der Facette f, die hinzugefiigt werden
soll, und P der Pfad, der F umschlieit. Fiir einen Knoten v € R gilt nun entweder v € P
oder v ¢ P. Dasselbe gilt fiir die Kanten in R. Wir teilen R nun derart in Intervalle ein,
dass fiir alle Knoten v und Kanten e eines Intervalls entweder v,e € P oder v,e ¢ P gilt.
Lésst sich R auf diese Weise in genau zwei Intervalle zerlegen, so kann die Facette hin-
zugefiigt werden, ohne dass ein Loch entsteht. Dies kann linear in der Lénge des Pfades,
der die Facette umschliefit, berechnet werden. Hierbei ist es sehr wichtig, dass sowohl die
Kanten als auch die Knoten des Randes der Facette betrachtet werden, da es Fille gibt,
in denen ein Intervall nur aus einem Knoten bzw. einer Kante besteht.

Zuletzt iberpriifen wir noch, ob der Startknoten der Joggingtour durch das Hinzufiigen der
Facette aus dem Pfad herausfallen wiirde. Dies kann tiberpriift werden, wahrend wir die
zuvor genannten Intervalle bestimmen. Sei dazu u der Knoten, der in P vor s liegt, und v
der Knoten, der in P nach s liegt. Der Startknoten fillt nun genau dann aus der Tour,
wenn {u,s} € RAs € RA{s,v} € Rgilt. Auf diese Weise ldsst sich mit linearem Aufwand,
in der Lénge des Randes der Facette, entscheiden, ob die Facette hinzugefiigt werden darf
oder nicht. Beim Entfernen einer Facette sind die gleichen Randfille zu beachten, zu deren
Uberpriifung kann die gleiche Vorgehensweise verwendet werden.

Wir werden im folgenden das hier beschriebene FaceSet in einigen Greedy-Algorithmen
zur Losung des JOGGER-PROBLEMs benutzen.

4.2.3 Greedy-Algorithmen

Ein erster einfacher Greedy-Algorithmus, siehe Algorithmus zur Losung des Jogger-
Problems initialisiert das FaceSet mit dem Dualgraphen und dem Startknoten. Anschlie-
Bend wird jeweils jene Facette hinzugefiigt, welche die beste Verbesserung des Badness
Wertes verspricht. Dies wird wiederholt, bis die gesuchte Ziellinge [ erreicht oder tiber-
schritten wurde. Auf Grund des Facettenansatzes ist der berechnete Pfad, sofern s nicht in
einer Sackgasse liegt, auf jeden Fall knoten- und kantendisjunkt, hat also ein Sharing von 0.
Die Liange der berechneten Route weicht, sofern iiberhaupt eine Route gefunden wurde,
maximal um die Lénge des langsten in G* enthalten Facettenumfangs ab. Fiir die Giite
der Badness der berechneten Tour kann allerdings keinerlei Garantie gegeben werden.

Laufzeit. Die Aufrufe von getSurroundingPathLength und getAdjacentFaces konnen nach
unserer Modellierung des FaceSets in konstanter Zeit berechnet werden. Da zum FaceSet
im schlimmsten Fall alle Facetten hinzugefiigt werden, benétigt auch die Berechnung im
schlimmsten Fall g Schritte, wobei g die Anzahl der Facetten ist. Auch die Berechnung in
Zeile 6] betrachtet im schlimmsten Fall alle g Facetten. Die Berechnung von F.Add(f) ist
linear in der Anzahl der Knoten des f umschlieSenden Pfades, der sicher kiirzer als g ist.
Der Algorithmus hat dementsprechend eine Laufzeit von O(g?) = O(m?).

Bei der Betrachtung einiger Ergebnisse des Algorithmus, wie in Abbildung (Seite 21,
fallt auf, dass die berechneten Joggingrouten eine sehr komplexe Struktur haben bzw. viele
verschiedene Strafien benutzt werden. Auch dies entspricht intuitiv nicht der Vorstellung
von einer guten Joggingtour, da es sehr schwer ist, sich die komplette Tour zu merken.
Dariiber hinaus ist in Abbildung zu sehen, dass die gewidhlten Facetten alle in mehr
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Algorithm 4.1: GreedyFaces
Input: Graph G, Dualgraph D von G, ¢, b, s, [
Output: P = (s,p1,..., Pk, S)

1 F < FaceSet(D, s);
2 while F.getSurroundingPathLength() < [ and F.getAdjacentFaces() # () do
3 A + F.getAdjacentFaces();
4 foreach a € A do
5 L E, + {e€ E|eist zu a und F inzident};
6 [+ argmin(b(a) —2 > b(e));
acA ecE,
7 | F.AdA(S):

8 return F.getSurroundingPath();

oder weniger unmittelbarer Nidhe des Startknoten liegen. Auf Grund der Konzeption ist
klar, dass der Algorithmus keine Information, iiber die globale Struktur des Graphen G
nutzt. Wiinschenswert wére es, wenn der Algorithmus Gebiete im Graphen mit niedriger
Badness erkennen und sich zielstrebig in deren Richtung bewegen wiirde. Deshalb schlagen
wir folgende Modifikation vor, bei der wir die Ausbreitungsrichtung des Algorithmus durch
Krifte steuern.

Der Algorithmus soll bei der Wahl der néchsten Facette, die hinzugefiigt wird, von Facetten
mit niedriger Badness angezogen werden und von Facetten mit hoher Badness abgestoflen
werden. Krifte modellieren wir dabei als zweidimensionale Vektoren, wobei der Betrag des
Vektors dem Betrag der Kraft und die Ausrichtung des Vektors der Wirkungsrichtung der
Kraft entspricht.

Bei der Modellierung der Krifte orientieren wir uns im Groben an der Gravitations- oder
Coulomb-Kraft. Wobei in dieser Analogie die Krifte von den geometrischen Zentren der
Facetten (center(f)) ausgehen sollen und die Ladung einer Facette von ihrer Badness und
ihrem Umfang abhéngt. Genau wie bei diesen Kréaften, soll auch unsere Kraft quadratisch
mit dem Abstand zu den Facetten abnehmen. Wir definieren die Kraft, welche die Facette f
auf einen Punkt p € R? ausiibt wie folgt:

fo;ce(f,p) = (b(/) _|;25) ~e(f) . ‘C% , mit d:= p — center(f)

Um zu entscheiden, welche Facette als néchstes gew#hlt werden soll, muss fiir jede an-
grenzende Facette f € A die Kraft, die von allen anderen Facetten im Dualgraph auf
ihr Zentrum wirkt, berechnet werden. Damit diese Berechnung nicht in jedem Schleifen-
durchlauf aufs neue durchgefiithrt werden muss, bietet es sich an, die Krifte zwischen allen
Facetten initial zu berechnen. Dies fiihrt allerdings zu einem Berechnungsaufwand mit
Zeitkomplexitit O(g?), wobei g die Anzahl der im Graph enthaltenen Facetten ist. Wir
prazisieren die Berechnung der Kréfte noch, indem wir sie zur Laufzeit, aber dafiir nur
fiir relevante Facetten ausfiithren. Ist eine Facette weiter als [/2 vom Startknoten entfernt,
so ist klar, dass sie von einer Joggingtour, welche die Zielldnge [ einhé&lt, nicht erreicht
werden kann. Die Berechnung der Kréfte kann also auf Facetten beschrinkt werden, die
nicht weiter als [/2 von s entfernt sind. Algorithmus erweitert Algorithmus um die
hier beschriebenen Krifte zur die Wahl der néchsten Facette.

Es bleibt noch zu beschreiben, wie genau die vorberechneten Krifte bei der Wahl der
néchsten Facette benutzt werden. Hierbei spielt nicht nur der Betrag der Kraft eine Rolle,
sondern auch ihre Wirkungsrichtung. Diese Richtung muss mit der Richtung, in die die neue
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(a) GreedyFaces (b) GreedyFaces with Forces
[ =3303m,b = 75% [ = 3036m,b = 43%

Abbildung 4.5: Beispielergebnisse der Greedy-Algorithmen, gesuchte Linge: 3000m
Dabei ist [ die Lange der berechneten Joggingroute und b ihre Badness.

Facette die bestehenden Facetten ergénzt, verglichen werden. Fiir die Wahl der néchsten
Facette ist der Anteil der Kraft entscheidend, der in die Erweiterungsrichtung wirkt. Der
Anteil der Kraft fo;ce, der in Richtung des Vektors d wirkt ist gegeben durch ]fofce| :
cos(< (force, d)). Dies nutzen wir, um eine Variation des Greedy-Algorithmus zu erhalten.

Algorithm 4.2: GreedyFaces with forces
Input: Graph G, Dualgraph D = (V = {fo,..., fo-1}, E) von G, ¢, b, s, 1,
Output: P = (s,p1,..., Pk, S)

1 Forces < Array von Force-Vektoren der Lénge n;
2 M+ {i|l/2>|s— center(f;)|};
3 foreach i € M do
4 Forces[i] «+ >_ fo;ce(fi,center(fj));
| JEM
5 F < FaceSet(D, s);
6 while F.getSurroundingPathLength() < [ do
7 A =+ F.getAdjacentFaces();
8 f <+ arg max (|Forces[i]| - cos (£(Forces|i], center( f;) — center(F))));
ficA
9 F.AdA(f)

10 return F.getSurroundingPath();

Auch fiir Algorithmus konnen wir keinerlei Garantien iiber die Badness der gefundenen
Losung geben. Allerdings ist in Abbildung zu erkennen, dass der Algorithmus wie
erhofft, vom Startpunkt aus Facetten wihlt, die in Richtung schoner Gebiete liegen. Die
Berechnung der Krifte liegt in O(g?), wobei g die Anzahl der Facetten ist. Da im Vergleich
zu Algorithmus nur die Berechnung der Krifte hinzugekommen ist, hat auch dieser
Algorithmus eine Laufzeit von O(g?).

Im néchsten Abschnitt werden wir einige Moglichkeiten zeigen, mit denen sich die Ergeb-
nisse der Greedy-Algorithmen verbessern lassen.

4.2.4 Optimierungen

Um die Badness der gefundenen Losung zu verbessern, kénnen wir bei beiden Algorithmen
den Parameter € benutzen, welcher uns einen bestimmten Spielraum bei der Ziellinge
einrdumt. Um dies umzusetzen, éndern wir die Abbruchbedingung der Schleife in Zeile [6]
von Algorithmus[4.2|zu F.getSurroundingPathLength() < (1+¢)l ab. Anschliefend suchen
wir unter allen Zwischenergebnissen mit einer Linge grofier als (1 — €)l jenes mit der
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niedrigsten Badness. Dazu priifen wir am Ende jedes Schleifendurchlaufs, ob die Linge
des Pfades grofler als (1 — €)1 ist und ob die Badness geringer als die der bis dahin besten
Losung ist. Falls dem so ist, wird die beste Zwischenlosung aktualisiert.

Fiir einen Jogger wire es, unabhéngig von der Badness, wiinschenswert, Joggingtouren
zu erhalten, bei denen nicht allzu oft die Strafle gewechselt wird, sondern solche, bei de-
nen lange Teilstrecken geradeaus verlaufen. Dies soll es dem Jogger erleichtern, sich die
Joggingtour einzupréigen. Es ist jedoch nicht direkt ersichtlich, welche Facette aus der Men-
ge A hinzugenommen werden sollte, um moglichst lange gerade Teilstrecken im Ergebnis
zu erhalten.

Da wir im Greedy-Algorithmus nur die Facetten betrachten, konnen wir keine direkten
Riickschliisse iiber die Geradlinigkeit des resultierenden Pfades treffen, ohne diesen jedes
Mal explizit zu berechnen. Wir werden deshalb die Geradlinigkeit durch andere Eigen-
schaften approximieren. Eine erste Idee ist es hier, das Verhiltnis der von der Joggingtour
eingeschlossenen Flédche zu ihrer Lénge heran zu ziehen. Umfasst eine Joggingtour eine
sehr grofle Fliche, und ist die Strecke, die dabei zuriickgelegt wird, trotzdem sehr klein ist,
so muss die Route relativ rund sein. Der Gedanke ist nun, dass die Joggingroute deshalb
moglichst wenig unnétigen Schlaufen, und damit auch Abbiegungen, enthélt.

Wir @ndern dafiir die in Zeile [8 von Algorithmus zu maximierende Formel zu einer
Linearkombination aus dem Wert fiir die Kraft und dem Verhéltnis von Flidche zu Umfang
ab. Da diese beiden Werte moglicherweise verschiedene Wertebereiche abdecken, skalieren
wir zusétzlich beide Werte auf das Intervall [0, 1]. Um die Krifte zu skalieren, bilden wir
den Quotienten aus der Kraft fiir die einzelne Facette und der maximal vorkommenden
Kraft. Beim Flichen-Umfang-Verhéltnis nutzen wir aus, dass ein Kreis hier den maximalen
Wert besitzt. Wir teilen deswegen den Umfang eines Flachengleichen Kreises durch den
Umfang der Facette. Somit erhalten wir fiir Zeile 8 die Formel:

f < argmax (a - force(f;) + (1 — «) - shape(f;)) , mit (4.1)
fieA
force( f;) = |Forces]i]| - cos (£(Forces|[i], center(f;) — center(]:)))y
max(Forces)
_ 2y/area(f;)m
shape(fq) = perimeter(f;)

Lokale Optima. Da unser Algorithmus ein lokales Optimum verfolgt, kann eine Jog-
gingtour Finbuchtungen enthalten, die nicht entfernt werden koénnen. Ein Beispiel dafiir
ist in Abbildung zu sehen. Besteht so eine Einbuchtung aus mehr als nur einer Facette,
so kann es passieren, dass das Flidchen/Lingen-Verhiltnis durch das Einfiigen der ersten
Facette zunéchst verschlechtert wird, bevor es durch das Einfiigen der zweiten Facette
absolut verbessert wird. Leider reicht es auch nicht die néchsten 2 Facetten zeitgleich zu
betrachten, da eine solche Einbuchtung aus beliebig vielen Facetten bestehen kann.

Ein weiterer Ansatz, die Geradlinigkeit des berechneten Pfades zu optimieren, ist es, ge-
zielt derartige Einbuchtungen wie in Abbildung zu reduzieren. Um solche Facetten zu
identifizieren, kann der Abstand von einer Facette f € A zum geometrischen Zentrum
der bereits benutzten Facetten F benutzt werden. Ist dieser Abstand sehr klein, so ist es
wahrscheinlich, dass f zu einer Einbuchtung gehort. Auch diese Uberlegung konnen wir
durch eine Linearkombination in Zeile |§|in den Algorithmus einfliefen lassen. Die Ergeb-
nisse des abgewandelten Algorithmus enthalten zwar keinerlei Einbuchtungen mehr und
die berechneten Pfade haben auch eine sehr kompakte bzw. konvexe geometrische Form.
Allerdings kann auch dieses Verfahren die Anzahl der Abbiegungen nicht wie gewiinscht
reduzieren.
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Abbildung 4.6: Beispiel einer Joggingtour mit Einbuchtung.

Da sich die Forderung nach langen geraden Teilstrecken nicht ohne weiteres mit der lo-
kalen Optimierung des Greedy-Algorithmus vereinen ldsst, werden wir in einem néchsten
Schritt unseren Algorithmus nur noch nutzen, um der Joggingtour eine initiale Richtung
und Ausdehnung zu geben und anschliefend den erhaltenen Pfad durch lingere gerade
StraBenabschnitte ersetzen.

4.2.5 Glattungstrategien

Wir haben mit Hilfe von Algorithmus einen Pfad P = (s,p1,...,px) berechnet und
wollen nachtréiglich die Eigenschaft, dass der Pfad moglichst gradlinig sein soll, optimie-
ren. Dabei soll der veréinderte Pfad nur so gering wie moglich vom urspriinglichen Pfad
abweichen. Besonders der Knoten s muss auf jeden Fall weiterhin im Pfad enthalten sein.

Da in der Ebene eine gerade Linie zwischen zwei Punkten auch immer die kiirzeste Ver-
bindung zwischen diesen beiden Punkten darstellt, werden wir versuchen die Forderung
nach gradlinigen Teilstrecken durch das Finden kiirzester Wege zwischen einzelnen Knoten
des Pfades P anzundhern. Zur Berechnung des kiirzesten Weges zwischen zwei gegebenen
Knoten werden wir hierbei auf Dijkstras Algorithmus zuriickgreifen [Dij59]. Fiir einen Pfad
P = (pi1,...,pr) berechnen wir zuerst eine Folge (po, . ..,pr—1) von Knoten, die beibehal-
ten werden sollen. Anschliefend ergibt sich der geglittete Pfad P’ aus der Konkatenation
der kiirzesten Wege fiir je zwei aufeinanderfolgende Knoten.

P = SP(p1,p2) 0 - - - 0 SP(Pn—1,Pn) © SP(Pn, p1)

Es miissen nun nur noch geeignete Kandidaten fiir beizubehaltende Knoten aus dem Pfad P
gewihlt werden. Dabei ist es sinnvoll, die gewihlten Kandidaten relativ gleichméfig tiber
die Lange des Pfades P verteilt zu wihlen, damit der Pfad seine Ausdehnung im Straflen-
netz beibehélt.

Aquidistantes Glitten Eine erste simple Strategie zum Wihlen der Kandidaten ist es,
die Kandidaten dquidistant iiber die Lange des Pfades zu verteilen. Es sei hierfiir ein Pfad
P = (p1,...,pk), eine Langenfunktion ¢ sowie die Anzahl h der zu wihlenden Kandidaten
gegeben. Dann ist die gesuchte Folge (po, ..., pnr—1) der Kandidatenknoten gegeben durch:

(z’-ch(P)

Pi 1= arg min
p;EP

In Abbildung auf Seite [26 ist die Glittung einer Joggingtour mit diesem Verfahren
zu sehen. Auf Grund der Wahl der Kandidaten stehen diese in keinem Bezug zu Ein- und
Ausbuchtungen des urspriinglichen Pfades. Deshalb kénnen auch nach der Glattung noch
Einbuchtungen im Pfad enthalten sein. In einigen Féllen ist es sogar moglich, dass Knoten
mehrfach passiert werden und der Pfad P’ somit ein Sharing > 0 aufweist. Auch dies ist
in Abbildung zu sehen. Dariiber hinaus kann es passieren, dass, wenn zwei aufein-
anderfolgende Knoten in verschiedenen Einbuchtungen liegen, der kiirzeste Weg zwischen

)—C((pl,...,pj)) , fir 7 € [O,h—l]
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ihnen sehr viel kiirzer ist als der urspriingliche Weg im Pfad P. Deshalb kénnen wir keine
Qualitatsgarantien beziiglich der Léange geben.

Laufzeit. Um einen Pfad mit £ Knoten mit h beizubehaltenden Knoten zu glatten, miis-
sen zunéchst die beizubehaltenden Knoten gew#hlt werden, was in O(k) liegt. AnschlieBend
wird h Mal Dijktras Algorithmus ausgefiihrt, was in O(h-(nlogn+m)) liegt. Da k € O(n)
gilt, hat diese Glattungsstrategie eine Gesamtlaufzeit von O(h - (nlogn +m)).

Beide Probleme der ersten Glittungsstrategie versuchen wir zu l6sen, indem wir ausschlie-
Ben, dass ein beizubehaltender Knoten innerhalb einer Einbuchtung liegt. Dementspre-
chend miissen also alle gew#hlten Knoten auf Ausbuchtungen liegen. Wir benétigen dafiir
eine formale Eigenschaft, die beschreibt, welche Knoten eines Pfades iiberhaupt auf einer
Aus- bzw. Einbuchtung liegen. Nach der intuitiven Interpretation von Ausbuchtungen ist
klar, dass zumindest die Knoten des Pfades P, die auch in seiner konvexen Hiille enthalten
sind, als Knoten, die auf Ausbuchten liegen, verstanden werden konnen.

Konvexes Glatten. Diese Eigenschaft benutzen wir, um eine zweite Glattungsstrategie
zu erhalten, bei der die Folge von beizubehaltenden Knoten in etwa der konvexen Hiille
von P entspricht. Wir kénnen nicht in jedem Fall die konvexe Hiille selber verwenden, da
wir garantieren miissen, dass der Startknoten s in der Folge enthalten ist, aber s nicht
notwendiger Weise auch in der konvexen Hiille enthalten ist. Wir benutzen deshalb zur
Berechnung der Folge von beizubehaltenden Knoten eine geringfiigig modifizierte Version
des Graham Scan Algorithmus zur Berechnung von konvexen Hiillen [GraT72].

Der Graham Scan Algorithmus berechnet die konvexe Hiille einer Punktmenge P im We-
sentlichen in drei Schritten. Zunichst wird ein Punkt p gesucht, der garantiert auf der
konvexen Hiille liegt. Hierzu bietet es sich an, den Punkt mit der kleinsten x-Koordinate
zu wéhlen. Haben mehrere Punkte die gleiche x-Koordinate wird unter ihnen derjenige
Punkt mit der kleinsten y-Koordinate gew&hlt. Im zweiten Schritt werden die Punkte
q € P nach dem Winkel der Geraden pg zur x-Achse sortiert. Im letzten Schritt werden
zunédchst p und der Punkt mit dem kleinsten Winkel auf einen Stack gelegt. Anschlieflend
werden die restlichen Punkte, in der Reihenfolge ihrer Sortierung betrachtet. Liegt ein
Punkt links der Geraden durch die letzten beiden Punkte auf dem Stack wird er zum
Stack hinzugefiigt, liegt er rechts, so wird der letzte Punkt vom Stack entfernt.

Nachdem alle Punkte von Graham Scan betrachtet wurden, bilden die Punkte die auf
dem Stack liegen eine Folge von Knoten, die wir als Folge der beizubehaltenden Knoten
benutzen wollen. Damit diese Folge aber unseren Anforderungen geniigt, miissen wir noch
sicherstellen, das der Knoten s in ihr enthalten ist. Sollte der Knoten s schon in der
konvexen Hiille enthalten sein, sind wir fertig. Ist dies nicht der Fall, suchen wir den ersten
Knoten des urspriinglichen Pfades, der auch in der konvexen Hiille enthalten ist. Wir fiigen
nun s vor diesem Knoten in die Folge ein, und erhalten so eine Folge die an allen Stellen
bis auf s konvex ist.

Laufzeit. Die Laufzeit des Graham Scan Algorithmus wird vom Sortieren der Knoten
dominiert, und liegt somit bei O(klogk), wobei k die Anzahl der Knoten im zu glitten-
dem Pfad ist. Zusammen mit den Aufrufen von Dijkstras Algorithmus zum verbinden der
einzelnen beizubehaltenden Knoten ergibt sich eine Gesamtlaufzeit der Glattungsstrategie
von O(k - (nlogn +m)).

Ein Beispiel fiir die Wirkung der Glattung mittels konvexer Hiille ist in Abbildung auf
Seite [26| zu sehen. Auch bei diesem Verfahren kann sich die Lange das Pfades theoretisch
um einen beliebigen Faktor dndern. Deshalb kénnen wir auch hier keine Aussage iiber die
Qualitdt der berechneten Joggingroute treffen.
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Die beiden vorgestellten Glattungsstrategien verfolgten bisher nur das Ziel, die Geradlinig-
keit der Joggingtouren zu verbessern. Die Badness wurde bisher von keinem der Verfahren
mit in Betracht gezogen. Wir werden als néchstes eine Glattungsstrategie vorstellen, welche
sowohl die Geradlinigkeit als auch die Badness verbessern soll.

Wir verdndern dafiir zum einen die Dijkstra zugrunde liegende Metrik. Dijkstra soll nun
nicht mehr, wie iiblich, die kiirzesten Wege beziiglich der Kantenlénge ¢ berechnen, sondern
eine Kombination aus Linge ¢ und Badness b benutzen. Als neue Metrik w fiir Dijkstra
definieren wir das Produkt aus Liange und Badness. So ergibt sich fiir eine Kante e € F
das fiir Dijkstra relevante Mafl w(e) := c(e) - b(e). Mit diesem Mafi driicken wir aus,
dass eine unschonere Kante nur dann gewéahlt wird, wenn sich durch ihre Benutzung eine
entsprechende Wegersparnis ergibt.

Glattung iiber beste Kreuzungen. Dariiber hinaus wéhlen wir als beizubehaltende
Knoten solche Knoten, welche ein hohes Potential fiir Pfade mit niedriger Badness ver-
sprechen. Um h solche Knoten zu bestimmen, unterteilen wir zunéchst den Pfad in h — 1
gleich grofle Intervalle. Anschlieflend wird aus jedem Intervall der Knoten gewéhlt, fiir den
das Produkt der Badness Werte der zu ihm inzidenten Kanten minimal ist. Zusé&tzlich wird
auch noch der Knoten s gewéhlt. Sei P = (p1,...,px) ein zu glittender Pfad und p; der
j-te beizubehaltende Knoten, dann gilt:

p falls 7 =0
3= argmin ( I b({p,q}>> falls j € [1,h — 1]
pel; {p.g}eE

Wobei I; = {p; € P | % < ¢e(p1y..-,pi) < %} gilt. Auf diese Weise werden
Kreuzungsknoten gewihlt, die zu moglichst vielen Kanten mit niedriger Badness inzident
sind. Dies soll die Wahrscheinlichkeit erhohen, dass Dijkstras Algorithmus einen von der

urspriinglichen Strecke abweichenden Pfad mit niedrigerer Badness wéhlt.

Laufzeit. Bei der Berechnung der beizubehaltenden Knoten miissen fiir jeden Knoten
alle zu ihm inzidenten Kanten betrachtet werden. Die Wahl der beizubehaltenden Knoten
benotigt daher O(kn) Schritte. Die Gesamtlaufzeit des Verfahrens liegt deshalb in O(kn+
h(nlogn +m)). In Abbildung auf Seite 26| ist das Ergebnis dieser Glittungsstrategie
im Vergleich zu den beiden anderen Verfahren zu sehen.

4.3 Teilwege-Algorithmen

Da keine Glattungsstrategie zur Nachbearbeitung der Greedy-Algorithmen eine Aussage
iiber die Liange der resultierenden Pfade zulésst, werden wir in diesem Abschnitt einen
neuen Ansatz entwickeln, der uns garantiert, dass die Lange der gefundenen Joggingtour,
sofern {iberhaupt eine gefunden wird, im Intervall Z(1, ¢) := [(1—¢)l, (14¢)l] liegt. Wihrend
der Entwicklung des ersten Ansatzes hat sich gezeigt, dass nicht nur Sharing und Badness
wichtige Mafe fiir die Schdonheit einer Joggingtour sind, sondern auch deren Geradlinigkeit.
Dariiber hinaus hat sich Dijkstras Algorithmus als geeignet erwiesen, diese Eigenschaft
zwischen einzelnen Wegpunkten der Joggingroute sicherzustellen.

Als néchstes werden wir deshalb versuchen direkt geeignete Knoten des Graphen als Weg-
punkte zu wihlen, um sie anschlieend iiber kiirzeste Wege miteinander zu verbinden und
so eine Joggingtour zu erhalten.
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Abbildung 4.7: Die verschiedenen Glattungsstrategien im Vergleich, bei gesuchte Lénge
8000m. (a) ohne Glittung, I = 7386m,b = 36%, (b) Aquidistante Glittung,
[ = 5849m,b = 35%, (c) Glittung mittels konvexer Hiille, | = 7515m,b =
27%, (d) Glattung mittels potentiell guter Knoten, [ = 7127m, b = 28%.

4.3.1 Joggingroute durch drei Wegpunkte

In einem ersten Ansatz werden wir die spatere Joggingtour durch ein Dreieck annéhern.
Wir miissen daher drei Punkte bestimmen, durch die die spétere Joggingroute verlaufen
soll. Da eine Losung des JOGGER-PROBLEMS (JP) aber immer den Startknoten s enthalten
soll, ist es naheliegend, dass einer der drei Wegpunkte s ist. Es miissen also nur noch zwei
weitere Knoten gefunden werden. Um die Menge der Knoten, die als weitere Wegpunkte
in Frage kommen, einzugrenzen, schrinken wir unseren Ansatz ein und suchen nur nach
gleichseitigen Dreiecken als Annéherung fiir die Joggingtour.

Sei mit G = (V, E),c,b,l,e eine JP-Instanz gegeben. Wir suchen dann zwei Wegpunkte
p1,p2 € V, so dass der beziiglich des Kantengewichts w(e) := c(e) - b(e) kiirzeste Pfad
von s nach p; eine Linge von [/3 hat. Die Menge der Knoten K, welche diese Eigenschaft
erfiillen, kann leicht mit Dijkstras Algorithmus, ausgehend von s, bestimmt werden. Um
auch hier schon den Spielraum, den uns der Parameter € gewihrt, mit zu beriicksichtigen,
bestimmen wir mittels Dijkstra alle Knoten, deren Entfernung von s im Intervall Z (%, €)
liegt. Es ist zu beachten, dass wir zwar zunéchst den kiirzeste-Wege-Baum beziiglich w
von s aus aufbauen, jedoch anschliefend als Kandidaten jene Knoten zu I hinzufiigen, die
beziiglich der tatséichlichen Linge ¢ im passenden Abstand zu s liegen.

Nachdem die Kandidatenmenge K berechnet wurde, suchen wir unter allen Tupeln (p1, p2) €
K2, fiir die die Linge des Pfades Py, p, := SP(s,p1)0SP(p1,p2)oSP(p2, s) im Intervall Z(l, €)
liegt, jenes Tupel mit minimaler Badness b(Pp,p,). Um dieses Tupel zu bestimmen, lassen
wir ausgehend von jedem Punkt p € K ein weiteres Mal Dijkstras Algorithmus laufen
und bestimmen so seine Distanz zu jedem anderen Knoten ¢ € K. Liegt die Lénge des
entsprechenden Pfades P, im gesuchten Bereich und ist dessen Badness geringer als die
des bisher besten Tupels, so speichern wir uns (p, ¢) als neues bestes Tupel.

Laufzeit Da die Menge der Kandidaten K durch die Anzahl der Knoten n beschrankt
ist, wird im schlimmsten Fall n Mal Dijkstras Algorithmus aufgerufen. Somit liegt die
Laufzeit des Algorithmus in O(n?logn + nm). Dies ist aber eine sehr konservative Ab-
schitzung, da K auch durch [ weiter eingeschrankt wird. So ergeben sich meist weitaus
kiirzere Laufzeiten.
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4.3. Teilwege-Algorithmen

Algorithm 4.3: Teilwege-Algorithmus iiber drei Wegpunkte (TW3)
Input: Graph G = (V,E), ¢, b, s, [, €
Output: P = (s,p1,..., Pk, S)
// dijkstra(s,l) berechnet hier den kiirzeste-Wege-Baum mit Wurzel s
und Radius [ und gibt die entsprechenden Distanz- und
parent-Zeiger—-Arrays zuriick

(c1, w1, parent, ) < dijkstra(s, (14 ¢)1);

K+—{veV|cae I(é,a)};
((p, q), badness) = (L, 00);
foreach p’ € K do
(c2, wa, parent,) < dijkstra(v;, (14 €)4);
foreach ¢’ #i € K do

1, wilp]twalg Hwilg].
badness’ + Cll[p/]+02[q']+01[q’} ’

if c1[p'] + c2[¢’] + c1[d’] € Z(1,¢) and badness’ < badness then
L ((p, q), badness) < ((p, ¢'), badness’);

© W N O otk Wy =

=
o

return SP(s,p) o SP(p, q) o SP(q, s);

Verschirftes Stoppkriterium Die praktische Laufzeit des Algorithmus kann reduziert
werden, wenn die Kandidatenmenge K zunichst beziiglich der minimalen Badness der
resultierenden Pfade sortiert wird. Anschlieffend betrachten wir die einzelnen Kandidaten
in aufsteigender Reihenfolge. Fiir zwei Knoten p, ¢ € K definieren wir dementsprechend:

p < q:< w(SP(s,p)) < w(SP(s,q))

Tatséchlich erfordert diese Sortierung keinen zusétzlichen Rechenaufwand, da sie gerade
der Reihenfolge entspricht, in welcher die Knoten von Dijkstras Algorithmus besucht wer-
den. Sei nun p € K der als néchstes zu betrachtende Kandidat. Dann miissen als zweiter
Kandidat ¢ nur solche Knoten betrachtet werden, fiir die ¢ > p gilt, da fiir Knoten mit
niedrigerer Badness schon alle Kombinationen getestet wurden. Eine Joggingroute die zu
diesem Zeitpunkt mit dem Knoten p gebildet wird, besteht also mindestens aus dem Stre-
ckenabschnitt dijkstra(s,p) und einem Weitere Abschnitt mit einem schlechterem Wert
fiir w. Auf diese Weise lésst sich die beste Route die im weiterem Verlauf noch berechnet
werden kann wie folgt abschétzen.

2w(SP(s,p))
(1+e)l
Sei nun P zusétzlich der beste bisher gefundene Pfad. Gilt in diesem Fall die Gleichung

: 2w(SP(s, p))
b(Py,) > ———22 > p(P
p’r}c}’lgp(pq)_ (1+e)l — (P)
so kann keiner der noch nicht betrachteten Kandidaten mehr zu einer besseren Losung
als P fiithren. Dies gilt, da alle Kanten eine positive Badness und Lange besitzen. Das
Erweitern des Pfades von s nach ¢ kann also nur zu noch schlechteren Losungen als P
fithren.

In Abbildung ist das Ergebnis dieses Algorithmus fiir die gleiche Eingabe wie in
Abbildung und € = 0,1 zu sehen. Dabei ist die erreichte Badness und Geradlinigkeit
der Strecke schon zufriedenstellend, jedoch hat die berechnete Joggingtour in diesem Fall
sogar ein Sharing von 1. Im néchsten Schritt werden wir den Algorithmus so modifizieren,
dass er auch das Sharing reduziert. Wir wollen es aber auch erlauben, dass ein Teil des
Weges in der Néhe von Startpunkt s doppelt gelaufen werden darf. Dies tun wir damit der
Algorithmus auch dann Losungen findet, falls der Startpunkt in einer Sackgasse liegt.

min b(Pyqy) >
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4. Effiziente Algorithmen

(a) Einfacher Algorithmus, (=8533m 6=28%. (b) Ohne Sharing, | = 8181m b=29%.

.

Abbildung 4.8: Ergebnisse des Teilwege-Algorithmus mit und ohne Sharing.

Reduzierung des Sharing. Um das Sharing, wie oben beschrieben, zu reduzieren, ent-
fernen wir, bevor fiir einen Kandidaten v; € I in Zeile [5] von Algorithmus Dijkstras
Algorithmus ausgefiihrt wird, die Knoten auf dem Pfad von s nach p aus dem Graphen G.
Dies fiithrt dazu, dass der Pfad von s zum ersten Wegpunkt p und der Pfad von p zum
zweiten Wegpunkt keine gemeinsamen Knoten, bis auf p selber, haben. Um gemeinsame
Knoten auch zwischen dem Pfad vom ersten zum zweiten Wegpunkt und dem Pfad vom
zweiten Wegpunkt zuriick zum Startpunkt auszuschlielen, iiberpriifen wir in Zeile |8 zu-
sitzlich, ob der vorletzte Knoten auf dem Pfad von v; nach v; ungleich dem vorletzten
Knoten auf dem Pfad von s nach v; ist. Ist dies der Fall, so ist klar, dass die beiden
Pfade kantendisjunkt sein miissen, denn sonst géibe es von einem Knoten, der in beiden
Pfaden enthalten ist, zwei verschiedene kiirzeste Wege zu v;. Abbildung zeigt die
Verbesserung, die diese Modifikationen bringen.

Kandidatenversatz. Am Anfang unserer Uberlegungen stand die Idee die Joggingroute
durch ein gleichseitiges Dreieck anzunihern. Deshalb bestimmen wir in Zeile |2/ von Algo-
rithmus als Kandidaten solche Knoten, die einen Abstand von [/3 zu s haben. Dies
muss natiirlich nicht die Optimale Wahl fiir die Kandidaten sein. Wir definieren Deshalb
den Kandidatenversatz als Abstand der Kandidatenknoten zum Startknoten in Relation
zur gesuchten Gesamtlinge. Fiir den Kandidatenversatz konnen, als zusédtzlicher Para-
meter fiir den Algorithmus, Werte zwischen 0 und 0,5 angegeben werden. Anschlieend
werden als Kandidaten solche Knoten gewéhlt, die in dem durch den Kandidatenversatz
spezifiziertem Abstand zu s liegen.

Der Teilwege-Algorithmuss iiber drei Wegpunkte berechnet Joggingrouten mit niedrigem
Sharing und garantiert zumindest zwischen den einzelnen Wegpunkten optimale Wege
beziiglich w. An den Wegpunkten selber kann aber keine Geradlinigkeit garantiert werden.
Dartiber hinaus konnen die Wegpunkte schlecht platziert sein, so dass sie zwar, dank
Dijkstra, optimal erreicht werden, es jedoch womdoglich noch giinstiger wére, sie gar nicht
passieren zu miissen. Wir werden mit dem n#chsten Algorithmus versuchen die Garantien,
die Dijkstra uns zwischen den Wegpunkten gibt auch fiir die Wegpunkte selber zu erreichen.
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4.3.2 Joggingroute durch vier Wegpunkte (TW4)

In diesem Abschnitt ndhern wir die gesuchte Joggingroute durch ein Viereck an, im Gegen-
satz zu dem Dreieck des TW3 Algorithmus. Wie im Fall mit drei Wegpunkten berechnen
wir zunédchst mit Dijkstra eine Menge K von Kandidaten fiir den ersten Wegpunkt. In
diesem Fall sind die Kandidaten all jene Knoten, deren Distanz zum Startknoten s im
Intervall Z(1/4,¢) liegt. Anschliefend werden die Wegpunkte (s,p,m,q) gewéhlt, wobei
p,q € K gilt und m der noch zu findende vierte Wegpunkt, oder auch Mittelpunkt, ist.
Auch bei diesem Algorithmus miissen die Kandidaten nicht zwingend im Abstand /4 zum
Startknoten liegen. Wieder ist theoretisch ein Kandidatenversatz im Bereich von 0 bis 0,5
moglich.

Dariiber hinaus wollen wir erreichen, dass im resultierenden Pfad Knoten, die unmittelbar
vor und nach einem Wegpunkt liegen, jeweils durch kiirzeste Wege verbunden sind. Fiir
einen Kandidaten p € K muss der Pfad von s nach p also so fortgesetzt werden, dass er
auch in der Umgebung von p einem kiirzesten Pfad beziiglich w entspricht. Um dies zu
erreichen, benutzen wir als Startknoten fiir Dijkstra nicht den Knoten p selber, sondern
gehen auf dem Pfad von s nach p zunéichst ein Stiick zuriick und starten dann Dijkstra.
Wir berechnen also den kiirzeste-Wege-Baum ausgehend von einem Knoten, der vor p liegt.
Anschlielend betrachten wir nur den Teilbaum des kiirzeste-Wege-Baums, der p enthélt.
Auf diese Weise entspricht der Pfad, ausgehend vom Startpunkt von Dijkstra, iiber p
hinaus auch einem kiirzesten Weg.

Der neue Algorithmus berechnet zunéchst, wie auch Algorithmus [4.3| die Kandidaten K.
Anschlieflend wird fiir jeden Kandidaten p € K der Halbwegpunkt h, auf dem Pfad von s
nach p berechnet. Ist P = (s, p1,...,pk,p) der Pfad von s nach p, so soll h, in der Mitte
dieses Pfades liegen, es gilt also:

‘ c(P
hp = argmin C((S,pl,‘--vpz‘))_ (2) ’
piEP

Anschlielend wird Dijkstras Algorithmus nicht wie im ersten Algorithmus fiir alle Kandi-
daten ausgefiihrt, sondern fiir deren Halbwegpunkte. Als ndchstes suchen wir nun moégliche
Kandidaten fiir den vierten Wegpunkt m.

Um diesen zu finden, betrachten wir die Menge M, der Knoten aus G, die von h, aus
gesehen hinter p liegen und deren Entfernung zu s in 7 (%, ¢) liegt. Dementsprechend gilt:

M, = {v €V | p € SP(hy,v) A c(SP(s, hy) o SP(hy,v)) € T (;&) } .

Fiir m € M, liegt also p auf dem kiirzesten Pfad von h, nach m. Falls wir p € K als ersten
Wegpunkt wihlen, so ist M, die Menge der méglichen mittleren Wegpunkte. Sind p,q € K
zwei Kandidaten und m € M, N M, so ist (s, p, m, q) eine mogliche Folge von Wegpunkten.
Unter allen Moglichkeiten, die sich auf diese Weise ergeben, suchen wir wieder diejenige,
welche die Badness des resultierenden Pfades minimiert.

Laufzeit. Gehen wir wieder davon aus, dass |K| nur durch die Anzahl der Knoten n be-
grenzt ist, so miissen n? Schnittmengen bestimmt werden. Da auch M, fiir jedes p € K
wieder bis zu n Elemente enthalten kann, besitzt der Algorithmus eine Laufzeit die min-
destens in O(n?logn) liegt. Wobei wir davon ausgehen, dass die Berechnung des Schnitts
zweier Mengen mit n elementen in O(nlogn) liegt. Um den Rechenaufwand zu reduzieren,
berechnen wir nicht fiir jeden Knoten p die Menge M,,, sondern speichern umgekehrt fiir
jeden moglichen Mittelpunkt m € V' die Menge P,, der moglichen Kandidaten, {iber die m
erreicht werden kann. Die Menge P, kann widhrend der Berechnung von Dijkstra bestimmt
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werden. Wird beim Aufruf von Dijkstra fiir den Startknoten A, ein Knoten m erreicht, fiir
den p € SP(hy, m) und ¢(SP(h,, m)) € Z(1/2,¢) gilt, so kann p zu P, hinzugefiigt werden.
Diese Vorgehensweise wird in Algorithmus und (Seite benutzt.

Des weiteren konnen wir dafiir sorgen, dass die Menge P,, nie mehr als zwei Elemente
enthélt. Falls m als Mittelpunkt gew#hlt wird, werden nur die beiden Knoten aus P,
benétigt, deren Badness am niedrigsten ist. Deshalb kann jedes Mal, wenn ein weiterer
Knoten zu P,, hinzukommt, der Knoten mit der niedrigsten Badness verworfen werden.
Somit muss Dijkstras Algorithmus, beim Besuchen eines Knotens m, nur konstanten Re-
chenaufwand leisten, um die Menge P,, zu aktualisieren. Die Laufzeit von Dijkstras Algo-
rithmus wird deshalb von dieser Modifikation nicht beeintréichtigt, und der resultierende
Algorithmus hat eine Laufzeit von O(n?logn + nm)

Es kann natiirlich passieren, dass zwei Knoten p # ¢ € K denselben Halbwegspunkt
hyp = hg besitzen. In diesem Fall reicht es aus, nur einmal, mit Dijkstras Algorithmus, den
kiirzeste-Wege-Baum von h, aus zu berechnen. Anschliefend kénnen der Teilbaum, der
als Wurzel p enthélt, und der Teilbaum mit Wurzel ¢ separat betrachtet werden.

Um die Anzahl der Aufrufe, an Dijkstras Algorithmus, weiter zu reduzieren, kénnen in
manchen Féllen verschiedene Halbwegspunkte zusammengefasst werden. Seien hierzu h,,
und h, die Halbwegspunkte von p bzw. ¢. Falls h, in diesem Fall in dem Teilbaum mit
Wurzel hy, liegt (es gilt also h, € SP(s, hy)), so kann h, auch als Halbwegspunkt fiir ¢
benutzt werden.

Seien p, g zwei Knoten, die entweder auf dem ersten Teilstiick der Joggingroute, also vor
m, liegen oder beide auf dem zweiten Teilstiick, also nach m, liegen. Dariiber hinaus sei
der Abstand zwischen p und ¢ kleiner als [/8. Dann kann fiir Routen, die mit diesem
Verfahren berechnet wurden, garantiert werden, dass der Weg, iiber den p und ¢ inner-
halb der Joggingroute miteinander verbunden sind, der kiirzeste Weg zwischen den beiden
Knoten beziiglich der Metrik w ist. Es ist moglich, grofiere Werte als [/8 fiir die Lénge
dieser Strecke zu garantieren. Hierzu miissen wahlweise die Kandidaten in einem gréfleren
Abstand als /4 zum Startpunkt s gesucht werden oder die Halbwegspunkte ndher an s
als dem entsprechenden Kandidaten gewihlt werden. Zeitgleich steigt dabei aber auch die
Wahrscheinlichkeit, dass der Algorithmus keine giiltigen Losungen mehr findet.

Halbwegspunktversatz. Ahnlich wie beim Kandidatenversatz wollen wir es nun erlau-
ben, dass auch die Halbwegspunkte an anderen Positionen als der Mitte zwischen Start-
punkt und Kandidaten liegen. Hierzu definieren wir den Halbwegspunktversatz als das Ver-
héltnis von dist(s, hy) zu dist(s, p) fiir einen Kandidaten p. Fiir den Halbwegspunktversatz
kénnen dementsprechend Werte aus dem Intervall [0, 1] gewéhlt werden.

In Abbildung[4.9alist eine Joggingtour zu sehen, die mit diesem Verfahren berechnet wurde.
Wie auch beim letzten Verfahren ergibt sich das Problem, dass die Joggingrouten an den
Stellen, an denen die einzelnen Teilstrecken zusammengesetzt werden, Kanten doppelt
enthalten konnen. Im letzten Verfahren galt dies fiir beide Wegpunkte, in diesem Verfahren
tritt das Problem nur noch am Punkt m auf.

Eine Moglichkeit, dieses Problem zu l6sen, ist es, Kombinationen von Kandidaten, die zu
doppelt genutzten Kanten fithren, strikt zu verbieten. Hierzu reicht es aus, die Knoten, die
auf dem Weg, von einem Kandidaten zu m, direkt vor m liegen, zu betrachten. Sind diese
Knoten fiir zwei Kandidaten p,q € K verschieden, so sind die Pfade von p nach m und
von ¢ nach m disjunkt. Andernfalls wére einer der beiden Pfade kein kiirzester Pfad. Um
dies umzusetzen, miissen bei der Berechnung der zu verwerfenden Kandidaten, in Zeile
des Algorithmus, zusétzlich die parent-Zeiger von v beziiglich der Kandidaten p betrachtet
werden.
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(a) Mit Sharing, [=8538m b=28%. (b) Ohne Sharing, I = 8080m b=29%.

Abbildung 4.9: Ergebnisse des Teilwege-Algorithmus iiber vier Wegpunkte mit und ohne
Sharing.

Ein Beispiel fiir eine Joggingroute, die mit dieser Modifikation des Algorithmus berechnet
wurde, ist in Abbildung zu sehen. Mit dieser Modifikation erhalten wir dieselben
Garantien fiir das Sharing einer berechneten Lésung wie beim letzten Verfahren.

4.3.3 Joggingroute mit bidirektionaler Suche (TWB)

In diesem Abschnitt werden wir die Joggingroute wieder iiber ein Viereck annéhern. Al-
lerdings wollen wir die Einschrinkung an die Position der Wegpunkte auflockern. So muss
zum Beispiel der mittlere Wegpunkt m die Joggingroute nicht notwendigerweise in zwei
gleichlange Teilstrecken zerteilen. Des weiteren versuchen wir den Umweg zu reduzieren,
der auf dem Weg vom ersten Wegpunkt p zum dritten Wegpunkt ¢ gelaufen werden muss,
weil der Knoten m passiert werden muss.

Um dies zu erreichen, werden wir, aus einer Menge M, von mdoglichen Mittelpunkten
fiir zwei feste Kandidaten p,q € K, denjenigen als mittleren Wegpunkt auswihlen, der
beziiglich w zur kiirzesten Gesamtstreckenldnge fithrt. Sollte die Lénge der resultieren-
den Joggingroute nicht im gesuchten Intervall Z(l, ) liegen, so werden p und ¢ als erster
und dritter Wegpunkt verworfen. Anschliefend wird unter allen Paaren von Kandidaten,
fiir die ein giiltiger mittlerer Wegpunkt gefunden wurde, jenes Paar gewahlt, das zu der
Joggingtour mit der niedrigsten Badness fiihrt.

Als moglichen mittleren Wegpunkt in der Menge M,,, erlauben wir in diesem Verfahren
auch Knoten, die nicht in der Mitte der Joggingroute liegen. Es kénnen also Knoten m €
M, existieren, fiir die die Lénge der Teilstrecke von s nach m nicht im Intervall Z(1/2,¢)
liegt. Wir wollen aber weiterhin garantieren kénnen, dass zwei Knoten, deren Abstand
unterhalb eines gewissen Grenzwertes liegt, innerhalb der Joggingtour iiber den kiirzesten
Weg miteinander verbunden sind. Deshalb enthélt M, nur solche Knoten m, fiir die p
auf dem kiirzesten Weg von h, nach m und ¢ auf dem kiirzesten Weg h, nach m liegt.
Dementsprechend definieren wir M,, wie folgt:

Mpq :={m €V | p € SP(hy,m) A q € SP(hq,m)}
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Der Algorithmus muss dann fiir jedes Paar p,q € K den Knoten m € M,, bestimmen, der
die Lange der Joggingtour minimiert. Es gilt also:

m = arg min ¢(SP(hy, m) o SP(m, hy))

meMpq

Um den Knoten m effizient zu berechnen, gehen wir &hnlich vor, wie beim letzten Algo-
rithmus. Fiir jeden Kandidaten p € K wird wieder der kiirzeste-Wege-Baum von h,, aus
berechnet. Hierzu nutzen wir wieder Dijkstras Algorithmus. Anschlieend betrachten wir
wieder nur den Teilbaum, der p als Wurzel hat. Anstatt aber im Nachhinein den Schnitt
zweier berechneter Teilbdume zu berechnen, um M, zu erhalten, berechnen wir m direkt
beim Aufbau des kiirzeste-Wege-Baums.

Hierzu berechnen wir den kiirzeste-Wege-Baum nicht fiir jeden Knoten einzeln, sondern
betrachten immer Paare p,q € K von Kandidaten zusammen. Wir starten nun eine
bidirektionale Suche von h, und h, aus. Der gesuchte Knoten m ist dann einer der Kno-
ten, an dem sich der von h, ausgehende Suchraum und der von h, ausgehende Suchraum
treffen. Im Gegensatz zu einer normalen bidirektionalen Suche ist der gesuchte Pfad aber
noch nicht beim ersten Treffen der Suchrdume gefunden. Dies wiirde dem kiirzesten Weg
von h, nach hy entsprechen. Wir beenden die Suche erst, wenn beide Suchrédume einen
Knoten erreicht haben, fiir den die kiirzesten Pfade iiber p bzw. ¢ verlaufen.

Der beschriebene Algorithmus muss im schlimmsten Fall, wenn K = V gilt, fiir n? verschie-
dene Paare von Kandidaten eine bidirektionale Suche ausfithren. Somit liegt seine Laufzeit
in O(n3logn + n?m). In Abbildung auf Seite |33|ist eine Joggingtour zu sehen, die
mit diesem Verfahren berechnet wurde.

4.3.4 Verbesserungen

Nachdem wir unsere grundlegenden Algorithmen zur Annéherung von Joggingrouten be-
schrieben haben, werden wir im Folgenden noch einige Verbesserungsmoglichkeiten, die
sich auf alle Verfahren anwenden lassen, beschreiben.

Parallelisierung. Um die benétigte Rechenzeit zum Finden der Joggingrouten zu redu-
zieren, bietet es sich an, die vorgestellten Algorithmen zu parallelisieren. Wir werden sehen,
dass dies bei den Verfahren, die auf Teilwegen zwischen einzelnen Wegpunkten basieren,
leicht moglich ist.

Alle vorgestellten Verfahren berechnen zunéchst eine Menge K von Kandidaten. Anschlie-
Bend werden fiir alle diese Kandidaten die aus ihnen resultierenden Routen betrachtet, um
die Route mit minimaler Badness zu bestimmen. Die Kandidaten werden deshalb von allen
Verfahren grofitenteils unabhéngig voneinander betrachtet. Dariiber hinaus dominiert das
Priifen der Kandidaten die Laufzeit des gesamten Algorithmus.

Es bietet sich dementsprechend an, die Uberpriifung der Kandidaten zu parallelisieren.
Dazu wird die Menge K in so viele Teilmengen zerteilt, wie Prozesse zur Verfiigung ste-
hen. Anschliefend wird jedem Prozess eine dieser Teilmengen zugewiesen. Jeder Prozess
berechnet dann jene Joggingtour, deren erster Wegpunkt in seiner Kandidatenteilmenge
liegt. Aus der Menge dieser Joggingtouren wird anschliefend jene gesucht, welche die nied-
rigste Badness besitzt. Zum Schluss wird unter allen Ergebnissen der einzelnen Prozesse
die Route mit der niedrigsten Badness gewéhlt.

Alternative Routenvorschlige. Da die tatséchliche Schinheit einer Joggingroute zu-
letzt immer im Ermessen des Nutzers liegt, wire es schén, wenn in dem Fall, dass die
berechnete Joggingtour nicht den Vorstellungen des Nutzers entspricht, alternative Stre-
cken ausgegeben werden kénnten.
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P

(a) 1=7600m, b=20% (b) 1=7654m, b=24% (c) 1=T697m, b=27%

Abbildung 4.10: Ergebnis des Teilwege-Algorithmus mit bidirektionaler Suche (a) sowie
die zwei ersten von zwolf Alternativen (b), (c).

Da die Algorithmen aus diesem Abschnitt zunéichst eine Vielzahl von méglichen Kombina-
tionen fiir die Wegpunkte berechnen und anschliefend aus den entsprechenden Joggingtou-
ren jene mit minimaler Badness auswihlen, ist es ohne zusétzlichen Zeitaufwand moglich
die z-Besten Routen auszugeben. Auf diese Weise kann dem Benutzer die Moglichkeit ge-
geben werden auf einer alternative Route auszuweichen. Falls ihm das beste Resultat nicht
zusagt. Allerdings werden die so entstehenden Alternativen oft nur um wenige Kanten
voneinander abweichen.

Wir wollen nun nur solche Alternativen zulassen, die sich stirker voneinander unterschei-
den und sogar komplett verschiedene Gebiete des Graphen abdecken. Um dies zu erreichen,
bietet es sich an, nicht die Route mit der néchstgroferen Badness als Alternative zu wéh-
len. Statt dessen suchen wir unter den berechneten und nach Badness sortierten Routen,
die erste Route welche iiber einen Halbwegspunkt fithrt, der noch von keiner anderen Rou-
te genutzt wird. Abbildung[4.10|zeigt das Ergebnis des TWB Algorithmus sowie die ersten
beiden Alternativen die gefunden wurden.

Abbiegekosten Zum Joggen mochte ein Jogger vermutlich keine Karte mitnehmen. Des-
halb konnte es wichtig sein, dass sich der Jogger eine neue Joggingroute gut und schnell
einprigen kann. Dies kann erreicht werden, wenn der Jogger nur an wenigen Punkten
abbiegen muss und ansonsten geradeaus laufen kann.

In den einzelnen Verfahren haben wir schon versucht moglichst geradlinige Resultate zu
berechnen. Wir werden nun eine Moglichkeit beschreiben, wie die Anzahl der Knoten, an
denen der Jogger abbiegen muss, noch weiter reduziert werden kann. Dazu werden wir die
Algorithmen so modifizieren, dass wir fiir Knoten, an denen abgebogen wird, eine Strafe
auf den Badness-Wert rechnen.

Diese Art, Pfade, die viele Abbiegungen enthalten, durch schlechte Badness-Werte auszu-
schlieflen, ist eine einfache Moglichkeit, geradlinige Strecken zu erzwingen. Dies hat aber
auch einen groflen Nachteil. Dijkstras Algorithmus, den wir in allen Verfahren benutzen,
beruht auf der sogenannten Subpfadoptimalitidt. Ist P = (p1,...,pg) der kiirzeste Pfad
von p1 nach py, so gilt P'(p1,...,p;) ist der kiirzeste Pfad von p; nach p;, fiir alle ¢ € [1, k].
Diese Annahme gilt nicht mehr, wenn wir das Abbiegen bestrafen, wie am Beispiel in

Abbildung zu erkennen ist.
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Js Os

(a) Der kiirzeste Weg von s nach u ist nicht (b) Kreis der den Knoten u doppelt enthilt.
Teil des kiirzesten Wegs von s nach ¢.

Abbildung 4.11: Beispiel fiir die Auswirkung von Abbiegekosten.

In diesem Beispiel wird auf dem kiirzesten Weg von Knoten s zu Knoten ¢ ein Umweg
gelaufen, um die Anzahl der Abbiegungen zu reduzieren. Deshalb ist der im kiirzesten
Pfad von s nach t enthaltene Pfad von s nach u nicht der kiirzeste Pfad von s nach u.
Um beziiglich der neuen Langenfunktion mit Abbiegekosten ein optimales Ergebnis zu
berechnen, ist deswegen Dijktras Algorithmus im Allgemeinen nicht mehr geeignet. Es
gibt Moglichkeiten, auch beziiglich Linge und Kosten fiirs Abbiegen optimale Pfade zu
berechnen ([DGPW11], [GV11]). Fiir ein solches Verfahren wére im Graph der Kiir-
zeste Weg von s nach ¢ gegeben durch (s, v, u,t) und der Kiirzeste Weg von s nach p wire
gegeben durch (s, q,u,p). Werden nun vom Teilwege-Algorithmus die Knoten p und ¢ als
Kandidaten gewéhlt, so erhalten wir den Pfad (s, v, u,t,m,p,u,q,s). Dieser Pfad enthilt
den Knoten u aber doppelt, was nicht erwiinscht ist.

Da wir Dijkstras Algorithmus nur in einem heuristischen Algorithmus zur Verbesserung
der Ergebnisse benutzen, werden wir fiir unsere Zwecke auf die Korrektheit der kiirzesten
Wege verzichten. Wird von Dijkstras Algorithmus eine Kante exploriert, die mit dem
Parentzeiger des aktuellen Knoten eine Abbiegung bildet, so werden die Kosten fiir das
Abbiegen auf die Linge des Pfades addiert. Zwei Kanten in unserem Graphen sollen genau
dann eine Abbiegung darstellen, wenn ihr gemeinsamer Knoten zu mindestens 3 Kanten
inzident ist und der Winkel, den die beiden Kanten beziiglich der gegebenen Einbettung
einschlieflen, einen Schwellenwert iiberschreitet.

4.3.5 Implementierungsdetails

Die Funktion FindMidwayPoints berechnet, ausgehend von einem Halbwegspunkt h,
alle moglichen Mittelpunkte der spéteren Route, die iiber h erreichbar sind. Der Knoten h
selber kann dabei Halbwegspunkt fiir beliebig viele Kandidaten sein. Die zu ihm gehoéren-
den Kandidaten werden im Array candidate iibergeben. Dieses Array hat dabei die feste
Lénge n und der Knoten v € V' wird als Kandidat aufgefasst, wenn candidate[v] = v gilt.
Das candidate-Array wird im Verlauf des Algorithmus aulerdem benutzt, um festzustellen,
welche Knoten von h aus iiber welchen Kandidaten erreicht wurden. Die so gefundenen
Mittelpunkte werden aber nicht zuriickgegeben. Stattdessen wird {iber einen Seiteneffekt
direkt der beste Mittelpunkt aktualisiert, falls ein besserer gefunden wird.

Der eigentliche Teilwege-Algorithmus iiber vier Wegpunkte (4.5)) berechnet nun zuniichst,
wie schon die anderen Teilwege-Algorithmen zuvor, die Menge K der Kandidaten. An-
schlieflend wird in Zeile 3| bis 8| fiir jeden Kandidaten p der Pfad zum Startknoten s solange
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zuriickverfolgt, bis die Hilfte des Weges erreicht wurde, um so den Halbwegspunkt h;, zu
ermitteln. Wird h, gefunden, so wird zugleich p im candidate-Array von h, eingetragen.
Anschlieflend wird fiir jeden Halbwegspunkt in der Funktion FindMidwayPoints nach mog-
lichen Mittelpunkten gesucht. Zum Ende des Algorithmus ist der dabei beste gefundene
Mittelpunkt in der Variablen bestMidwayPoint gespeichert.
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Algorithm 4.4: FindMidwayPoints

Input: s, wg, cs, candidate

Data: P, badness, bestMidwayPoint, bestBadness
1 foreach v € V do
2 L (W'[v], d'[v], parent/[v]) < (o0, 00, L);

3 (w[s], [s]) = (ws, cs);
4 Q< {sh
5 while Q # 0 do
6 v +— argmin(w’[q]);
q€Q
Q<+ Q\{vh
foreach e = {v,u} € FE do
if W'[v] + (c(e) - b(e)) < W'[u] then
10 (W'[u], d[u], parent’ [u]) <= (w'[v] + (c(e) - b(e)), ¢ [v] + c(e), v);
11 if '[u] < (1+¢€)l/2 then
12 | Q< Quful;
13 if candidate[v] = L then
14 L candidate[v] < candidate[parent[v]];
15 if d[v] € Z(1/2,¢) and candidate[v] # L then
16 P, < P, U {candidate[v]};
17 badness, [candidate[v]] + w'[v];
18 if |P,| > 2 then
19 P, + P, \ {arg max(badness,[p])};
peEPy
20 if P, = {p1,p2} and badness,[p1] + badness,[p2] < bestBadness then
21 L (bestMidwayPoint, bestBadness) < (v, badness,[p1] + badness, [p2]);

Algorithm 4.5: Teilwege-Algorithmus iiber vier Wegpunkte

Input: Graph G = (V,E), ¢, b, s, [, €

Output: P = (s,p1,..., Pk, S)

Data: P, badness, bestMidwayPoint, bestBadness
(W', dparent’) + dijkstra(s, (1 + ¢)l/4);

K« {veV|dv]eZ(l/4e)};

foreach p € K do

hy < p;

while |/ [parent/[h,]] — ¢[p]/2] < |c'[hy] — ¢ [p]/2] do
L hy < parent/[hy);

H <+~ HU{hy};

8 candidate[hy][p] < p;

9 (bestMidwayPoint, bestBadness) <+ (L, 00);

10 VYoeV:P, =

11 foreach h € ‘H do

12 L FindMidwayPoints(h, «'[h], ¢'[h], candidate[h]);

13 m < bestMidwayPoint;

14 {p1,p2} < P;
15 return SP(s,p1) o SP(p1,m) o SP(m, p2) o SP(po, s);

S R W N

~

36
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In diesem Kapitel werden wir die Leistung der vorgestellten Algorithmen ndher unter-
suchen. Dazu beschreiben wir zunéchst die Daten auf denen wir die Algorithmen laufen
lassen. Anschlielend analysieren wir die Algorithmen, dabei betrachten wir erst ihre spezi-
fischen Parameter und vergleichen danach die Algorithmen miteinander. Schliefflich zeigen
wir noch einige Fallbeispiele von Joggingrouten die mit unseren Algorithmen berechnet
wurden.

Die vorgestellten Algorithmen haben wir dabei alle in C++ implementiert und mit g++
Version 4.6.2 (64 bit) kompiliert. Fiir die Experimente verwendeten wir einen Rechner
mit zwei Intel Xeon E5-2670 Prozessoren, mit jeweils acht Kernen und einer Taktung von
2,6GHz und 64GiB DDR3-1600 RAM.

5.1 Datenaufbereitung

Fiir die Experimente in diesem Kapitel, sowie die Beispielbilder in den vorangegangenen
Kapiteln, benutzen wir Kartenmaterial von OpenStreetMa Aus diesen Daten erstellen
wir einen Graph mit fester Einbettung sowie eine Langenfunktion fiir die Kanten. Um die
Badness der Kanten zu modellieren, benutzen wir Informationen iiber die Art der Straflen
bzw. Wege und iiber die Nutzung einzelner Gebiete, die in den Daten von OpenStreetMap
hinterlegt sind.

Fiir Straflen ist in den Daten, unter der Kennzeichnung highway, der Typ der Strafle
hinterlegt. Es kénnen zum Beispiel Schnellstrafien, Fahrradwege, Wanderwege und weitere
Typen unterschieden werden. In Tabelle sind alle Stralentypen, die wir benutzen,
aufgefithrt. Autobahnen und andere fiir Jogger ungeeignete Strafienarten haben wir dabei
ignoriert und auch nicht mit in den Graphen aufgenommen. Fiir den highway-Typ Track,
welcher fiir Feld- und Waldwege steht, ist zusétzlich ein Mafl (grade) angegeben, welches die
Befestigung des Weges widerspiegelt. Auch diese Information nutzen wir zur Modellierung
der Badness.

In den Daten sind einzelne Gebiete als Polygone dargestellt. Fiir diese ist unter der Kenn-
zeichnung landuse die Nutzung des Gebietes angegeben. Es kénnen so zum Beispiel Wohn-
gebiete, Industriegebiete oder Parks unterschieden werden. In Tabelle sind die ver-
schiedenen Gebietsarten aufgelistet. Wir ordnen die Knoten unseres Graphen genau dann

Yhttp://www.openstreetmap.org/
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landuse-Typ Badness highway-Typ Badness
allotments 0,5 bridleway 0,6
brownfield 1 crossing 0,6
cemetery 1 cycleway 0,2
commercial 1 footway 0,5
construction 1 ford 1

farm 0,2 living_street 0,7
farmland 0,2 path 0,5
farmyard 0,3 pedestrian 0,8
forest 0,1 residential 0,9
garages 1 road 0,8
grass 0,15 secondary 1
greenfield 0,1 secondary_link 1
greenhouse_horticulture 0,6 service 0,9
industrial 1 steps 0,5
landfill 1 tertiary 1
leisure 0,15 tertiary_link 1
meadow 0,1 track 0,15
military 1 track, gradel 0,1
orchard 0,5 track, grade2 0,15
plant_nursery 0,6 track, grade3 0,25
quarry 1 track, grade4 0,35
railway 0,5 track, gradeb 0,45
recreation_ground 0,2 unclassified 0,9
reservoir 0,3 .
residential 0.8 (b) Badnesswerte nach Straenkategorie
retail 1

unclassified 1

village_green 0,2

vineyard 0,4

(a) Badnesswerte nach Gebietskategorie

Tabelle 5.1: Zuordnungen fiir die Berechnung der Badness

einem Gebiet zu, wenn der entsprechende Punkt des Knotens innerhalb des Polygons dieses
Gebiets liegt.

Wir haben somit fiir alle Knoten und Kanten des Graphen eine Zuordnung zu Gebiets-
bzw. StraBentypen. Fiir diese Typen legen wir Badness-Werte fest. In den Tabellen
sind die Badnesswerte, die wir fiir die Experimente genutzt haben, zu sehen. Anschlielend
berechnen wir die Badness b einer einzelnen Kante {v,u} des Graphen wie folgt.

b({o,u)) = {b(highway({v, u})) falls highway ({v, u}) = track
’ 3 (b(highway ({v,u})) + max(b(v),b(u)) sonst
b(v) := b(landuse(v))

In den folgenden Abschnitten werden wir, als Grundlage fiir die Algorithmen, Karten-
material von OpenStreetMap vom 5.8.2012 benutzen. Der gewéhlte Ausschnitt umfasst
die Region Karlsruhe und erstreckt sich von den Koordinaten 8°18°19” N, 48°56°21” O
bis 8°30°0” N, 49°5’52” O. Auf anderen Kartenausschnitten haben wir #hnliche Resultate
erhalten.

38



5.2. Auswertung der Parameter

1 . N
Q Badpess Lo = - g
—— Abbiegungen
= 8 -8 c = g - =
1] 9]
n o _| | o 3 %] =]
g 85 £8- % 5
Qo Qo
3 L 2 & 2
8 7 - B 8 - - ]
o o —— Badness
B ) 9 - —— Abbiegungen |- S
| LI | LI | LI | LI | LI | | LI | LI | T 11 | LI | LI |
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
a a

(a) Ergebnisse fiir den Straflengraph von  (b) Ergebnisse fiir einen Gittergraph mit zu-
Karlsruhe. falliger Badness.

Abbildung 5.1: Auswirkung der Wahl von « auf die Badness und die Anzahl der
Abbiegungen.

5.2 Auswertung der Parameter

Die vorgestellten Algorithmen besitzen eine Vielzahl von Parametern zur Steuerung ihres
Verhaltens. In diesem Abschnitt ermitteln wir zunéchst, wie diese Parameter belegt wer-
den sollten, um gute Ergebnisse zu erzielen. AnschlieSend vergleichen wir die einzelnen
Verfahren.

5.2.1 Parameter des FacesGreedy-Algorithmus

Zunichst analysieren wir die Parameter des Facetten-basierten Ansatz. Dieser besitzt zum
einem Ein Parameter der festlegt wie stark die Krifte die Wahl der néchsten Facette
beeinflussen, und zum anderen ein Parameter der Angibt wie viele Wegpunkte fiir das
Glatten verwendet werden.

Zur Auswahl der néchsten Facette maximiert der FacesGreedy-Algorithmus den folgenden
Ausdruck 4.1 von Seite 22| welcher eine Linearkombination von Kréften und dem Flidchen-
Umfang-Verhiltnis bildet.

arg max (« - force(f;) + (1 — «) - shape(f;))
ficA

Fiir den Wert « kann dabei ein beliebiger Wert aus dem Intervall [0, 1] gewihlt werden. Ist
a =1, so werden nur die Kréfte beriicksichtigt. In diesem Fall erwarten wir eine niedrige
Badness der Resultate. Ist & = 0, so wird nur das Verhiltnis von Fliche zu Umfang
beriicksichtigt. Wir erhoffen uns hiervon eine niedrige Zahl von Abbiegungen.

Abbildung zeigt die Auswirkung der Wahl von « auf den FacesGreedy-Algorithmus.
Jeder Messpunkt entspricht dabei dem Mittelwert von 1000 zufilligen Anfragen, wobei
Routen der Lénge 10km bei einer erlaubten Abweichung von ¢ = 0,1 gesucht wurden.
Wie erwartet, sinkt die Badness mit steigender Gewichtung der Krifte. Allerdings sinkt
parallel zur Badness auch die Anzahl der Abbiegungen. Der Verlauf der Kurve zeigt, dass
in diesem Versuch die Anzahl der Abbiegungen nicht durch ein besseres Verhiltnis von
Fldche zu Umfang reduziert wird. Interessant ist dabei auch der starke Zusammenhang
zwischen Badness und Abbiegungen. Es scheint, dass eine niedrige Badness direkt mit
einer niedrigen Anzahl von Abbiegungen zusammenhéngt.
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Abbildung 5.2: Resultate der Glattungsstrategien im Verhéltnis zur Anzahl der gewéhlten
Wegpunkte.

Vergleich mit zufilligem Graphen. Um dies ndher zu untersuchen, haben wir den
FacesGreedy Algorithmus ein weiteres Mal auf einem regelméfiigem Gittergraphen mit zu-
falliger, gleichverteilter Badness getestet. Das Gitter hat eine Kantenldnge von 100 Metern
und umfasste 100 x 100 Knoten.

Abbildung zeigt die Auswirkung der Wahl von « auf einem solchen Gittergraphen. Es
ist zu erkennen, dass die Badness etwa den Erwartungswert der Badness, im zufillig gene-
riertem Graphen, erreicht und nur gering durch die Krifte beeinflusst wird. Die Anzahl der
Abbiegungen nimmt allerdings, mit steigender Gewichtung des Flachen-Umfang-Verhéltnis
wie erwartet ab. Wir schlielen daraus, dass in einem natiirlichen Straflennetzwerk die Bad-
ness und die Anzahl der Abbiegungen nicht vollstindig unabhingig voneinander sind. Es
ist vorstellbar, dass es einige schéne Straflen mit niedriger Badness gibt, die iiber mehrere
Kreuzungen hinweg verlaufen und keine Abbiegungen beinhalten. Ist eine solche Strafle
auf Grund der niedrigen Badness komplett im Ergebnis enthalten fiithrt dies auch zu einer
niedrigen Anzahl von Abbiegungen.

Auf Grund dieser Ergebnisse wihlen wir im weiteren Verlauf der Arbeit einen Wert fiir «
der hier zu niedriger Badness fithrte. Wir wollen aber dennoch das Fldchen zu Umfang
Verhéltnis nicht komplett vernachlissigen. Deshalb und weil sich die Badness fiir noch
groflere Werte von « im Versuch nicht weiter verbessert hat, setzen wir a = 0,8.

Anzahl der Wegpunkte fiir die Glattungsstrategien

Zwei der drei in Kapitel vorgestellten Glattungsstrategien besitzen einen Parameter,
der die Anzahl der beizubehaltenden Wegpunkte bestimmt. Wir untersuchen, wie sich
die Anzahl der Wegpunkte auf die Badness der Pfade auswirkt. Wir vergleichen dazu die
Ergebnisse der Algorithmen, angefangen mit nur 2 Wegpunkten bis zu 20 Wegpunkten.
Zum Vergleich ist auch das Ergebnisse der konvexen Glittung angegeben, auf welche die
Anzahl der Wegpunkte aber keine Auswirkung hat. Auch in diesem Versuch wurden wieder
pro Messpunkt 1000 zufiillige Anfragen betrachtet.

Abbildung zeigt die Badness der Gegldtteten Pfade im Verhéltnis zur Badness der
ungeglétteten Pfade. Es ist zu sehen, dass bei allen drei Glattungsstrategien die Badness
der berechneten Losung deutlich unter der Badness des urspriinglichen Pfades liegt. Es ist
aufferdem zu erkennen, dass eine geringere Anzahl von Wegpunkten im Allgemeinen zu
einer besseren Badness fiihrt.
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Abbildung 5.3: Resultate des Teilwege-Algorithmus in Bezug zum Abstand der Kandida-
ten zum Startknoten.

Abbildung zeigt die Verdnderung der Linge der geglitteten Pfade. Hier ist zu erken-
nen, dass eine geringe Anzahl von Wegpunkten in einer deutlichen Abnahme der Lénge
resultiert. Hierdurch liasst sich auch der Ausreifler in der Badness bei der Glattung iiber
beste Kreuzungen mit nur zwei Wegpunkten erkléaren. Die Strecke wird hier derart ver-
kiirzt, dass sie einfach nicht mehr lang genug ist, um Gebiete mit niedriger Badness zu
erreichen.

Die Tatsache, dass die gegliatteten Pfade zum Teil sogar lénger sind als die urspriinglichen
Pfade, liegt daran, dass die Wegpunkte iiber den beziiglich w kiirzesten Weg miteinander
verbunden werden. Dieser Weg muss nicht mit Weg iibereinstimmen, der der Lédnge nach
am kiirzesten ist.

Da die Glattungsstrategien die Liange eines Pfades moglichst erhalten sollen, kénnen wir
nicht beliebig wenig Wegpunkte wéhlen. Deshalb wihlen wir im weiteren Verlauf stets so
viele Wegpunkte wie in diesem Versuch benttigt wurden um die Lénge des Pfades in etwa
zu erhalten, Dies waren sechs Wegpunkte bei dquidistantem Glédtten und neun Wegpunkte
bei der Glittung iiber die besten Kreuzungen.

5.2.2 Parameter der Teilwege-Algorithmen

Als néchstes werden wir die Parameter der Teilwege-Algorithmen analysieren. Bei diesen
Algorithmen l&sst sich die Position der Kandidaten, sowie die Position der Halbwegspunkte,
sofern vorhanden, iiber Parameter steuern.

Der TW3 Algorithmus kann iiber den Kandidatenversatz parametrisiert werden. Hierbei
wurde zunéchst ein Kandidatenversatz von 1/3 vorgeschlagen. Wir wollen nun feststellen,
fiir welchen Wert der Algorithmus die besten Ergebnisse erzielt. Dazu testen wir, wie sich
die berechneten Touren verédndern, wenn wir den Kandidatenversatz zwischen 0,1 und 0,5
variieren. Abbildung zeigt die Ergebnisse, dabei entspricht ein Messpunkt jeweils dem
Mittelwert von 1000 zufalligen Anfragen.

Fiir Werte kleiner 0,2 findet der Algorithmus nur noch wenig Ergebnisse. Dies liegt dar-
an, dass alle drei Seiten des Dreiecks mit Dijkstras Algorithmus berechnet werden, also
kiirzeste Wege sind. Sind nun die beiden Kandidaten nur 0,20 (wobei [ die gesuchte Ge-
samtlénge ist) von s entfernt, so ist ihr gegenseitiger Abstand maximal 0,4{. Die fehlende
Dreiecksseite muss aber 0,6/ lang sein, was keinem kiirzesten Weg entspricht. Der Grund,
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Abbildung 5.4: Auswirkung der Position von Kandidaten und Halbwegspunkten auf den
Teilwege-Algorithmus mit vier Wegpunkten.

warum der Algorithmus fiir Werte kleiner 0,25 tiberhaupt noch Ergebnisse findet, ist der
Spielraum bei der Lénge, die der Parameter € einrdumt.

Dass das Sharing der berechneten Routen mit steigendem Abstand der Kandidaten zum
Startknoten zunimmt, entspricht der Erwartung. Der Algorithmus ist so aufgebaut, dass
ein Sharing der Strecke von s aus gesehen nur vor den Kandidaten moglich ist. Somit ist
klar, dass bei einem grofleren Abstand der Kandidaten zum Startknoten s auch ein hoheres
Sharing moglich ist.

Das erhohte Sharing ist auch eine Begriindung dafiir, warum die Badness mit steigen-
dem Abstand der Kandidaten zum Startknoten abnimmt. Gibt es einen beziiglich Badness
optimalen Pfad, der vom Startknoten wegfiihrt, so kann dieser bei groffem Kandidaten-
versatz doppelt im Resultat vorhanden sein. Dies fithrt zu hohem Sharing und niedriger
Badness. Ist der Kandidatenversatz gering, so kann dieser optimale Pfad nur einmal ent-
halten sein. Da die Route aber ein Kreis sein muss, muss ein zweiter schlechterer Pfad zum
Startknoten s aufgenommen werden, dadurch sinkt das Sharing und die Badness steigt.

Wir miissen nun fiir die folgenden Experimente einen Kompromiss zwischen Badness und
Sharing finden. In den weiteren Versuchen entscheiden wir uns fiir einen Kandidatenversatz
von 0,4 fiir den Teilwege-Algorithmus iiber drei Wegpunkte.

Kandidatenwahl des Teilwege-Algorithmus iiber vier Wegpunkte

Auch beim Teilwege-Algorithmus iiber vier Wegpunkte (TW4) sowie dem Teilwege-Algo-
rithmus mit bidirektionaler Suche (TWB) kann der Kandidatenversatz variiert werden.
Zusétzlich bieten diese Algorithmen die Moglichkeit, die Lage der Halbwegspunkte iiber
den Halbwegspunktversatz zu steuern. Im folgenden untersuchen wir, wie sich Kandida-
tenversatz und Halbwegspunktversatz auf die Badness, das Sharing und die Laufzeit der
beiden Algorithmen auswirken. In den Heatmaps und entspricht dabei ein Daten-
punkt je dem Mittelwert des Ergebnisses von 100 zufilligen Anfragen.

Abbildung zeigt die Badness der Losungen des Teilwege-Algorithmus iiber vier Weg-
punkte. Diese sinkt vor allem bei einem groflen Halbwegspunktversatz. Die besten Werte
beziiglich Badness werden dabei bei einem Kandidatenversatz von 0,5 und einem Halb-
wegspunktversatz von 1 erreicht. Aus demselben Grund wie beim Teilwege-Algorithmus
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Abbildung 5.5: Auswirkung der Position von Kandidaten und Halbwegspunkten auf den
Teilwege-Algorithmus mit bidirektionaler Suche.

iiber drei Wegpunkte ergibt sich auch bei diesem Algorithmus ein grofies Sharing, wenn
die Halbwegspunkte bzw. Kandidaten weit vom Startpunkt entfernt liegen. Dies ist in
Abbildung zu sehen.

In Abbildung ist die Rechenzeit in Millisekunden pro gefundener Alternative darge-
stellt. Der Algorithmus ist vor allem bei niedrigem Halbwegspunktversatz langsam. Es ist
aber auch zu erkennen, dass bei einem Halbwegspunktversatz von 1 die benétigte Rech-
nenzeit wieder ansteigt.

Um Routen mit niedriger Badness und niedrigem Sharing zu erhalten, wihlen wir in den
weiteren Experimenten einen Kandidatenversatz von 0,4 und einen Halbwegspunktversatz
von 0,6.

Fiir den Teilwege-Algorithmus mit bidirektionaler Suche ergeben sich die gleichen Mog-
lichkeiten zur Variation des Kandidaten Versatzes bzw. des Halbwegspunkt Versatzes.
Abbildung zeigt dementsprechend die gleichen drei Heatmaps fiir diesen Algorithmus.

Interessant ist, dass bei diesem Algorithmus die Badness, zu sehen in Abbildung|5.5a| nicht
mehr nur vom Halbwegspunktversatz dominiert wird. Es ist zu erkennen, dass auch der
Kandidatenversatz die Badness deutlich beeinflusst. Vor allem fiir einen Halbwegspunkt-
versatz kleiner als 0,9 fithrt ein Kandidatenversatz von etwa 0,4 zu den besten Ergebnissen
beziiglich Badness.

Beim Sharing, in Abbildung zeigt sich hingegen ein dhnliches Bild wie fiir den
Teilwege-Algorithmus iiber vier Wegpunkte. Ein deutlicher Unterschied ist hingegen bei
der Laufzeit zu erkennen. Wie in Abbildung zu sehen, nimmt diese deutlich mit
steigendem Halbwegspunktversatz zu. Dies liegt vor allem daran, dass mit steigendem
Halbwegspunktversatz auch mehr Halbwegspunkte gefunden werden. Da die Laufzeit des
Algorithmus quadratisch in der Anzahl der Halbwegspunkte ist, aber die Anzahl der tat-
séchlich gefunden Alternativen nur linear mit der Anzahl der Halbwegspunkte steigt, fiihrt
dies zu schlechteren Ergebnissen bei der Laufzeit.

Wir nutzen den Teilwege-Algorithmus mit bidirektionaler Suche im weiteren Verlauf mit
einem Kandidatenversatz von 0,4 und einem Halbwegspunktversatz von 0,6.
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Abbildung 5.6: Auswirkung von Abbiegekosten auf die vorgestellten Verfahren.

Abbiegekosten

Fiir alle Algorithmen, die Dijkstras Algorithmus verwenden, haben wir zusétzliche Ab-
biegekosten eingefiihrt. Die Abbiegekosten werden dabei in Metern Umweg auf Strecken
mit Badness 1 angegeben. Im Folgenden untersuchen wir, wie sich diese Abbiegekosten
tatsdchlich auf die Anzahl der in den Joggingrouten enthaltenen Abbiegungen auswirken.
Dariiber hinaus wollen wir feststellen, inwiefern sich die Abbiegekosten auf die Badness
der Routen auswirken.

Abbildung zeigt den Mittelwert der in einer Joggingtour enthaltenen Abbiegungen.
Wieder wurden dafiir pro Messpunkt 1000 zufillige Anfragen ausgewertet. Es ist zu er-
kennen, dass sich bei allen Algorithmen schon fiir geringe Abbiegekosten eine deutliche
Reduktion der tatsdchlich enthaltenen Abbiegungen ergibt. Es ist aber auch fiir immer
weiter steigende Abbiegekosten zu erkennen, dass kaum noch eine Reduktion der tatséch-
lichen Abbiegungen erreicht werden kann.

In Abbildung ist die Verdnderung der Badness der gleichen Touren zu sehen. Es ist
zu erkennen, dass eine Erhohung der Abbiegekosten zu Touren mit schlechterer Badness
fiihrt. Im Gegensatz zu den Abbiegungen selber, scheint die Steigung der Badness auch
fiir hohe Abbiegekosten nicht nachzulassen.

Auch bei den Abbiegekosten miissen wir deshalb einen Kompromiss zwischen Badness
und Abbiegungen eingehen. Fiir die weiteren Versuche wihlen wir Abbiegekosten von 100
Metern Umweg.

5.3 Vergleich der vorgestellten Algorithmen

In diesem Abschnitt wollen wir zunéichst betrachten, wie sich die in der Problemstellung
enthaltenen Ziellange | und die erlaubte Abweichung e auf die einzelnen Algorithmen
auswirken. Schliefilich werden wir die vorgestellten Algorithmen vergleichen.

Auswirkung von ¢

Zunichst wollen wir betrachten, welche Auswirkung die Wahl von € hat. Es ist zu erwarten,
dass fiir Werte nahe oder gleich 0 kaum noch Losungen bzw. gar keine Losungen gefun-
den werden. Abbildung zeigt in wie viel Prozent der Fille die einzelnen Verfahren
mindestens eine Losung finden konnten. Die einzelnen Gléattungsstrategien des FacesGree-
dy Algorithmus wurden hierbei nicht separat aufgefithrt, da sie die Zuverlassigkeit des
zugrunde liegenden FacesGreedy Algorithmus nicht veréindern.
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Abbildung 5.7: Einfluss von ¢ auf die Algorithmen.

Wie erwartet, haben die meisten Algorithmen fiir kleine Werte von € ein Problem, giiltige
Losungen zu finden. Wird keine Losung gefunden, kann aber keine Aussage dariiber getrof-
fen werden ob dies am Algorithmus liegt, oder ob tatséchlich keine giiltige Route existiert.
Einzig der TW3 Algorithmus findet auch fiir € = 0,02 noch in etwa 98% der Fille eine
Losung. Ab einem Wert von etwa ¢ = 0,1 sind die Algorithmen relativ stabil und finden
in den meisten Fillen Losungen. Dariiber hinaus ist zu erkennen, dass der FacesGreedy
Algorithmus auch fiir grole Werte von & deutlich hinter den Teilwege-Algorithmen liegt.

Wie in Abbildung zu erkennen ist, wirkt sich ein gréfieres € auch positiv auf die
Badness der berechneten Joggingrouten aus. Besonders die Teilwege-Algorithmen {iber
vier Wegpunkte berechnen fiir kleines ¢ sehr schlechte Touren, verbessern sich dann aber
mit steigendem & schnell. Der FacesGreedy Algorithmus profitiert hingegen nur gering von
einem grofien €. Unabhéngig von e liefert der TW3 Algorithmus die Ergebnisse mit der
niedrigsten Badness und hochsten Zuverlassigkeit.

Auswirkung der Linge

Bei der theoretischen Betrachtung der Laufzeit fiir die einzelnen Algorithmen haben wir
diese nur von der Grofle des Graphen abhéngig gemacht. Rein praktisch wirkt sich aber
auch die Lange der gesuchten Joggingroute auf die Laufzeit der Algorithmen aus. Wir
untersuchen nun, wie stark die Laufzeit mit wachsender Streckenlénge steigt.

Abbildung [5.8| zeigt die Mittelwerte der erzielten Laufzeiten fiir je 1000 zufillige Anfragen.
Wie erwartet, steigt bei allen Algorithmen die Laufzeit mit der Lange der gesuchten Rou-
te. Besonders beim FacesGreedy Algorithmus steigt die bendtigte Rechenzeit stark mit
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Abbildung 5.8: Laufzeit der Algorithmen in Abhéngikeit zur gesuchten Lénge I.
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Algorithmus Zeit Lange  Std-Abw. Bad.  Shring  Abb. Zuv.
TW3 179ms  10,01km 0,57 27.2% 52,5% 16,1  98,5%
TW3-komplett  3579ms  10,01km 0,57 27.2% 52,2% 16,1  98,5%
TW4 155ms  10,13km 0,41  30,9% 23,5% 20,3 98,1%
TWB 446ms  10,05km 0,52 33,3% 13,8% 20,9 98,3%
FacesGreedy 285ms 9,89km 0,58  48,6% 0,2% 50,6  93,3%
mit fiqu. S.  288ms  9,61km 206 438%  64% 275  93.3%
mit kon. S. 296ms 9,72km 2,23 42,9% 6,8% 29,0  93,3%
mit best. S. 293ms 9,47km 1,98  41,7% 5,9% 29,6  93,3%

Tabelle 5.2: Die vorgestellten Algorithmen im Vergleich, getestet mit jeweils 1000 zufalli-
gen Anfragen.

zunehmender Streckenléinge. Ab einer Lange von 15km ist der FacesGreedy Algorithmus
der langsamste Algorithmus. Vor allem fiir lange Strecken ist der TW4 Algorithmus der
schnellste hier vorgestellte Algorithmus.

Vergleich der Algorithmen

Wir vergleichen nun die Resultate der einzelnen Algorithmen. Dabei wéhlen wir fiir die
Algorithmen jeweils jene Konfiguration, die im letzten Abschnitt gute Ergebnisse erzielte.

Tabelle zeigt die erzielten Ergebnisse der einzelnen Algorithmen. Mit TW3-komplett
wird dabei der Teilwege-Algorithmus iiber drei Wegpunkte, bei dem das verschérfte Stopp-
kriterium, wie auf Seite 27| beschrieben, nicht verwendet wird. Wir interessieren uns vor
allem fiir die Qualitdt der berechneten Losungen. Diese ist Gegeben durch die Mittelwer-
te der Badness, des Sharings und der Anzahl der Abbiegungen. Zusétzlich sind in der
Tabelle die Rechenzeit, die erzielten Lénger, die Standartabweichung der Lénge und die
Zuverlassigkeit angegeben.

Betrachten wir nur die Badness, so liefert TW3 die besten Ergebnisse, wobei alle Teilwege-
Algorithmen deutlich vor den FacesGreedy Algorithmen liegen. Betrachten wir das Sha-
ring, so erzielt der normale FacesGreedy Algorithmus die besten Werte, da dieser Losungen
mit minimal notwendigem Sharing berechnet. Zwar kann das Sharing durch die einzelnen
Glattungsstrategien nachtriglich wieder erhcht werden. Trotzdem besitzen auch diese ge-
glatteten Losungen noch ein deutlich geringeres Sharing als die Losungen der Teilwege
Algorithmen.

Betrachtet man die Anzahl der Abbiegungen, so erzielt vor allem der normale FacesGreedy
Algorithmus sehr schlechte Ergebnisse. Die Anzahl der Abbiegungen kann aber durch
das Anwenden einer Glattungsstrategie beinahe halbiert werden. Die geringste Anzahl an
Abbiegungen erreicht der TW3 Algorithmus.

Auffillig ist auch, dass im Mittel die Teilwege-Algorithmen Routen berechnen, die gering-
fiigig langer sind als die gesuchte Lénge, wohingegen FacesGreedy eher kiirzere Routen
berechnet. Dariiber hinaus wird die mittlere Lénge der Routen durch eine Gldttungsstra-
tegie nur geringfiigig gesenkt. Die Standardabweichung (Std-Abw.) der Lénge hingegen
steigt durch die Gldttungsstrategien deutlich. Bei einer gesuchten Lange von 10km und
e = 0,1 sind Abweichungen von bis zu einem Kilometer zuldssig. Die Standardabweichung
aller Glattungsstrategien iiberschreitet diesen Wert.

Des weiteren kann der Tabelle entnommen werden, dass wie erwartet die stirkere Ab-
bruchbedingung fiir TW3 die Qualitédt der Ergebnisse nicht beeintrichtigt, wohl aber die
Rechenzeit reduziert. In diesem Beispiel erreichen wir hierdurch eine Beschleunigung um
den Faktor 20.
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Abbildung 5.9: Verbesserung der Laufzeit die durch die Parallelisierung erreicht wurde.

Parallelisierung

In Abschnitt auf Seite [32] haben wir eine einfache Moglichkeit zur Parallelisierung
der Teilwege-Algorithmen vorgestellt. Wir werden nun untersuchen, wie sich die Anzahl
der benutzten Threads auf die Laufzeit der Algorithmen auswirkt. Die Ergebnisse dieser
Versuche sind in Abbildung zu sehen. Wie zuvor, entspricht dabei ein Messpunkt dem
Mittel von 1000 zufilligen Anfragen.

Wir betrachten nun den Speedup, der durch die parallele Ausfithrung der Algorithmen
erreicht wird (Abbildung [5.9b). Hier kann man erkennen das der TW4 Algorithmus sowie
der TWB Algorithmus ab einer gewissen Anzahl benutzter Threads keine Verbesserung
mehr zeigen. Dies ist aber recht leicht zu erkldren. Die Anzahl der gefundenen Halbwegs-
punkte schwankt bei Anfragen dieses Testlaufs in etwa zwischen fiinf und 20. Da unsere
Parallelisierung nur die gefundenen Halbwegspunkte an die einzelnen Threads verteilt, ist
es klar, dass dies ineffizient ist, falls weniger Halbwegspunkte existieren als Threads zur
Verfiigung stehen.

Dariiber hinaus fillt auf, dass der TW3 Algorithmus bei neun und zehn Threads deutlich
schlechteren Speedup aufweist als noch bei nur acht Threads. Um dies zu erkldren, ver-
gleichen wir die Kurve des TW3 Algorithmus mit der des TW3-komplett. In der Speedup-
Kurve des TW3-komplett ist keinerlei Einbruch zu erkennen woraus wir folgern, dass die
verschirfte Abbruchbedingung, die der TW3 nutzt, mit Ursache fiir den Einbruch des
Speedups beim TW3 Algorithmus ist.

Trotzdem bleibt die Frage was genau diesen Einbruch verursacht. Wegen der Abbruch-
bedingung muss der TW3 Algorithmus nicht alle Kandidaten behandeln, eine Vermutung
war deshalb, dass sich durch die Parallelisierung die Anzahl der tatséchlich {iberpriiften
Kandidaten erhoht. Messungen haben aber gezeigt, dass diese Anzahl gerade mal von im
Schnitt 65 iiberpriiften Kandidaten bei einem Thread auf 68 Kandidaten bei 16 Threads
steigt. Auch bei neun bzw. zehn Threads weist die Zahl der tatséichlich {iberpriiften Kan-
didaten keine Ausreifler auf.

Eine weitere Uberlegung die den Einbruch des Speedups erkliren kénnte, ist, dass bei der
von uns verwendeten Maschine ab neun Threads ein zweiter Prozessor neu dazugeschaltet
wird. Es konnte sein, dass dieser Einbruch durch die Speicherbus-Architektur im Fall des
TW3 Algorithmus mit verschérfter Abbruchbedingung zu erkléren ist.
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5.4 Fallbeispiele

Wir werden die Evaluierung der Algorithmen damit abschliefen, dass wir einige Beispiele
fiir Routen zeigen, die mit unseren Algorithmen generiert wurden. Hierzu betrachten wir
drei Anfragen im Gebiet von Karlsruhe, mit den Langen 8km, 12km und 5km. Anhand
diesen Beispielen werden wir noch ein mal die wichtigsten Unterschiede, zwischen den
Algorithmen, herausstellen.

Abbildung zeigt das Ergebnis des Teilwege-Algorithmus mit bidirektionaler Suche
(TWB). Dieser Algorithmus optimiert aller Kriterien fiir schone Joggingrouten relativ gut.
Im Beispiel liegt er nur 38 Meter iiber der gesuchten Lénge. Mit nur elf Abbiegungen ist
es zudem leicht sich die Route zu merken.

Deutlich wird der Unterschied zum TW3 Algorithmus (Abbildung. Dessen Ergebnis-
se haben im Allgemeinem ein hoheres Sharing. Dies erlaubt es zu néichst das Stadtgebiet
auf dem kiirzestem Weg zu verlassen, dann im Wald eine lange und schéne Strecke zu
laufen, und anschlieBend zum Startpunkt zuriickzukehren.

Die FacesGreedy-Algorithmen schneiden deutlich schlechter ab. Die Badness sowie die
Anzahl der Abbiegungen liegt deutlich hoher als bei den Teilwege-Algorithmen. Die Glat-
tungsstrategien kénnen dies nur zum Teil ausgleichen, fiihren aber zu einer deutlichen
Abnahme der Lange.

Betrachten wir nun die Zweite Anfrage der Lénge 12km (Abbildung[5.11). Auch hier liegen
die FacesGreedy-Algorithmen hinter der Teilwege-Algorithmen zuriick. Vor allem fiir die
ungegléttete Variante (Abbildung[5.11f) gilt, das sie viele Abbiegungen produziert, weshalb
es schwer wird sich die Route zu merken.

In Abbildungen [5.11aj und [5.11b| kann man einen wesentlichen Unterschied zwischen dem
TWB und dem TW4 Algorithmus sehen. Der TW4 Algorithmus sucht eine Verbindung der
Kandidaten, die die gesuchte Gesamtléinge gut annéihert. Daher gibt es in Abbildung/[5.11b|
einen Schlenker am Mittelpunkt, der sich am rechten Bildrand befindet. Dieser Schlenker
fithrt zu zusétzlichen Abbiegungen. Der TWB Algorithmus sucht unter gewissen Randbe-
dingungen den kiirzesten Weg zwischen den Kandidaten, und produziert diesen Schlenker
daher nicht.

Wir betrachten nun die letzte Anfrage, der Lange 5km (Abbildung[5.12). Auch hier zeigt
sich ein dhnliches Bild wie zuvor. Es ist zu erkennen, dass die Algorithmen auch im Stadt-
gebiet kleinere Griinstreifen finden und diese erfolgreich nutzen um schéne Joggingtouren
zu erstellen.

Hier ist zu erkennen das die Versionen des FacesGreedy-Algorithmus, die eine Glattung
verwenden (Abbildung [5.12d| und [5.12€) beziiglich Badness und der Anzahl Abbiegun-
gen durchaus mit den Teilwege-Algorithmen mithalten kénnen. Durch die deutliche Re-
duzierung der Lénge die damit einhergeht liegen sie aber trotzdem hinter den Teilwege-
Algorithmen zurtick.
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(c) TW3 [=7923m b=34% Abbiegungen=15 (d) FacesGreedy, beste Kreuzungen
[=T76Tm b= 43% Abblegungen 43
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Abbildung 5.10: Ergebnisse der Algorithmen, bei einer gesuchten Liange von 8km.
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(¢c) TW3 [=12753m b=22% Abbiegun- (d) FacesGreedy, beste Kreuzungen
gen=11 1=10811m b=27% Abbiegungen=14

£

(e) FacesGreedy, #dquidistant [=11129m (f) FacesGreedy [1=12254m b=29% Abbie-
b=30% Abbiegungen=23 gungen=40

< Gl v

Abbildung 5.11: Ergebnisse der Algorithmen, bei einer gesuchten Lénge von 12km.
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5.4. Fallbeispiele

= ; aecfs%' ré'\“i\ : ‘I-% !
(b) TW4 [=4769m b=48% Abbiegun-

gen=22
-

- wATON N T
(c) TW3 1=4838m b=30% Abbiegun-

ég |
AL
it i

N MG S :5"
1=4620m b=41% Abbie-

(e) FacesGreedy, &quidistant [=3982m (f) FacesGreedy
b=40% Abbiegungen=19 gungen=44

Abbildung 5.12: Ergebnisse der Algorithmen, bei einer gesuchten Linge von 5km.
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6. Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war es, formal zu definieren was eine schéne Joggingroute ist, und an-
schlieend Algorithmen zu entwerfen, die solche Joggingrouten berechnen.

Im Laufe dieser Arbeit haben sich Badness, Sharing und die Anzahl der Abbiegungen als
gute Mafe fiir die Qualitit von Joggingrouten herausgestellt. Dariiber hinaus haben wir
verschiedene Algorithmen gefunden, die beziiglich diesen Mafien gute Joggingrouten finden
konnen. Die tatséchliche Schonheit einer Route hdngt aber immer auch von den Vorlieben
des Betrachters ab.

Die einzelnen Algorithmen liefern zum Teil fiir jeweils verschiedene Kriterien besonders
gute Ergebnisse. Legt man besonderen Wert auf ein niedriges Sharing, so sollte man den
FacesGreedy-Algorithmus verwenden. Sind hingegen eher niedrige Badness und eine nied-
rige Anzahl von Abbiegungen von Interesse, so liefern die Teilwege-Algorithmen bessere
Ergebnisse. Dariiber hinaus konnen die Ergebnisse der einzelnen Algorithmen auch noch
iiber die verschiedenen vorgestellten Parameter, zu Gunsten einzelner Kriterien, verbessert
werden.

Die vorgestellten Algorithmen kénnen mit einer groflien Zuverldssigkeit schone Routen fin-
den. Dennoch lassen unsere Verfahren keine Aussage iiber Qualititsgarantien zu. Es wére
hier interessant weitere Nachforschungen beziiglich der Approximierbarkeit des KANTEN-
DISJUNKTEN JOGGER-PROBLEMS zu betreiben. Wiirde ein Approximationsalgorithmus
gefunden, so konnten aus ihm Algorithmen erwachsen, die tatséichlich Garantien fiir die
Giite der berechneten Losung geben.

Auch die hier vorgestellten Algorithmen koénnen durchaus noch verbessert werden. Als
grundlegend gute Vorgehensweise hat es sich erwiesen, zunéchst Kandidaten oder Weg-
punkte zu bestimmen und diese anschlieflend iiber kiirzeste Wege miteinander zu verbin-
den. Insofern wire es nun denkbar, weitere Verfahren zu suchen, die in kurzer Zeit gute
Kandidaten finden.

Dariiber hinaus wéren auch erweiterte Eingabeméglichkeiten vorstellbar. Es kénnte sinn-
voll sein, mehr Knoten als nur den Startknoten anzugeben, durch die die Route verlaufen
soll. Eine andere Idee wére das der Benutzer zusétzlich ein Gebiet, vielleicht in Form eines
Polygons, angibt, durch das er bevorzugt laufen méchte. Oder aber, dass er eine Richtung
angibt, in die er vom Startpunkt aus laufen méochte.
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