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1 Einleitung

Ein Matching (oder eine Zuordnung) in einem ungerichteten Graphen G =
(V, E) ist eine Kantenmenge M mit der Eigenschaft, dass keine zwei Kanten
aus M zu einem gemeinsamen Knoten inzident sind. Die Suche nach Mat-
chings in Graphen hat viele Anwendungen in der Informatik und im Operations
Research. Beispielsweise fithrt folgende Aufgabenstellung zu einem Matching-
Problem in einem bipartiten Graphen: Gegeben seien eine Menge von Arbeitern
und eine Menge von Aufgaben. Zudem sei bekannt, welcher Arbeiter welche
Aufgaben erledigen kann. Gesucht ist eine Zuordnung von Arbeitern zu Aufga-
ben, so dass moglichst viele Aufgaben gleichzeitig abgearbeitet werden kénnen.
Modelliert man jeden Arbeiter und jede Aufgabe als Knoten eines Graphen und
verbindet einen Arbeiter mit einer Aufgabe, wenn der Arbeiter diese Aufgabe
erfiillen kann, so entspricht eine Zuordnung, bei der eine maximale Anzahl von
Aufgaben gleichzeitig abgearbeitet werden kann, genau einem grofiten Mat-
ching in diesem Graphen.

Ein &hnliches Beispiel fithrt zu einer Anwendung von Matchings in allgemei-
nen Graphen. Eine Firma hat n Arbeiter und es sollen Zweiergruppen gebildet
werden. Allerdings kann nicht jedes Paar von Arbeitern gut zusammen arbei-
ten. Es soll eine moglichst grofie Anzahl von Teams gefunden werden, die gut
zusammen arbeiten kénnen. Zur Losung betrachtet man den Graphen, der fiir
jeden Arbeiter einen Knoten besitzt. Zwei Knoten werden genau dann durch
eine Kante verbunden, wenn die entsprechenden Arbeiter gut zusammen ar-
beiten konnen. Eine Zuteilung, bei der eine maximale Anzahl von Péarchen
gebildet wird, entspricht genau einem grofiten Matching in diesem Graphen.

Alle in dieser Arbeit vorkommenden Graphen sind, soweit nichts anderes vor-
ausgesetzt wird, zusammenhéngend und schlicht, enthalten also keine Schlin-
gen und Mehrfachkanten. Beides stellt keine wesentliche Einschréankung dar, da
ein Matching in einem nicht zusammenhéngenden Graphen eine Vereinigung
von Matchings der Einzelkomponenten ist. Mehrfache Kanten und Schlingen
verdndern die Grofle eines Matchings nicht, sie konnen also weggelassen wer-
den.

Es gibt eine ganze Reihe schon klassischer Resultate. Der erste Polynomi-
alzeitalgorithmus fiir grofite Matchings in allgemeinen Graphen stammt von
Edmonds [Edm65] und hat eine Laufzeit von O(]V]?). Fiir Matchings in bi-
partiten Graphen gaben Hopcroft und Karp [HK73] einen Algorithmus an,
der in O(y/nm) Zeit ein Matching maximaler Kardinalitét findet. Dabei ist
n = |V| und m = |E|. Sieben Jahre spéter konnten Micali und Vazirani zei-
gen, dass auch in allgemeinen Graphen ein Matching maximaler Kardinalitat
in O(y/nm) Zeit gefunden werden kann [MV80]. Derzeit sind keine schnelle-
ren Algorithmen fiir diese Probleme bekannt. Der Schnelle Algorithmus Fiir



2 1. Einleitung

Allgemeine Graphen ist deutlich komplizierter als der fiir den bipartiten Fall.
Die Algorithmenbibliothek LEDA bietet beispielsweise eine Implementierung
des Algorithmus fiir bipartite Graphen. Fiir Matchings in allgemeinen Graphen
wird allerdings ein einfacheres Verfahren mit Laufzeit O(nma(n, m)) verwen-
det [Alg07]. Dabei bezeichnet a(n, m) die Inverse Ackermann-Funktion. Diese
wéchst so langsam, dass sie fiir alle realistischen Eingabegrofien Werte kleiner
oder gleich 4 annimmt [CLRS01].

Es wurde intensiv untersucht, wann ein Graph ein perfektes Matching (also ein
Matching der Grofle n/2) hat. Es ist bekannt, dass alle zweifach zusammen-
héngenden 3-regulidren Graphen und alle bipartiten k-reguliren Graphen ein
perfektes Matching besitzen [Pet91, Kén16]. Fiir diese Félle existieren schnelle
Algorithmen, um ein perfektes Matching zu finden [BBDLO1, Sch99]. Schnell
bedeutet hierbei, dass sie ein solches Matching schneller finden als der Algo-
rithmus zum Finden eines grofiten Matchings in allgemeinen Graphen.

Tutte zeigte notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines
perfekten Matchings in beliebigen Graphen [Tut47]. Leider sind keine Algorith-
men bekannt, die ein solches perfektes Matching schneller berechnen kénnen
als ein Matching maximaler Kardinalitét.

Ist das perfekte Matching eines Graphen jedoch eindeutig, so kann es auch
schnell gefunden werden. Gabow et al. [GKT99] stellen einen Algorithmus vor,
der in O(mlog®n) Zeit iiberpriift, ob ein Graph ein eindeutiges perfektes Mat-
ching besitzt. Ist das perfekte Matching eindeutig, so wird es gleichzeitig kon-
struiert. Ist der Graph planar, so ist dafiir sogar nur O(nlogn) Zeit notig.

Neben diesen algorithmischen Fragestellungen gibt es eine Reihe theoretischer
Resultate iiber die Existenz von Matchings einer gewissen Mindestgrofie. Nis-
hizeki und Baybars [NB79] geben Schranken fiir die Grofie von Matchings in
planaren Graphen in Abhéngigkeit von Minimalgrad und Zusammenhang an.
Biedl et al. [BDD"04] verbesserten einige der Ergebnisse von Nishizeki und
Baybars und gaben eine Reihe weiterer Schranken in Abhéngigkeit von Maxi-
malgrad, Zusammenhang und Planaritéit an. Diese Schranken bilden den Aus-
gangspunkt fiir diese Diplomarbeit. Sie sind in Tabelle 1.1 dargestellt. Dort
bezeichnen ¢5 und ¢4 die Anzahlen der Bldtter des 2- bzw. 4-Blockbaums (also
des Baum der 2- bzw. 4-fach-Zusammenhangskomponenten). Schranke 1 geht
dabei aus Schranke 2 hervor, indem Schranken fiir die Werte von ¢y bzw. 4
angegeben werden.

Die Beweise fiir diese Schranken sind reine Existenzbeweise, d.h. nicht kon-
struktiv. Sie verwenden einen Satz von Berge [Ber57]:

Satz 1 (Berge). Sei G = (V, E) ein Graph. Ist V' CV, so bezeichnet odd(V’)
die Anzahl der Komponenten von G — V' mit ungerader Knotenzahl. Fiir jedes
V' C V und jedes Matching M ist die Anzahl der ungematchten Knoten in
M mindestens odd(V") — |V'|. Ferner existiert eine Menge V' C V', so dass
jedes Matching mit mazimaler Kardinalitit genau odd(V") — |V'| ungematchte
Knoten hat.

Die Mindestgrofien der Matchings von Nishizeki und Baybars [NB79] und Biedl
et al. [BDD'04] ergeben sich dann durch obere Schranken von odd (V") — [V'|.
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Tabelle 1.1: Schranken fiir die Existenz von Matchings

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Fragestellung, ob grofle Matchings, von
denen man weif}; dass sie existieren, schneller gefunden werden koénnen, als
durch Berechnung eines Matchings grofiter Kardinalitdt. Es werden alle Schran-
ken in Tabelle 1.1 bis auf Schranke 2 in dreifach zusammenhéngenden plana-
ren Graphen erreicht. Das heifit, fiir alle diese Fille werden Algorithmen an-
gegeben, die Matchings von mindestens dieser Grofle schneller finden als der
schnellste bekannte Algorithmus zur Bestimmung von Matchings maximaler
Kardinalitéit. Tabelle 1.2 bietet einen Uberblick iiber die Resultate dieser Ar-
beit. Sie ist wie folgt strukturiert:

In Kapitel 2 werden zunéchst einige Begriffe eingefiihrt und grundlegende Aus-
sagen vorgestellt.

In Kapitel 3 wird ein Algorithmus angegeben, der in einem Baum ein Matching
maximaler Kardinalitét in linearer Zeit berechnet. Aulerdem wird eine untere
Schranke fiir die Grofle von Matchings maximaler Kardinalitdt in Baumen mit
beschréanktem Maximalgrad angegeben. In Graphen mit Maximalgrad 3 lasst
sich damit bereits ein Matching der Grofie (n — 1)/3 finden, was einer der
Schranken von Biedl et al. [BDD*04] entspricht.

In Kapitel 4 wird die Existenz grofler Matchings in Graphen mit beschranktem
Maximalgrad untersucht. Es wird gezeigt, dass in jedem solchen Graphen ein
Matching der Grée (m — 1)/(2k — 2), in planaren Graphen sogar der Grofe
m/(k + 4) existiert. Zusétzlich werden Linearzeitalgorithmen angegeben, die
solche Matchings finden.

Kapitel 5 untersucht, inwiefern ein stiarkerer Zusammenhang in Graphen mit
beschrinktem Maximalgrad hilft, grolere Matchings zu finden.

Kapitel 6 beschéftigt sich mit Graphen mit Maximalgrad 3. In solchen Graphen
existiert stets ein Matching der Groflie (3n —ny —2£3) /6 [BDDT04]. Es wird ein
Algorithmus angegeben, der ein solches Matching in O(n log* n) Zeit berechnet.
Zudem wird gezeigt, dass diese Schranke auch dann noch scharf ist, wenn zirka
ein Drittel aller Knoten Grad 2 hat. Dies beantwortet eine offene Frage von
Biedl et al. [BDD'04]. Sie gaben zwar eine Familie von Graphen an, fiir die die
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Graphenklasse Schranke fiir Matchinggrofie Laufzeit
Schranke 1 | Schranke 2 O(")
3-regulér (4n—1)/9 (3n — 205)/6 nlog'n
Maximalgrad 3 (n—1)/3 | (3n—ny —265)/6 | n|nlog*n
k(G) > 3, planar (n+4)/3 | 2n+4—-604)/4 | na(n)
trianguliert, planar (2n 44 —244)/4 na(n)
Maxgrad k (n—1)/k n
Maxgrad k (m—1)/(2k —2) n
Maxgrad k, k(G) > 2 2(n—1)/(k+ 3) nlog*n
Maxgrad k, x(G) > 2, planar 2(n—1)/(k+3) nlog®n
Graphen mit gradbeschrinktem 2- bzw. 4-Blockbaum
3-regulér grofites Matching nlog*n
3-reguldr, planar grofites Matching na(n)
k(G) > 3, planar grofites Matching na(n)

Tabelle 1.2: Ubersicht iiber die Resultate dieser Arbeit. Dabei bezeichnet x den
Knotenzusammenhang, ¢5 die Anzahl der Blatter des 2-Blockbaums
und ¢4 die Anzahl der Blétter des 4-Blockbaums. Sind zwei durch |
getrennte Laufzeiten angeben, so bezieht sich die linke Angabe auf
den Algorithmus zum Erreichen von Schranke 1, die rechte Angabe
auf Schranke 2.

Schranke scharf ist, diese enthielt aber keine Knoten mit Grad 2. Sie fragten,
ob es moglich ist ein Beispiel mit signifikanter Anzahl von Grad-2-Knoten zu
konstruieren, das die Schranke erreicht.

In Kapitel 7 geht es darum, wie in vierfach zusammenhéngenden planaren
Graphen stets ein (fast) perfektes Matching in linearer Zeit gefunden werden
kann. Die Darstellung basiert auf einer Arbeit von Chiba und Nishizeki [CN89).

In Kapitel 8 wird zunéchst gezeigt, wie in dreifach zusammenhéngenden plana-
ren Graphen ein Matching der GroBe (n — 1)/3 in Linearzeit gefunden werden
kann. Fiir Graphen, deren 4-Blockbaum ein Pfad ist, wird ein Verfahren an-
gegeben, das ein (fast) perfektes Matching in O(na(n)) Zeit findet. Dieses
Resultat wird anschliefend verwendet, um mit einer dhnlichen Technik wie in
Kapitel 6 in dreifach zusammenhéngenden planaren Graphen ein Matching der
GroBe (2n + 4 — 644)/4 zu finden. Dabei bezeichnet ¢4 die Anzahl der Blétter
im 4-Blockbaum. Damit bleibt das Ergebnis des Algorithmus etwas schlechter
als die Schranke (2n + 4 — ¢4)/4 von Biedl et al. [BDD104]. In triangulier-
ten Graphen garantiert der Algorithmus eine etwas bessere Schranke, namlich
(2n+4 — 244) /4.

Wie bereits erwahnt existiert in 3-reguldren Graphen, deren 2-Blockbaum ein
Pfad ist, stets ein perfektes Matching [Pet91]. Dieses kann in O(nlog*n) Zeit
gefunden werden [BBDLO1]. In Kapitel 9 wird gezeigt, wie in 3-reguldren
Graphen, deren 2-Blockbaum konstanten Maximalgrad besitzt, ein Matching
maximaler Kardinalitdt schnell gefunden werden kann. Die benétigte Zeit ist
O(nlog*n), in planaren Graphen sogar nur O(na(n)). Ahnlich kann auch in
dreifach zusammenhéngenden planaren Graphen, deren 4-Blockbaum konstan-



ten Maximalgrad besitzt, ein Matching maximaler Kardinalitéit in O(na(n))
Zeit gefunden werden. Es ist unwahrscheinlich, dass diese beiden Resultate
noch verallgemeinert werden konnen, da Biedl [Bie01] zeigt, dass das Finden
grofiter Matchings in allgemeinen Graphen in Linearzeit auf das Finden grofiter
Matchings in 3-reguléren Graphen reduziert werden kann. Wére es also mog-
lich zusétzlich noch die Gradbeschrankung des Blockbaums entfallen zu lassen,
so ergdbe sich ein schnellerer Algorithmus fiir Matchings in allgemeinen Gra-
phen. In &hnlicher Weise kann das Problem des Findens gréfiter Matchings in
planaren Graphen in Linearzeit auf das Finden grofiter Matchings in planaren,
triangulierten Graphen mit Maximalgrad 9 (also speziellen dreifach zusammen-
héngenden planaren Graphen) reduziert werden.

In Kapitel 10 werden die Ergebnisse der Arbeit zusammengefasst und einige
offene Fragen zur weiteren Untersuchung gestellt.






2 Terminologie und wichtige
Grundlagen

Ein Graph ist ein Tupel G = (V, E), dabei ist V' die Menge der Knoten und
E C VxV die Menge der Kanten. In ungerichteten Graphen werden die Kanten
(u,v) und (v, u) identifiziert und als ungeordnetes Paar {u, v} geschrieben. Eine
Kante e = {u,v} und ein Knoten w heiflen inzident, wenn w = u oder w = v
gilt. Oft wird statt {u,v} auch einfach uv geschrieben. Zwei Knoten u und
v heiBen adjazent, wenn die Kante {u,v} in E enthalten ist. Der Grad eines
Knoten v ist die Anzahl der zu v inzidenten Kanten, er wird mit deg.(v) oder
auch mit deg(v) bezeichnet, wenn der Graph G aus dem Kontext klar ist.

Ein Graph heifit bipartit, wenn sich seine Knoten in zwei Mengen partitionieren
lassen, so dass keine Kante zwischen zwei Knoten in derselben Menge existiert.

Ist V' C V(G), so bezeichnet G — V'’ den Graphen, der durch Entfernen aller
Knoten von V' aus V(G) samt ihrer inzidenten Kanten entsteht. Sind u,v €
V(G), so bezeichnet G + uv den Graphen G' = (V(G), E(G) U {uv}).

2.1 Nicht erweiterbare, groBte und (fast) perfekte
Matchings

Ein Matching ist eine Menge von Kanten M mit der Eigenschaft, dass keine
zwei Kanten aus M zu demselben Knoten inzident sind. Man ist insbesondere
an groflien Matchings interessiert.

Im Zusammenhang mit Matchings gibt es einige wichtige Begriffe. Sei G =
(V,E) ein Graph und M C E ein Matching. Ein Knoten v € V(G) heifit
gematcht (beziiglich M ), wenn es eine Kante in M gibt, die zu v inzident ist.
Andernfalls heiBt v frei (beziglich M ).

Ein perfektes Matching ist ein Matching, bei dem alle Knoten gematcht sind.
Ein perfektes Matching kann nur dann existieren, wenn der Graph eine gerade
Knotenanzahl besitzt. Ist dies nicht der Fall, so muss immer mindestens ein
Knoten frei bleiben. Dann existiert bestenfalls ein fast perfektes Matching: Ein
Matching, beziiglich dem genau ein Knoten frei ist.

Leider gibt es nicht in jedem Graphen ein perfektes oder fast perfektes Mat-
ching. Daher ist man an moglichst grofen Matchings interessiert. Dabei gibt
es zwei Arten von besonders grofien Matchings: Nicht erweiterbare Matchings
(engl. mazimal matchings) und Matchings mazimaler Kardinalitit (engl. ma-
zimum matchings).
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Ein nicht erweiterbares Matching ist ein Matching, das nicht durch Hinzunah-
me von Kanten vergroflert werden kann. Es ist also beziiglich Inklusion maxi-
mal. Ein grofites Matching hingegen ist ein Matching maximaler Kardinalitét.
Ein grofites Matching ist nicht erweiterbar, die Umkehrung gilt aber nicht.
Abbildung 2.1 zeigt ein Beispiel fiir ein nicht erweiterbares Matching, das kein
grofites Matching ist. Die Kanten der Matchings sind jeweils hervorgehoben.

(a) (b)

Abbildung 2.1: Graph mit einem nicht erweiterbaren Matching (a) und einem grof-
ten Matching (b).

Nicht erweiterbare Matchings sind vor allem interessant, weil sie mit einem
Greedy-Verfahren sehr schnell berechnet werden kénnen. Um trotzdem eine
gewisse Mindestgrofle garantieren zu kdnnen, ist man an unteren Schranken fiir
die Grofle von nicht erweiterbaren Matchings interessiert. Dabei hilft folgendes
Lemma:

Lemma 1 ([BDD04]). Besitzt ein Graph G ein grofstes Matching der Grifle
k, so hat jedes nicht erweiterbare Matching mindestens Grifse k/2.

Beweis. Sei M ein groBtes Matching in G und |M| = k. Weiter sei M’ ein nicht
erweiterbares Matching in G. Fiir jede Kante e in M muss mindestens einer
der Endpunkte auch in M’ gematcht sein. Andernfalls sei e eine Kante, deren
Endpunkte nicht gematcht sind, dann konnte e aber zu M’ hinzugefiigt werden.
Daher sind mindestens & Knoten von G beziiglich M’ gematcht. Folglich gilt
|M'| > k/2. O

Wann immer also eine untere Schranke fiir die Grofle eines groiten Matchings
angegeben wird, ergibt diese nach Division durch 2 eine untere Schranke fiir
die Grofle eines nicht erweiterbaren Matchings.

2.2 Planare Graphen

Ein Graph G heifit planar, wenn er sich ohne Kantenkreuzung in die euklidische
Ebene zeichnen ldsst. Als Einbettung bezeichnet man die Information fiir jeden
Knoten, in welcher Reihenfolge die Kanten im Uhrzeigersinn ausgehen, sowie
welche Facette die Aufere ist. Fiir einen planaren Graphen kann in O(n) Zeit
eine solche Einbettung bestimmt werden [HT74].

Eine Zeichnung von G unterteilt die Ebene in zusammenhéngende Bereiche,
die Facetten, die durch Kanten des Graphen begrenzt werden. Diese Facetten
sind nur von der Einbettung abhéngig, nicht von der konkreten Zeichnung.
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Abbildung 2.2: Zusammenhingender Graph, der nicht zweifach zusammenhéngend
ist (a) und seine Zweifachzusammenhangskomponenten (b).

Fiir die Anzahl der Knoten n, Kanten m und Facetten f gilt die eulersche
Polyederformel: n — m + f = 2.

Insbesondere folgt daraus, dass ein planarer Graph hochstens 3n — 6 Kanten
besitzt, also fiir einen zusammenhéngenden planaren Graphen m = ©(n) gilt.

2.3 Zusammenhang und Blockbdaume

Ein weitere Eigenschaften von Graphen ist der Zusammenhang. Ein Graph
heifit einfach zusammenhéngend, wenn er zusammenhéngend ist. Ein Graph
ist d-fach zusammenhéngend, wenn er (d — 1)-fach zusammenhéngend ist und
G —T fir jedes T C V(G) der Kardinalitdt |T'| = d — 1 zusammenhéngend ist.
Ein d-fach zusammenhéngender Graph zerfillt also nicht in mehrere Kompo-
nenten, wenn man weniger als d beliebige Knoten entfernt. Abbildung 2.2 (a)
zeigt ein Beispiel fiir einen zusammenhédngenden Graphen, der nicht zweifach
zusammenhéngend ist.

Ist ein zusammenhéngender Graph nicht zweifach zusammenhéngend, so exis-
tiert ein Knoten a, so dass G — {a} mehrere Komponenten besitzt. In diesem
Fall heiit a Separatorknoten. Eine Zweifachzusammenhangskomponente ist ein
maximaler zweifach zusammenhéingender Teilgraph. Abbildung 2.2 zeigt die
Zerlegung eines Graphen in seine Zweifachzusammenhangskomponenten. Se-
paratorknoten sind in mehreren Komponenten enthalten.

Der 2-Blockbaum eines zusammenhingenden Graphen G ist ein Graph, der
fiir jeden Separatorknoten von G und jede Zweifachzusammenhangskompo-
nente von G einen Knoten enthélt. Ist ein Separatorknoten in einer Zweifach-
zusammenhangskomponente enthalten, so werden die entsprechenden Knoten
im 2-Blockbaum durch eine Kante verbunden. Das definiert einen Graphen
ohne Kreise, denn ldgen einige Komponenten auf einem Kreis, so wiirden sie
zu einer einzigen groffen Zweifachzusammenhangskomponente gehoren. Der 2-
Blockbaum von G wird auch mit BCT(G) (engl. block-cut-tree) bezeichnet. Die
Anzahl der Blitter dieses Baumes wird mit f5(G) bezeichnet. Ist der Graph
aus dem Kontext klar, so wird er oft auch weggelassen. Der 2-Blockbaum be-
schreibt, wie die Zweifachzusammenhangskomponenten miteinander verbun-
den sind, und gibt daher in gewisser Weise die Grobstruktur des Graphen
wider.
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Abbildung 2.3: Augmentierender Pfad.

Eine #hnliche Definition ist auch fiir dreifach zusammenhingende Graphen
moglich. Ist ein solcher Graph nicht vierfach zusammenhéngend, so existieren
drei Knoten u, v, w, so dass G — {u, v, w} mehrere Komponenten besitzt. Das
Tripel {u, v, w} heifit dann separierendes Tripel. Ein separierendes Tripel kann
verwendet werden, um einen Graphen zu zerlegen: Fiir jede Komponente C' von
G — {u,v,w} wird ein neuer Graph gebildet, indem zu C' die Knoten wu, v, w
hinzugefiigt werden, und zwar zusammen mit all ihren Kanten, die zu einem
anderen Knoten in C' inzident sind. Zudem werden noch die Kanten uv, vw, uw
hinzugefiigt, sofern sie noch nicht vorhanden sind.

Dieser Prozess wird iteriert, bis alle entstanden Graphen vierfach zusammen-
héngend sind. Das sind die Vierfachzusammenhangskomponenten von G. Der
4-Blockbaum ist dann ein Graph, der fiir jedes separierende Tripel und fiir jede
Vierfachzusammenhangskomponente einen Knoten enthélt. Die Knoten eines
separierendes Tripels und einer Vierfachzusammenhangskomponenten sind ge-
nau dann miteinander verbunden, wenn das separierende Tripel in der Vier-
fachzusammenhangskomponenten enthalten ist. Dieser Graph ist wieder ein
Baum, und die Anzahl seiner Blatter wird mit ¢4(G), oder auch nur mit ¢4
bezeichnet, wenn der Graph G aus dem Kontext klar ist.

2.4 Augmentierende Pfade und Matchings

Ein Pfad P in G ist eine Liste von Knoten P = vy, vs, ..., vg mit (v;,v41) € E
fir i = 1,...,d — 1. Der Pfad P heiit alternierend (beziiglich M), wenn er
abwechselnd Kanten aus M und E \ M verwendet. Sind zusétzlich vy # vy
beide frei, so ist P ein augmentierender Pfad (beziiglich M).

Augmentierende Pfad konnen verwendet werden um ein Matching zu vergro-
Bern: Ist P ein beziiglich M augmentierender Pfad, so ist M AP ein Matching
mit Kardinalitét | M|+ 1. Dabei bezeichnet AAB = (AU B)\ (AU B) die sym-
metrische Differenz von zwei Menge A und B. Abbildung 2.3 zeigt ein Beispiel
fiir einen augmentierenden Pfad im Graphen aus Abbildung 2.1 (a).

Ein Matching M ist genau dann ein grofites Matching, wenn es keinen beziiglich
M augmentierenden Pfad gibt [Ber57]. Augmentierende Pfade konnen effizient
gefunden werden. In bipartiten Graphen benétigt das Finden eines augmentie-
renden Pfades O(m) Zeit, in allgemeinen Graphen wird O(ma(n)) Zeit bens-
tigt [Tar83]. Dabei bezeichnet « die inverse Ackermannfunktion. Sie wichst so
langsam, dass fiir alle praktischen Werte von n gilt: a(n) < 4 [CLRSO01].

Ein einfacher Algorithmus zum Finden eines gréffiten Matchings besteht also
darin mit einem leeren Matching zu beginnen und dieses schrittweise mit Hil-



2.4. Augmentierende Pfade und Matchings 11

fe von augmentierenden Pfaden zu vergrofilern. Das ergibt eine Laufzeit von
O(nma(n)) [KNO05]. Der beste bekannte Algorithmus zu Berechnung groter
Matchings in allgemeinen Graphen von Micali und Vazirani [MV80] basiert
ebenfalls auf dieser Technik, sucht aber in einem Schritt mehrere augmentie-
rende Pfade und benotigt daher nur O(y/nm) Zeit.






3 Matchings in Baumen

In diesem Kapitel sei G ein Baum mit n Knoten. Da Bdume zusammenhéngend
und azyklisch sind, hat G genau n — 1 Kanten. Ohne weitere Voraussetzungen
lassen sich keine interessanten Aussagen iiber Matchings in Baumen beweisen,
da es fiir jedes n einen Baum mit n Knoten gibt, der ein gréfites Matching der
GroBe 1 hat: den Stern. Abbildung 3.1 zeigt einen solchen Graphen.

Abbildung 3.1: Ein Stern mit n Knoten hat ein
grofites Matching der Grofle 1

Eine sinnvolle Einschréinkung fiir Baume ist, den Knotengrad zu beschrénken.
Daher werden im Folgenden nur Bidume mit maximalem Knotengrad k be-
trachtet. Im Falle von k = 3 sind das zum Beispiel Bindrbdume, dort hat jeder
Knoten hochstens 3 Nachbarn: Elternknoten, linkes Kind, rechtes Kind.

Im Folgenden wird ein Algorithmus angegeben, der gréfite Matchings in Béu-
men bestimmt. AuBlerdem wird eine untere Schranke fiir die Kardinalitdt von
grofiten Matchings in Baumen mit beschranktem Maximalgrad bewiesen.

3.1 Der Algorithmus

In Baumen kann ein grofites Matching in Linearzeit gefunden werden: Zu Be-
ginn wahlt man einen beliebigen Knoten w als Wurzel und fiithrt von dort aus
eine Tiefensuche im Baum durch. Beim Abstieg ist nichts zu tun. Wenn eine
Kante uv beim Aufstieg riickwérts durchlaufen wird, so wird sie, sofern v und v
beide frei sind, zum Matching hinzugefiigt. Der Pseudocode fiir diese Prozedur
ist in Algorithmus 1 dargestellt.

Abbildung 3.2 zeigt einen Baum nach dem Besuchen des linken Teilbaums der
Wurzel. Die hervorgehobenen Kanten sind im Matching enthalten, die Zahlen
geben die Reihenfolge der Hinzunahme der Kanten zum Matching an. Der
gestrichelte Teil wurde noch nicht besucht.

Satz 2. Algorithmus 1 findet ein grifstes Matching in einem Baum mit n
Knoten in O(n) Zeit.
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Algorithmus 1 : MaxMatchTree(T)

Eingabe : Baum T

Ausgabe : Grofites Matching M

Beginn

M~

Wiéhle w € T'

Fiihre Tiefensuche von w aus durch.

Beginn
wenn eine Kante u nach v zurickgegangen wird dann
L wenn u und v frei dann

| M — MU {uv}

Ende

gib M zuriick
Ende

Abbildung 3.2: Situation, nachdem der linke Teilbaum der
Waurzel vollstéindig besucht wurde.

Beweis. Der Beweis verwendet eine Charakterisierung von grofiten Matchings
von Berge [Ber57]. Demnach ist ein Matching genau dann ein grofites Matching,
wenn es keinen augmentierenden Pfad gibt.

Sei M nun die Ausgabe von Algorithmus 1 und u ein beliebiger freier Knoten
in T'. Ein augmentierender Pfad, der bei u beginnt verlauft entweder aufwérts
oder abwérts im Suchbaum.

Fall 1: Der Pfad verlduft abwérts, also durch ein Kind v von w.

Da w frei ist, miissen nach Konstruktion alle Kinder von u, also auch v,
gematcht sein. Siehe Abbildung 3.3 (a). Insbesondere kann v kein Blatt
sein. Angenommen v ist mit einem Knoten s gematcht, so geht der aug-
mentierende Pfad weiter zu s, sonst wére er nicht alternierend. Da s aber
mit seinem Elternknoten v gematcht ist, muss nach Konstruktion entwe-
der s ein Blatt sein oder es miissen auch alle Kinder von s gematcht sein.
Induktiv folgt: Der Pfad endet in einem gematchten Blatt. Daher kann
der Pfad nicht augmentierend sein.



3.2. Eine Schranke fiir grofite Matchings in Bdumen 15

Abbildung 3.3: Moglichkeiten fiir den Verlauf eines augmentierenden Pfades in der
Ausgabe von Algorithmus 1.

Fall 2: Der augmentierende Pfad verlauft von u zu dessen Elternknoten v.

Da u nicht zu v gematcht ist, muss nach Konstruktion v zu einem seiner
anderen Kinder gematcht sein. Der augmentierende Pfad lduft also von
v aus abwérts. Das ist aber nach dem ersten Fall nicht moglich. Siehe

Abbildung 3.3 (b).

Es gibt also keinen augmentierenden Pfad, und das Matching ist nach Berge
ein Matching maximaler Kardinalitit. Da jede Kante nur zweimal betrachtet
wird, einmal beim Abstieg und einmal beim Aufstieg, und es n — 1 Kanten
gibt, ist die Laufzeit in O(n). O

Eine andere Moglichkeit, das Verfahren zu beschreiben ist wie folgt:

Jeder Baum mit n > 1 Knoten hat mindestens zwei Blédtter. Man matcht stets
eines der Blatter mit seinem Elternknoten und loscht das Blatt zusammen mit
seinem Elternknoten aus dem Graphen. Diese Vorgehensweise wendet man nun
rekursiv auf die Baume des danach entstehenden Waldes an. Das erhaltene
Matching ist ein grofites Matching.

Denn: Sei u ein Blatt in G mit Elternknoten v. Sei M’ ein beliebiges grofites
Matching in G’ := G — {u,v}. Dann existiert nach Berge [Ber57] beziiglich
M’ kein augmentierender Pfad in G'. Angenommen es gibe beziiglich M =
M'" U {uv} einen augmentierenden Pfad in G, so kann dieser nicht durch das
gematchte Blatt u verlaufen. Also miisste er innerhalb von G’ verlaufen, im
Widerspruch zur Maximalitéat von M’ beziiglich G'. Demnach ist M ein grofites
Matching in G.

3.2 Eine Schranke fiir groBte Matchings in
Baumen

Dieses Verfahren liefert auch eine einfache Moglichkeit die Grofle eines grofiten
Matchings in einem Baum mit Maximalgrad k abzuschitzen.

Satz 3. In einem Baum mit Maximalgrad k gibt es immer ein Matching M

mit | M| > [(n —1)/k].
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Beweis. In jedem Schritt des obigen Verfahrens wird das Matching um eine
Kante vergréfiert. Dadurch, dass man stets Blatter mit ihrem Elternknoten
matcht und der Elternknoten héchstens Grad £ hat, werden in jedem Schritt
hochstens k£ Kanten entfernt. Das Verfahren terminiert also frithestens nach
[m/k] = [(n —1)/k] Schritten. O

Diese Schranke ist auch scharf, wie man leicht an einem Baum vom Grad k
sieht, also einem Baum, bei dem jeder innere Knoten Grad k£ hat. Abbildung 3.4
zeigt einen solchen Baum fiir k¥ = 3. Die hervorgehobenen Kanten bilden ein
grofftes Matching.

Abbildung 3.4: Baum mit Maximalgrad 3 und einem grof3-
ten Matching der Kardinalitidt (n —1)/3.

Als Korollar erhélt man fiir & = 3 erneut die Schranke (n—1)/3 aus [BDD*04].
Zusétzlich kann ein solches Matching aber nun schnell berechnet werden.

Korollar 1. Sei G ein Graph mit Maximalgrad 3. Dann besitzt G ein Matching
der Grofie (n —1)/3. FEin Matching dieser Grofie kann in O(n) Zeit gefunden
werden.

Beweis. Sei T ein Spannbaum von G. Da G Maximalgrad 3 besitzt, hat auch T’
Maximalgrad 3. Ein solcher Spannbaum kann durch Tiefensuche in O(n) Zeit
bestimmt werden. Ein Matching in 7" ist auch ein Matching in G. In T' kann
ein Matching der Groe (n — 1)/3 mit Algorithmus 1 in O(n) Zeit gefunden
werden. O

In 3-reguldren Graphen, also Graphen, in denen jeder Knoten Grad 3 hat,
existiert sogar stets ein Matching der Kardinalitét (4n — 1)/9 [BDDT04]. Die-
se Schranke impliziert auch eine untere Schranke fiir jedes nicht erweiterbare
Matching, ndmlich (4n —1)/18. Die Schranke (n —1)/3 aus Korollar 1 ist zwar
schwicher als (4n — 1)/9 aber immerhin besser als (4n — 1)/18. Das angege-
bene Verfahren arbeitet also besser als beliebiges Hinzunehmen von erlaubten
Kanten. Im néchsten Kapitel wird gezeigt, wie in 3-reguldren Graphen in Li-
nearzeit ein Matching der Groe (3n—2)/8 gefunden werden kann. In Kapitel 6
wird gezeigt, wie auch die Schranke (4n—1)/9 erreicht werden kann. Allerdings
benétigt das dort angegebene Verfahren O(nlog" n) Zeit.



4 Matchings in Graphen mit
Maximalgrad k

Im Folgenden werden die Restriktionen an die betrachtete Graphenklasse ge-
lockert und nun beliebige (zusammenhéngende) Graphen mit Maximalgrad k
betrachtet.

4.1 Bekannte Resultate

Eine einfache Abschétzung [BDD'04] zeigt, dass in einem Graphen G = (V, E)
mit n Knoten und m Kanten mit Maximalgrad k jedes nicht erweiterbare
Matching mindestens m/(2k — 1) Kanten enthélt. Dies ist natiirlich zugleich
eine untere Schranke fiir die Kardinalitét eines grofiten Matchings. Der Beweis
ist recht anschaulich und wird daher hier gefiihrt.

Abbildung 4.1: Fine Kante in einem Graphen mit
Maximalgrad k.

Lemma 2 ([BDD"04]). Ist G ein Graph mit m Kanten und Maximalgrad k, so
hat jedes nicht erweiterbare Matching in G mindestens Grdfie [m/(2k — 1)].

Beweis. Wéhle eine beliebige Kante e = {u,v} € E. Da w und v héchstens
Grad k haben, fallen durch Entfernen der Knoten v und v aus G hochstens
2k — 1 Kanten weg (siehe Abbildung 4.1). Beliebiges Hinzufiigen der Kanten zu
einem Matching terminiert also frithestens nach [m/(2k — 1)]| Schritten. Also
hat jedes nicht erweiterbare Matching und damit auch jedes kardinalitdtsma-
ximale Matching mindestens diese Grofle. ]

4.2 Eine leichte Verbesserung

Die in Abschnitt 4.1 beschriebene Schranke ist sehr pessimistisch. Immerhin
sind nach einer Weile die Grade der verbleibenden Knoten kleiner als k. Bei



18 4. Matchings in Graphen mit Maximalgrad k

geschickterer Wahl der Kante, die ins Matching aufgenommen wird, kann ei-
ne bessere Abschitzung fiir die Kardinalitéit eines groffiten Matchings gezeigt
werden.

Dazu geht man wie folgt vor: Man nimmt stets eine Kante, die an einen Kno-
ten mit minimalem Grad angrenzt, ins Matching auf und entfernt danach die
beiden angrenzenden Knoten aus dem Graphen.

Satz 4. Sei G ein zusammenhdngender Graph mit m Kanten und Mazimalgrad
k. Das oben angegebene Verfahren liefert dann ein Matching mit mindestens

[(m —1)/(2k — 2)] Kanten.

Beweis. Angenommen, es gibt einen Knoten v in G mit deg(v) < k — 1. Dann
entfernen wir bereits im ersten Schritt hochstens 2k — 2 Kanten. Durch das
Entfernen der Kanten aus dem Graphen sinkt der Grad einiger Knoten. Da
jede Zusammenhangskomponente des neuen Graphen einen Knoten mit Grad
hochstens £ — 1 enthélt, kann der minimale Knotengrad nicht wieder auf k
anwachsen. Es werden also in jedem Schritt hochstens 2k — 2 Kanten entfernt.
Dies liefert eine Schranke von m/(2k — 2).

Gibt es hingegen keinen Knoten mit Grad kleiner als k, so nehmen wir im
ersten Schritt eine beliebige Kante ins Matching auf und entfernen dadurch
2k —1 Kanten. Dadurch wird der Grad einiger verbliebener Knoten abgesenkt.
Jede der Komponenten dieses Graphen enthélt nun einen Knoten mit Grad
hochstens £ — 1 und wir befinden uns im ersten Fall. Das gefundene Matching
hat also mindestens die GroBe (m—(2k—1))/(2k—2)+1 = (m—1)/(2k—2). O

Auch diese Abschétzung scheint noch sehr pessimistisch zu sein, denn nach
Entfernen einiger Kanten sinkt auch der maximale Knotengrad und die Grofie
des gefundenen Matchings steigt an.

Fiir einen 3-reguldren Graphen ergibt sich mit dieser Schranke ein Matching
der Grofle (3n/2—1)/(2-3—2) = (3n—2)/8. Biedl et al. [BDD'04] zeigen eine
Schranke von (4n—1)/9, geben aber kein Verfahren an, um ein Matching dieser
Grofle schneller zu berechnen als durch Berechnung eines grofiten Matchings.
Kapitel 6 zeigt ein Verfahren zum Erreichen dieser Schranke. Es 1duft in leicht
superlinearer Zeit.

4.3 Implementierung

Das Verfahren lédsst sich wie folgt implementieren: Es werden k Listen von
Knoten angelegt. Dabei wird Knoten v mit Grad ¢ in Liste ¢ einsortiert. Damit
kann in O(k) Zeit die nicht-leere Liste von Knoten mit kleinstem Grad be-
stimmt werden. Nun wird ein beliebiger Knoten u aus dieser Liste entnommen
und eine beliebige Kante uv, die zu u inzident ist, ins Matching aufgenommen.
Anschlieend werden u und v aus der Liste entfernt, die maximal 2k — 1 zu
u und v inzidenten Knoten aktualisiert und in die ihrem neuen Grad entspre-
chende Liste verschoben bezichungsweise komplett entfernt, wenn der Grad
auf 0 gesunken ist. Das Hinzunehmen einer Kante benétigt also O(k) Zeit.
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Bei n Knoten kénnen hochstens n/2 Kanten in das Matching aufgenommen
werden. Daher benétigt diese Implementierung O(kn) Zeit. Nimmt man den
Maximalgrad k als kleine Konstante an, so ist die Laufzeit O(n).

4.4 Verbesserung in planaren Graphen

Im Falle eines planaren Graphen lasst sich die Schranke noch weiter verbessern:

Satz 5. In einem planaren Graphen G = (V, E) mit |E| = m und Mazimal-
grad k gibt es stets ein Matching der Mindesgrifie [m/(k +4)]. Ein solches
Matching kann in O(n) Zeit berechnet werden.

Beweis. Die Abschitzung verlduft im Wesentlichen wie zuvor. Allerdings wird
die Tatsache ausgenutzt, dass in einem planaren Graphen stets ein Knoten v
mit deg(v) < 5 existiert [KNO05]. Fiigt man eine zu einem solchen Knoten v
inzidente Kante uv zum Matching hinzu und entfernt v und v aus dem Gra-
phen, so ist der resultierende Graph wieder planar und es wurden hochstens
k+5—1=k+4 Kanten entfernt. Das Verfahren liefert also ein inklusionsma-
ximales Matching mit mindestens [m/(k + 4)] Kanten. O

Diese Schranke ist fiir £ > 5 besser als die zuvor angegebenen Schranken.
Ein Matching dieser Grofle kann mit dem oben angegebenen Algorithmus fiir
beliebige Graphen mit Maximalgrad & bestimmt werden.

4.5 Ein anderer Ansatz

Ein anderer Ansatz zur Berechnung von Matchings in Graphen mit beschréink-
tem Maximalgrad ergibt sich, wenn man versucht bereits bekannte Techniken
aus Kapitel 3 zu verwenden. Die Grundidee hierbei ist, zunéchst einen spannen-
den Baum in einem Graphen zu suchen und dann den Matching-Algorithmus
fiir Baume zu verwenden.

In diesem Fall konnte eine Anwendung wie folgt aussehen: Bestimme einen
beliebigen Spannbaum 7' des Graphen G. Da G Maximalgrad k& hat, hat auch
T Maximalgrad k. Das Verfahren aus Abschnitt 3.1 findet also ein Matching
der Kardinalitdt mindestens (n — 1) /k.

Leider ist diese Schranke im Vergleich zu (m — 1)/(2k — 2) relativ schwach.
Zudem ist es auch nicht moglich, die Abschétzung fiir dieses Verfahren auf der
gegebenen Graphenklasse zu verbessern, da der in Abschnitt 3.2 beschriebene
Worst-Case gerade ein Graph mit Maximalgrad £ ist. Da Bdume inbesondere
planare Graphen sind, hilft es auch nicht die Schranke zu verbessern, wenn
man zusétzlich noch Planaritét fordert.

Die Abschétzung wird schlecht, weil der Maximalgrad im Spannbaum recht
grof} ist. Gelédnge es einen Spannbaum mit kleinem Maximalgrad zu konstruie-
ren, so ergéibe sich auch eine bessere Schranke. Leider kann die Existenz eines
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,guten” Spannbaums nicht immer garantiert werden. Zudem ist es schwer einen
Spannbaums mit kleinstem Maximalgrad in beliebigen Graphen zu finden: Ein
Spannbaum mit Maximalgrad 2 ist ein Hamilton-Pfad. Sogar in 3-reguléren,
planaren und dreifach zusammenhéngenden Graphen ist es NP-schwer zu ent-
scheiden, ob ein Hamiltonpfad/kreis existiert [GJT76]. Es ist auch NP-schwer
zu entscheiden, ob ein Graph einen zusammenhéngenden spannenden Teilgra-
phen mit Maximalgrad r,r > 2 besitzt [Yan81]. Es gibt aber Approximations-
algorithmen, die einen Spannbaum finden, dessen Maximalgrad héchstens um
1 grofler ist, als der Maximalgrad eines optimalen Spannbaums [FR92]. Die
Laufzeit dieses Algorithmus ist allerdings zu hoch, um fiir die Berechnung von
Matchings interessant zu sein. Um die Idee weiter zu verfolgen, benotigt man
also zusétzliche Voraussetzungen, um die Existenz von Spannbdumen mit klei-
nem Maximalgrad zu sichern, sowie effiziente Verfahren um solche Spannbéume
zu konstruieren.



5 Mehrfach zusammenhingende
Graphen mit Maximalgrad k

Czumaj und Strothmann [CS97] zeigten, dass in einem zweifach zusammen-
hingenden Graphen GG mit Maximalgrad k stets ein Spannbaum 7" mit Maxi-
malgrad AT < [(k+ 2)/2] existiert. Ein solcher Baum kann deterministisch
in O(m + nlog*n) Zeit gefunden werden, randomisiert ist sogar eine Laufzeit
von O(m + nlog?n) moglich. Ist G zusitzlich planar, so lisst sich die Laufzeit
auf O(nlogn) verbessern. Im folgenden Abschnitt wird dieses Verfahren vorge-
stellt. Anschlielend wird das Resultat zum Finden von Matchings verwendet.

5.1 Konstruktion von Spannbdaumen mit kleinem
Maximalgrad

Zur Konstruktion werden sogenannte wohlstrukturierte Graphen verwendet, da
sich die Darstellung so einfacher gestaltet. Es ist aber leicht aus einem beliebi-
gen zweifach zusammenhéngenden Graphen einen wohlstrukturierten Graphen
zu konstruieren.

Definition 5.1. Fin wohlstrukturierter Graph (ws-Graph) ist ein bipartiter
zusammenhdingender Graph G(Vi, Vs, E) zusammen mit einer Beschriftungs-
funktion L und einigen ausgezeichneten Knoten s,t,u,x. Zusdtzlich sollen fol-
gende Eigenschaften gelten: degq(v1) = 2 fiir alle vy € Vy und nach Hinzufigen
der Kante (s,x) zu G soll der Graph zweifach zusammenhdingend sein.

Die Beschriftungsfunktion L : Vo — {[o],[1],[2]} ordnet jedem Knoten in Vs,
ein Label zu. Auf den Labels wird durch [o] < < eine Totalordnung
definiert. Zusdtzlich soll die Beschriftung folgende Eigenschaften erfiillen:

o (bt es einen Knoten mit Label [o], so ist er der einzige [o]-Knoten und
es gibt hochstens einen anderen Knoten mit Label [1].

o (bt es keinen Knoten mit Label [o], so gibt es hochstens 3 Knoten mit

Label [1].
o Gibt es einen Knoten mit Label [0], so hat er geraden Grad.

e Alle Knoten mit Label [1] haben ungeraden Grad.

Fiir die ausgezeichneten Knoten s, t,u € Vo und x € {t,u} gelten folgende
Figenschaften:
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(a) (b)

Abbildung 5.1: Zweifach zusammenhéngender ws-Graph (a) und nicht zweifach zu-
sammenhéngender ws-Graph (b). Kleine Knoten sind in V7, grofle
Knoten in V5.

o [st |V5| > 3, so sind s,t,u paarweise verschieden und s ist ein Knoten
mit dem kleinsten Label, t ein Knoten mit dem zweitkleinsten Label und
u ein Knoten mit dem drittkleinsten Label in G.

e 1,5 sind keine Separatorknoten, nach Entfernen eines dieser Knoten zer-
fallt der Graph also nicht in mehrere Komponenten.

o [st G nicht zweifach zusammenhdngend, so befinden sich s und x in ver-
schiedenen Bldttern des 2-Blockbaums BCT(G).

Fiir einen bipartiten Graphen G = (Vi(G), Vo(G), E(G)) wird die Gesamtmen-
ge seiner Knoten Vi (G)UV,(G) mit V(G) bezeichnet. Abbildung 5.1 zeigt zwei
Beispiele fiir ws-Graphen.

Definition 5.2. Fin ws-Spannbaum T eines ws-Graphen G ist ein spannen-
der Baum von G, so dass jeder Knoten v mit Label [i] in T héchstens Grad
[(degs(v) +1)/2] besitzt. Alle ungelabelten Knoten kénnen in T beliebigen
Grad haben.

In einem ws-Graph kann per Definition durch Hinzufiigen einer einzigen Kante
Zweifachzusammenhang hergestellt werden. Der folgende Satz sagt etwas {iber
die Struktur solcher Graphen aus:

Satz 6 ([Tut84]). Sei G ein zweifach zusammenhdingender Graph mit min-
destens zwei Kanten und sei e eine Kante von G. Dann ist entweder G — e
zweifach zusammenhdngend oder der 2-Blockbaum von G ist ein Pfad und e ist
zu jeweils einem Knoten in den Bldttern des 2-Blockbaums inzident.

Wenn ein ws-Graph also nicht zweifach zusammenhédngend ist, so ist sein 2-
Blockbaum BCT(G) ein Pfad. Zudem ergibt sich induktiv folgendes Korollar:

Korollar 2 ([Str97]). Sei G ein zweifach zusammenhdingender ws-Graph und
s der Knoten mit dem kleinsten Label. Dann hat der 2-Blockbaum von G — s
genau degg(s) Bldtter.

Der Algorithmus zur Bestimmung eines Spannbaums mit kleinem Maximal-
grad arbeitet rekursiv und verwendet eine Reihe von Zerlegungsoperationen,
die den Graphen entweder verkleinern oder in zwei Komponenten zerlegen, die
selbst wieder wohlstrukturierte Graphen sind. Durch eine geschickte Wahl der
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Beschriftung in den Komponenten konnen die ws-Spannbaume der Teilgraphen
dann zu einem ws-Spannbaum des gesamten Graphen zusammengesetzt wer-
den. Im néchsten Abschnitt werden drei grundlegende Zerlegungsoperationen
definiert.

5.2 Zerlegungsoperationen

Die erste Zerlegungsoperation teilt die inzidenten Kanten eines Separatorkno-
tens mit Grad 2 im 2-Blockbaum so auf, dass die Kanten der beiden inzi-
denten Blocke in verschiedenen Graphen sind. Die zweite Zerlegungsoperation
heifit DELETE_AND_COMBINE und ersetzt in einem zweifach zusammen-
héngenden Graphen einen Pfad vy — 29 — s — x1 — v; durch einen Pfad
vy — z — v1. Dabei haben die Knoten x1, x5 Grad 2 und z ist ein neuer Kno-
ten. Die letzte Operation verwendet ein separierendes Paar zur Zerlegung. Der
Graph wird dadurch in zwei Komponenten zerlegt, die beide zweifach zusam-
menhéngend sind.

In allen drei Fallen wird gezeigt, wie die Beschriftung gewéahlt werden muss,
um einen ws-Graphen zu erhalten und wie ein ws-Spannbaum von G aus einem
ws-Spannbaum des zerlegten Graphen konstruiert werden kann.

Lemma 3. Sei G ein ws-Graph und a € Vs ein Separatorknoten mit L(a) €
{[1],[2]}, der zu zwei Zweifachzusammenhangskomponenten inzident ist. Sei-
en G1 und Gy die Graphen, die durch Zerlegung an a entstehen. Jeder der
nachfolgenden Fdlle weist a in G und Gy Labels zu. Sei T; ein ws-Spannbaum
von G; firv=1,2. Dann ist die Vereinigung der Spannbiume Ty, Ty ein ws-
Spannbaum von G.

1. Ist L(a) = [2] und sind deg, (a) und degg, (a) gerade, so erhdlt a in einer
der beiden Komponenten das Label [2] und in der anderen das Label[o].

2. Ist L(a) = [2] und sind degq, (a) und degq,(a) ungerade, so erhdlt a in
beiden Graphen das Label [1].

3. Ist L(a) = [2] und (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) degq, (a) ge-
rade und degg, (a) ungerade, so erhdlt a entweder in G das Label [2] und

m Gy oder in G [o] und in Gy [2].

4. Ist L(a) = [1], dann (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) degg, (a)
gerade und degg, (a) ungerade und a erhdlt in Gy das Label [o] und in G

[1].

Beweis. Esist klar, dass die Graphen G; durch die angegebenen Beschriftungen
zu ws-Graphen werden und dass die Vereinigung der ws-Spannbédume 7; einen
Spannbaum von G ergibt. Es muss nur der Grad von a in T := T} UT5 iiberpriift
werden, um sicherzustellen, dass es sich bei 7" um einen ws-Spannbaum von GG
handelt.



24 5. Mehrfach zusammenhédngende Graphen mit Maximalgrad k

Abbildung 5.2: DELETE-AND-COMBINE =z, 25 bei s.

In Fall 1 sei etwa degg, (a) = 2i und degg,(a) = 2j beide gerade. Dann gilt
mit der oben angegebenen Beschriftung: degs, (a) < i+ 1 und degyp,(a) < j.
Also gilt fiir den Grad von a:

(204+2j) +2 _ degg(a) +2
2 2 '

degr(a) <i+j+1=

Alle anderen Félle lassen sich analog beweisen. O

Das néchste Lemma zeigt die zweite Zerlegungsoperation:

Lemma 4. Sei G = (V}, V4, E, L, s, t,u,z) ein ws-Graph mit |V,| > 1. Seien
1, Ty zwel zu s adjazente Knoten. Seien vy, vy der jeweils von s verschiedene
andere zu 11, ry adjazente Knoten. Sei G' der Graph, der aus G entsteht, indem
zundchst x1, xo entfernt werden. Anschlieffend wird ein neuer Knoten z zusam-
men mit Kanten zv, und zvy hinzugefiigt. Die Beschriftung bleibt unverdindert.

Der Ergebnisgraph wird mit G (xy1,xs,s) bezeichnet. Die Zerlequngsoperation
heifst DELETE_AND_COMBINE, Abbildung 5.2 zeigt ein Beispiel.

Aus einem ws-Spannbaum T" von G' kann ein ws-Spannbaum von G konstruiert
werden. Ist G zweifach zusammenhdngend, so ist G' + sz zweifach zusammen-
hdangend.

Beweis. Um aus T” einen ws-Spannbaum von G zu konstruieren werden die
Kanten sz; und sz zu 7" hinzugefiigt. Ist aulerdem die Kante v;z,i = 1,2 in
T’, so wird x;v; zu T' hinzugefiigt. Anschlieend wird z mit allen inzidenten
Kanten entfernt. Der resultierende Graph hat genau einen Kreis, der a und s
enthélt. Es liegt also eine der neuen Kanten sz, sxo auf dem Kreis. Entfernen
der entsprechenden Kante erhélt die Gradbeschréankungen und ergibt einen
ws-Spannbaum 1" von G. n

Lemma 5. Sei G ein zweifach zusammenhdngender ws-Graph, degq(s) > 4
und seien x1, Ta, x3 drei zu s adjazente Knoten. Setze G* := G—{sw1, sxa, sx3}.
Angenommen G* besitzt genau einen Separatorknoten a mit deggerg+ (a) = 4.

Sei z ein neuer Knoten. Wird G—{sxy, sxo}U{zx1, 222} an a in zwei Graphen
G, Gy zerlegt, mit a € G,z € G, so konnen Labels zu s und a in Gy und z
und a in Gy zugewiesen werden, so dass folgende Figenschaften gelten:

o (G1,G5 sind ws-Graphen.
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Abbildung 5.3: Zerlegung eines separierenden Paares.

o Aus ws-Spannbiumen T1, Ty von G, Gy kann ein ws-Spannbaum von G
konstruiert werden.

Eine solche Zerlegung ist in Abbildung 5.3 dargestellt. Da die Beschriftung so-
wohl vom Label von s, als auch von der Lage der anderen Knoten mit kleinsten
Labels, t,u abhéngt, gibt es viele Fille zu beachten. Auf eine genaue Darstel-
lung wird daher verzichtet.

Der Beweis ist ebenfalls bei Strothmann zu finden [Str97].

5.3 Der Algorithmus

Der Algorithmus unterscheidet zunéchst, ob G zweifach zusammenhéngend ist
oder nicht. Ist dies nicht der Fall, so wird ein Separatorknoten verwendet um
den Graphen geeignet zu zerlegen. Andernfalls wird der Knoten mit kleinstem
Label s verwendet um den Graphen zu zerlegen oder zu verkleinern. Als néchs-
tes folgt eine grobe Ubersicht iiber den Ablauf des Algorithmus, die genauen
Zerlegungsoperationen werden anschliefend erklart.

Algorithmus ws-SPANNBAUM
FEingabe: ws-Graph G = (V1(G), Va(G), E(G), Lg, sa, ta, ug, Ta)
und ein Wald F = (V(F), E(F)).
Ausgabe:  Modifizierter Wald F', so dass F' eingeschréinkt auf V(G)
ein ws-Spannbaum von G ist.
(1)  Wenn s ein [2}-Knoten ist und deg(s) gerade ist, gib s
das Label o], andernfalls [1].
Wenn |V5(G)| < 2 dann (a); return (F);
a := Separatorknoten, der s und x in GG separiert.
Existiert ein solcher Knoten a, dann (b); return (F);
Wenn degperp(s) = 2, dann (c); return (F);
Seien sx;, 1 = 1,2,3 drei zu s inzidente Kanten und
z;v; die von sx; verschiedene zu z;. inzidente Kante.
Sei K := {v1,vg,v3} und X := {x1, z9, 23}
Ist degq(s) = 3, dann (d); return (F);
Wenn |K| =1, dann (e); return (F);
Wenn |K| = 2, dann (f); return (F);
) (g); return(F);

\]

N N N N
D O = W
— — — — —

(7
(8
(9
(1
(a) Dasist der Basisfall. Sei V, = {s,v}, Vi = {z1, ..., x4} und d := degg(s). Ist

d gerade, so hat s Label [0]und v muss Label [2] besitzen, da es nur einen
Knoten mit Label [0] geben darf und Knoten mit Label [1] ungeraden

~— — —

o
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Abbildung 5.5: Zerlegung eines ws-Graphen mittels eines Separatorknotens.

Grad besitzen miissen. Daher induzieren die Kanten sy, ..., sz4/; und
VTgq)2, . . ., VT4 €inen ws-Spannbaum von G. Die Situation ist in Abbildung
5.4 (a) dargestellt.

Ist d ungerade, so induzieren die Kanten sz, ..., s7(411)/2 zusammen mit
den Kanten vx(441)/2, . .., v24 einen ws-Spannbaum von G, da v mindes-
tens Label [1] haben muss. Siehe Abbildung 5.4 (b).

(b) V2| > 2, G ist nicht zweifach zusammenhéngend und es gibt einen Separa-

torknoten a, der s von x separiert. Da G+ sx zweifach zusammenhéngend
ist, muss der 2-Blockbaum von G ein Pfad sein und s und x miissen in
verschiedenen Blattern des 2-Blockbaums sein. Man zerlegt G bei a in
zwei Komponenten G1, Gy, dabei sei s € V(G;). Dann sind Gy + sa und
G4 + ax zweifach zusammenhéngend. Siehe Abbildung 5.5.

Je nach Beschriftung der einzelnen Knoten muss die Beschriftung der
neuen Komponenten anders aussehen.

(i) Ist Le(s) = [o], so gilt Lg(a) = [2] und a erhilt in G; mindestens
Label [1] und in G mindestens Label [o].

(ii) Ist Lg(s) =[1]und Lg(a) =[1], so erhilt a in Gy und G5 mindestens
Label [o].

(iii) Andernfalls gilt Lg(a) = [2] und Lg(s) = [1]. In diesem Fall gibt
es keinen Knoten mit Label [o]. Dann darf es in einer Komponente, die
einen Knoten mit Label [o] enthélt, hochstens einen Knoten mit Label
geben. Da s,t,u die drei Knoten mit den kleinsten Labels sind, ist
dieser Fall abhéingig von der Lage von ¢ und w. Sei y := {t,u} \ {z}. Gilt
y € V(G;), so erhélt a in G; mindestens Label [1] und in der anderen
Komponente mindestens Label [o].

Nach Lemma 3 sind G, Gy ws-Graphen und die Vereinigung ihrer ws-
Spannbidume ein ws-Spannbaum von G.

(c) Es gilt |Va] > 2, G ist zweifach zusammenhéngend und degg(s) = 2. Seien

21, Ty die beiden Nachbarn von s. Sei v; der von s verschiedene zu z;
adjazente Knoten. Nun werden s, z1, ro mit ihren inzidenten Kanten aus
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Abbildung 5.6: Entfernen von s im Fall von degg(s) = 2.

G entfernt. Der Blockbaum des erhaltenen Graphen (G ist dann ein Pfad.
Nach Hinzufiigen der Kante v,vy wére (7 zweifach zusammenhéngend.
Siehe Abbildung 5.6.

Da der [o}Knoten entfernt wurde, gibt es hochstens einen [1}Knoten in
G. Ist einer der beiden Knoten vy, v, etwa v; ein [1}Knoten, so erhalt
vy das Label [o]. Hat v, zudem ungeraden Grad in G, so erhélt vy das

Label [1]in G.

Sei T ein ws-Spannbaum von (G;. Da s Label [0] hatte und das Label von
vy reduziert wurde, kann in 7% U s an jedem dieser Knoten eine Kante
angehingt werden. Hatte vy geraden Grad, degg(vy) = 24, so muss garan-
tiert werden, dass degp(v2) < [(2i +2)/2] = i + 1. Da die Beschriftung
von vy gedndert wurde, gilt degy. (v9) < [((2¢ — 1) 4+ 1)/2] = 4. Also kann
in T*Us eine weitere Kante bei v, angehéngt werden. Ist degy(ve) = 2i—1
ungerade, so muss degp(vy) < [((2¢ — 1) + 2)/2] = i 4+ 1 garantiert wer-
den. Es gilt degy. < [((2¢ —2) +2)/2] = i und es kann eine Kante an
vy in T U s angehéngt werden.

Sind weder v; noch v, [1}Knoten, so erhalten vy, vy das Label [1], wenn
sie nun ungeraden Grad haben. Gy enthidlt dann keinen [0} Knoten und
hochstens 3 [1}Knoten. G ist also ein ws-Graph. Ist 7" ein ws-Spannbaum
von (51, so ist es wie zuvor moglich an s, vy, v9 je eine Kante hinzuzufiigen.

Daher ist T := T* U {sz1, £1v1, X202} ein ws-Spannbaum von G.

(d) Es gilt [V5] > 2, G ist zweifach zusammenhéngend und degq(s) = 3. Die
Knoten x1, x5, x3 waren die drei zu s adjazenten Knoten und v; fiir ¢ =
1,2,3 der von s verschiedene zu z; adjazente Knoten. Die Knotenmenge
K ist definiert durch K = {v;,v9,v3}. Dieser Fall unterscheidet sich
nach |K|. Zunéchst gilt |[K| > 1, da sonst entweder |V5| = 2 oder G nicht
zweifach zusammenhéngend.

Ist |[K| = 2, so seien vq,vy zwei verschiedene Knoten von K und es
sei v; = wz. Dann ist {vy,v3} ein Separator, der {s,z;,xs, 23} vom
Rest von G trennt. Nun kann die zweite Zerlegungsoperation, DELE-
TE_AND_COMBINE, mit den Knoten s, 1, x5 angewendet werden. Da-
durch entsteht ein neuer Graph G;, dessen 2-Blockbaum zwei triviale
Blocke {s,z3} und {x3,v3} und einen nichttrivialen Block, der alle rest-
lichen Kanten von Gy enthélt, besitzt. GGy ist ein ws-Graph. Siehe Abbil-
dung 5.7.

Ist |K| = 3, so besitzt der 2-Blockbaum nach Korollar 2 genau deg(s)
Blatter. Daher existiert ein Separatorknoten a oder ein Block B mit
Grad 3 im 2-Blockbaum von G — s. Betrachte nun die Pfade, die von «
bzw. B zu den drei Bléttern des 2-Blockbaums, die die Knoten x; ent-
halten, fithren. Da es hochstens zwei von s verschiedene [1}Knoten gibt,
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Abbildung 5.7: Zerlegung von ws-Graphen im Fall von deg(s) = 3,|K| = 2.
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Abbildung 5.8: Zerlegung von ws-Graphen im Fall von deg(s) = 3,|K| = 3.

liegt auf einem der Pfade, etwa Ps, kein [1 FKnoten aufler a. Also liegen im
Graphen G — sz3 alle [1}Knoten im selben Block. Sei G; nun der Graph,
der bei Zerlegung durch DELETE_AND_COMBINE entlang der Knoten
s, x1, To entsteht. Dann ist G ist ein ws-Graph. Siehe Abbildung 5.8.

Die Konstruktion eines ws-Spannbaums von G aus einem ws-Spannbaum
von (G; funktioniert wie in Lemma 4.

(e) |Va| > 2, G ist zweifach zusammenhéngend, deg.,(s) > 4, |K| = 1. Sei
K = {v}. Entferne die Knoten x;,z, zusammen mit ihren inzidenten
Kanten. Das Vorgehen ist in Abbildung 5.9 dargestellt.

Der resultierende Graph G* ist zweifach zusammenhéngend und daher
ein ws-Graph. Jeder ws-Spannbaum von 7™ von G* kann zu einem ws-
Spannbaum 7' von G erweitert werden, indem Kanten sz, vz, hinzuge-
fiigt werden. Denn degg.(s) = degq(s) — 2, dege- (v) = deg(v) — 2 und
die Beschriftung bleibt in G* unverdndert. Daher kann in 7" an jedem
der Knoten s, v eine Kante hinzugefiigt werden.

(F) |Va| > 2, G ist zweifach zusammenhéngend, degq(s) > 4, |K| = 2. Sei
K = {v1,v3} und v; sei adjazent zu x1, x9. Fiihre die Reduktionsoperation
DELETE_AND_COMBINE fiir s, x5, x3 durch, wie in Abbildung 5.10.

Der resultierende Graph G (s, xq, z3) ist zweifach zusammenhéngend und
daher ein ws-Graph. Die Konstruktion eines ws-Spannbaums von G aus
einem ws-Spannbaum von G (s, x5, x3) funktioniert dann wie in Lemma 4.

(g) |Va| > 2, G ist zweifach zusammenhéngend, deg.(s) > 4, |K| = 3. Sei
H der Graph, der durch Entfernen der Kanten sx;,i = 1,2,3 aus GG
entsteht. Nach Korollar 2 hat der 2-Blockbaum von H vier Blatter. Daher
gibt es entweder einen Separatorknoten oder Block mit Grad 4 oder zwei
Separatorknoten/Blocke mit Grad 3 im 2-Blockbaum von G.

Lol

Abbildung 5.9: Zerlegung eines ws-Graphen mit degq(s) > 4, |K| = 1.
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Abbildung 5.10: Zerlegung eines ws-Graphen mit degq(s) > 4, |K| = 2.

e ———

Abbildung 5.11: Zerlegung eines ws-Graphen mit degq(s) > 4,|K| = 3.

Gibt es keinen Separatorknoten mit Grad 4 im 2-Blockbaum, so gibt es
zwei Knoten (Separatorknoten oder Blocke) ny, ns, die im 2-Blockbaum
Grad 3 haben, oder einen Block mit Grad 4. Im ersten Fall kann ohne
Einschrankung angenommen werden, dass n; auf jedem Pfad von x, zu
ny und auf jedem Pfad von zg zu ny liegt. Dann ist nur das Ergebnis
der Zerlegung entlang s, z,, s nicht zweifach zusammenhéngend. Also
sind zwei der Zerlegungen entlang s, xq,xs, S, x1,x3 und s, xo, x3 zwei-
fach zusammenhéngend. Im zweiten Fall sind die Ergebnisse aller drei
Zerlegungen zweifach zusammenhéngend. Siehe Abbildung 5.11.

Daher ist mindestens eine der Zerlegungen entlang s, z1, xo und s, xy, x3
zweifach zusammenhéngend, oder H besitzt einen Separatorknoten mit
Grad 4 im 2-Blockbaum.

Im ersten Fall kann mit Hilfe von Lemma 4 ein ws-Spannbaum von G be-
stimmt werden. Im zweiten Fall kann das separierende Paar {s,a} wie in
Lemma 3 aufgetrennt und ein ws-Spannbaum von G konstruiert werden.

5.4 Implementierung

Um effizient testen zu kénnen, ob ein Graph zweifach zusammenhéngend ist
und gegebenfalls einen Separatorknoten zu bestimmen, der zwei gegebene Kno-
ten separiert, wird eine spezielle Datenstruktur verwendet, die dynamisch die
Zweifachzusammenhangskomponenten eines Graphen verwalten kann. Der Zeit-
aufwand, um zu testen, ob der Graph zweifach zusammenhéngend ist und ge-
gebenfalls einen Separatorknoten zu bestimmen, sei Tqugry. Der Aufwand, um
eine Kante aus dem Graphen zu entfernen, sei TyppaTk.

Fiir die Laufzeit des Verfahrens gilt folgendes Lemma:

Lemma 6 ([CS97]). Jeder ws-Graph G besitzt einen ws-Spannbaum. Ein ws-
Spannbaum von G kann in O(n - Typpate + 1 - logn - Tquery) Zeit gefunden
werden.

Mit der Datenstruktur aus [HALT01] ist Tquery = TuppaTE = O(log" n). Die
Autoren geben sogar an, es sei TyppaTe = O(log4 n) und Tquery = O(logn)
moglich. Damit benotigt das Auffinden eines ws-Spannbaums O(nlog® n) be-
ziehungsweise O(nlog* n) Zeit.
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5.5 Zweifacher Zusammenhang

Sei G = (V, E) ein zweifach zusammenhéngender Graph. Aus G kann ein ws-
Graph konstruiert werden, indem jede Kante durch einen Knoten unterteilt
wird. Die urspriinglich vorhandenen Knoten bilden dann die Menge V5, die
Knoten, die die Kanten unterteilen sind in V. Dadurch entsteht ein ws-Graph
G'=(Vi,Vo, ') mit Vo =V, Vi ={v.:e € B} und E' = {J,_,,epltve, vaw}.
Alle Knoten aus V5 erhalten das Label [2]. Eine Kante von e = uv € E wird ge-
nau dann in den Spannbaum von G aufgenommen, wenn beide Kanten uv,, v.w,
in die e in G’ zerlegt wurde, im ws-Spannbaum von G’ enthalten sind. Da jeder
Knoten v € V in G den gleichen Grad wie in G’ hat, entsteht dadurch ein
Spannbaum T, fiir den gilt: deg,(v) < [(deg,(v)/2] + 1.

Insgesamt ergibt sich folgender Satz:

Satz 7. Jeder zweifach zusammenhdngende Graph G = (V, E) besitzt einen
Spannbaum T', so dass degp(v) < [(degq(v)/2] + 1. Ein solcher Spannbaum
kann in O(nlog*n) Zeit gefunden werden.

Hat G Maximalgrad k, so ergibt sich damit ein Spannbaum mit Maximalgrad

[k/2] + 1.

Bemerkung 1. Ist G zusdtzlich planar, so gibt es eine Datenstruktur mit
Tuppare = O(log®n) und Tquery = O(logn) [Rau94]. Dadurch ergibt sich im
planaren Fall eine Laufzeit von O(nlog®n) bei linearem Speicheraufwand. Mit
quadratischem Speicheraufwand ist sogar eine Laufzeit von O(nlogn) mdaglich

[Str97].

Zum Erreichen der Laufzeit O(nlogn) wird natiirlich nicht wirklich eine qua-
dratische Speichermenge benotigt. Sie wird angefordert, aber nicht initialisiert.
Zusétzlich wird ein Feld linearer Grofle mit Zeigern auf alle bereits initalisierten
Eintrége mitgefiihrt.

Fiir jede Speicherzelle wird neben den Nutzdaten auch ein Zeiger in die Liste
der initalisierten Zellen mitgefiithrt. Wird auf eine Speicherzelle zugegriffen, so
kann nun in konstanter Zeit entschieden werden, ob sie bereits initialisiert ist:
Zunachst wird der zugehorige Zeiger verfolgt. Zeigt er nicht in das Feld der in-
itialisierten Speicherzellen, so ist die Zelle nicht initalisiert. Zeigt sie dort hin,
so zeigt der zugehorige Eintrag wiederum auf eine bereits initialisierte Spei-
cherstelle. Ist dies wieder die Ausgangszelle, so ist sie initialisiert, andernfalls
kann sie initialisiert werden, indem ein neuer Eintrag im Feld der initialisierten
Eintrége eingefiigt wird.

Damit kann in konstanter Zeit gepriift werden, ob eine Zelle initialisiert ist. Da
die Graphen nur lineare Kantenanzahl besitzen kann damit die Adjazenzma-
trix des Graphen verwaltet werden ohne O(n?) Zeit fiir die Initialisierung zu
benétigen.
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5.6 Anwendung auf das Matching-Problem

Sei GG ein zweifach zusammenhéngender Graph mit Maximalgrad k. Berechnet
man in einem solchen Graphen G nun zunéchst einen Spannbaum mit Ma-
ximalgrad [(k 4+ 2)/2] und bestimmt anschlieflend in diesem Baum mit dem
Algorithmus aus Abschnitt 3.1 ein Matching, so ergibt sich folgender Satz:

Satz 8. Sei G ein zweifach zusammenhdngender Graph mit Mazimalgrad k, k
sei eine Konstante. Dann besitzt G ein Matching der Grifie 2(n—1)/(k+3). Ein
solches Matching kann deterministisch in O(nlog*n) Zeit gefunden werden.

Beweis. Die Existenz des Matchings folgt direkt aus der Existenz eines Spann-
baums mit Maximalgrad [(k + 2)/2] < (k+3)/2 und Satz 2 aus Kapitel 3. Die
Laufzeit fiir das Auffinden des Matchings im Spannbaum ist linear. Die Ge-
samtlaufzeit wird also durch die Laufzeit fiir das Berechnen des Spannbaums
dominiert. O

Im Fall von planaren Graphen l&dsst sich die Laufzeit mit Bemerkung 1 auf
O(nlog®n) Zeit bei linearem Speicherbedarf und auf O(nlogn) Zeit bei qua-
dratischem Speicherbedarf verbessern.

5.7 d-facher Zusammenhang

Die Schranke fiir die Existenz von Matchings in Graphen mit Maximalgrad
k lasst sich weiter verschéirfen, wenn man stédrkeren Zusammenhang fordert.
Strothmann zeigt weiter folgenden Satz:

Satz 9 ([Str97]). Jeder d-fach zusammenhdngende Graph mit Mazimalgrad k
besitzt einen Spannbaum mit Mazimalgrad hochstens [(k + 2d — 2)/d].

Mit dem Algorithmus aus Kapitel 3 kann in diesem Spannbaum dann ein grofi-
tes Matching berechnet werden:

Korollar 3. Sei G ein d-fach zusammenhdngender Graph mit Maximalgrad k.
Dann besitzt G ein Matching M mit |[M| > d(n —1)/(k + 3d — 2).

Beweis. Nach Satz 9 besitzt G einen Spannbaum mit Maximalgrad hochstens
[(k+2d—2)/d]| < (k+3d—2)/d. Daher findet Algorithmus 1 aus Kapitel 3
darin ein Matching der GroBe mindestens d(n — 1)/(k + 3d — 2). O

Ein solcher Spannbaum kann in Polynomialzeit mit dem Algorithmus von Fiirer
und Raghavachari [FR92] gefunden werden. Die Laufzeit ist aber schlechter als
die des Algorithmus von Micali und Vazirani [MV80], der ein grofites Matching
berechnet. Daher ist nur die Aussage zur Existenz interessant.

Ist der Graph planar, so gibt es bessere Schranken, die neben dem Zusammen-
hang auch den Minimalgrad mit einbeziehen [NB79]. Algorithmen fiir vierfach
zusammenhéngende planare Graphen werden in Kapitel 7 vorgestellt. Kapitel
8 befasst sich mit dreifach zusammenhéngenden planaren Graphen.






6 Graphen mit Maximalgrad 3

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit einer speziellen Klasse von Graphen mit
beschranktem Maximalgrad, ndmlich Graphen, deren Maximalgrad 3 ist. In
diesen Graphen sind die bisher angegebenen Verfahren und Schranken nicht
sehr gut. Ziel dieses Kapitels ist es ein Verfahren anzugeben, das in einem
Graphen G mit n Knoten, ny Knoten vom Grad 2 und /¢ Bléttern im 2-
Blockbaum ein Matching der Gréfle (3n — ny — 2¢5)/3 findet. Dies entspricht
genau der von Biedl et al. angegebenen Schranke [BDD'04]. Sie geben auch
Beispiele von Graphen fiir die diese Schranke scharf ist. Allerdings verwenden
diese Beispiele keine oder nur wenige Knoten mit Grad 2. Sie fragten daher
nach Beispielen mit einer nennenswerten Anzahl von Knoten mit Grad 2. Im
néachsten Abschnitt wird gezeigt, dass diese Schranke auch dann scharf ist,
wenn etwa ein Drittel aller Knoten Grad 2 hat. Der angegebene Algorithmus
ist also optimal in dem Sinne, dass kein Algorithmus auf dieser Graphenklasse
eine bessere Schranke garantieren kann.

6.1 Eine scharfe Schranke

In Graphen mit Maximalgrad 3, mit n Knoten, davon ny Knoten vom Grad
2 und ¢, Bléttern im 2-Blockbaum existiert stets ein Matching der Grofle
(3n — ny — 205)/6. Biedl et al. fragen, ob es Beispielgraphen gibt, die diese
Schranke erreichen und eine signifikante Anzahl von Knoten vom Grad 2 ent-
halten [BDD*04]. Hier wird nun eine Familie von Graphen vorgestellt, fiir die
diese Schranke scharf ist und bei denen zirka ein Drittel der Knoten Grad
2 hat. Da es sich bei den Graphen um B&dume handelt, ist die Anzahl der
Blatter im 2-Blockbaum /5 genau die Anzahl der Knoten mit Grad 1. Abbil-
dung 6.1 zeigt einen Graphen Gy, fiir den die Schranke (3n —ny — 20)/6 =
(3-10 =2 —2-5)/6 = 3 scharf ist. Die hervorgehobenen Kanten bilden ein
grofftes Matching. Der Knoten w wird als Wurzel des Graphen G, bezeich-
net. Das grofite Matching M,,;, kann so gewihlt werden, dass die Wurzel w
frei ist.

Zwei dieser Graphen kénnen zu einem grofleren Beispiel, fiir das die Schranke
scharf ist, zusammengesetzt werden. Dazu werden zwei identische Kopien G,
und G ;, mit Wurzeln w und w’ mit zwei neuen Knoten und drei neuen Kanten
wie in Abbildung 6.2 zusammengesetzt. Der so entstandene Graph besitzt eine
neue Wurzel v. Die Kardinalitédt eines grofiten Matchings in diesem Graphen
ist [ M| = 2|Muin| + 1. Das entspricht genau der Schranke von Biedl et al. Das
Matching in Abbildung 6.2 ist gerade das Matching, das Algorithmus 1 aus

Kapitel 3 mit v als Wurzel findet, wenn bei der Tiefensuche immer zuerst das
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Abbildung 6.1: Graph mit zehn Knoten, fiinf Bléttern,
zwei Knoten vom Grad 2 und einem grof3-
ten Matching der Kardinalitét 3.

linke Kind besucht wird. Daher ist klar, dass es sich tatsdchlich um ein grofites
Matching handelt.

Abbildung 6.2: Zusammensetzen zweier kleiner Beispiele
zu einem grofleren.

Diese Konstruktion lisst sich verallgemeinern: Sei G ein solcher Graph mit
Wurzel w, fiir den obige Schranke scharf ist. Abbildung 6.3 zeigt, wie man G um
einen Graphen G,;, und zwei weitere Knoten vergroflern kann und ein weiteres
Beispiel erhélt, fiir das die Schranke scharf ist. Sei n’ die Anzahl der Knoten
von G, n), die Anzahl der Knoten mit Grad 2 in G und ¢’ die Anzahl der Blétter
von G. Da wir annehmen, dass GG die Schranke von Biedl et al. erreicht, gilt also
|M'| = (3n" — nfy, — 20) /6 fiir jedes groBite Matching M’ in G. Fiir die Anzahl
der Knoten n im neu konstruierten Graphen gilt: n = n’ 4+ 12. Die Anzahl
der Knoten vom Grad 2 ist ny = n} + 4, die Anzahl der Blétter { = ¢ + 4.
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Ein grofites Matching in diesem Graphen besitzt Kardinalitét |[M| = |[M'| 4 4.
Das Matching aus Abbildung 6.3 entspricht wieder dem Matching, das der
Algorithmus aus Kapitel 1 mit v als Wurzel findet und ist daher groftmoglich.

Fiir diesen neuen Graphen ist die Schranke (3n — ny — 2¢)/6 wiederum scharf:
(Bn—ne—20)/6 = (3(n'4+12)—(n'+4)—2('+4))/6 = (3n'—n'—20") /6+24/6 =
|M'| + 4.

Abbildung 6.3: Vergréflern eines Gegenbeispiels um zwolf Knoten

Sei Gy := Gy und G, der Graph, der durch Anhéngen von G, an G,
entsteht. Alle Graphen dieser Familie erreichen die Schranke von Biedl et al.
Die Anzahl der Knoten des Graphen G,, ist dabei 12 - n + 10, die Anzahl der
Knoten mit Grad 2 im Graphen G, ist 4 - n + 2. Wegen
4-n+2

lim ——— =1/3

B PR R
folgt, dass jeweils zirka ein Drittel aller Knoten Grad 2 besitzt. Die Schranke ist
also optimal im folgenden Sinn: Es ist nicht moglich die Schranke zu verbessern,
ohne dabei eine grofie Anzahl von Knoten mit Grad 2 vorauszusetzen.

6.2 3-reguldre Graphen ohne Briicken

Ein 3-reguldrer Graph G ist ein Graph, in dem jeder Knoten Grad 3 besitzt.
Eine Briicke ist eine Kante, nach deren Entfernung ein Graph in zwei Kom-
ponenten zerfillt. Biedl et al. [BBDLO1] geben ein Verfahren an, um in einem
3-reguldaren Graphen, der keine Briicken enthélt, ein perfektes Matching zu fin-
den. Die Laufzeit des Algorithmus betrigt O(nlog®(n)). Im Falle von planaren
Graphen geben sie sogar einen Algorithmus an, der perfekte Matchings in Li-
nearzeit findet. Da im Folgenden der Algorithmus fiir nichtplanare Graphen
eine wichtige Rolle spielt, wird er hier vorgestellt.
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Das Verfahren setzt nicht voraus, dass der Graph schlicht ist, es sind also auch
Graphen mit Mehrfachkanten als Eingabe gestattet. Weiter muss der Graph
nicht zusammenhéngend sein. Petersen [Pet91] zeigte schon 1891, dass ein 3-
reguldrer Graph ohne Briicken ein perfektes Matching besitzt. Im Basisfall ist
jede Kante eine Dreifachkante. Dann kann einfach eine der 3 Kanten in jeder
Komponente gewahlt werden, um ein perfektes Matching zu erhalten.

Besteht der Graph nicht nur aus Dreifachkanten, so existiert eine Kante, die
keine Dreifachkante ist. Da der Graph 3-reguldr ist, ist entweder diese Kante
oder eine zu ihr inzidente Kante eine einfache Kante e = vw. Diese Kante
heifit Reduktionskante. Seien a,b und w die drei Nachbarn von v und ¢, d und
v die drei Nachbarn von w. Die Situation ist in Abbildung 6.4 dargestellt. Da
e einfach ist, gilt a,b # w und ¢, d # v. Einige der Knoten a, b, ¢ und d kénnen
gleich sein.

oder

Abbildung 6.4: Gerade- und Uber-Kreuz-Reduktion

Der Graph kann reduziert werden, indem die beiden Knoten v und w entfernt
werden und dafiir zwei neue Kanten eingefiigt werden, die a,b,c und d ver-
binden. Dabei gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder konnen a mit ¢ und b mit
d verbunden werden, diese Reduktion heiflit gerade Reduktion. Oder es kon-
nen a mit d und b mit ¢ verbunden werden, was wir als Uber-Kreuz-Reduktion
bezeichnen. Die beiden Reduktionen sind in Abbildung 6.4 zu sehen.

Ein Lemma von Konig [Kén36] besagt, dass eine dieser beiden Reduktionen
zu einem Graphen ohne Briicken mit der gleichen Anzahl an Zusammenhangs-
komponenten wie im Originalgraphen fithrt. Wird also die richtige Reduktion
gewihlt, so besitzt der entstehende Graph nach dem Satz von Petersen wie-
derum ein perfektes Matching. Dieses Matching kann zu einem Matching im
Originalgraphen erweitert werden:

e Ist keine der beiden Reduktionskanten im Matching enthalten, so kann
M durch Hinzunahme von vw zu einem perfekten Matching im Original-
graphen erweitert werden, siche Abbildung 6.5.

e [st genau eine der Reduktionskanten im Matching enthalten, so muss
diese aus M entfernt werden, da sie im Originalgraphen nicht vorhanden
war. Dadurch werden die beiden Endknoten der Reduktionskante frei und
kénnen wie in Abbildung 6.6 zu v und w gematcht werden.

e Sind beide reduzierten Kanten im Matching enthalten, so existiert ein
alternierender Kreis, der eine der reduzierten Kanten enthalt [Kén36.
Durch Umdrehen des alternierenden Kreises entsteht ein neues perfektes
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Matching, das entweder eine oder beide reduzierten Kanten nicht mehr
enthélt.

oder

Abbildung 6.5: Erweiterung des Matchings, wenn keine
Reduktionskante im Matching ist.

Abbildung 6.6: Erweiterung des Matchings, wenn genau ei-
ne Reduktionskante im Matching ist.

Eine direkte Umsetzung dieses Verfahrens fithrt zu einem Algorithmus mit
quadratischer Laufzeit. Aber es geht auch schneller: Biedl et al. zeigen, dass
das Matching direkt so konstruiert werden kann, dass eine fest gegebene Kante
nicht verwendet wird. Dadurch wird das Suchen eines alternierenden Kreises
vermieden, da das Matching im reduzierten Graphen direkt so konstruiert wird,
dass eine der reduzierten Kanten nicht im Matching enthalten ist. Um zu ent-
scheiden, welche der beiden Reduktionsméoglichkeiten, gerade oder Uber-Kreuz-
Reduktion, die richtige Wahl ist, verwenden sie eine dynamische Datenstruktur
fir den zweifachen Kantenzusammenhang von Holmet et al. [HALTO01]. Diese
Datenstruktur erlaubt Einfiigen und Léschen von Kanten in einen Graphen,
sowie Anfragen, ob zwei Knoten durch zwei kantendisjunkte Pfade miteinander
verbunden sind, in O(log* n) Worst-Case-Zeit. Die Wahl der richtigen Reduk-
tion kann damit durch Ausprobieren in O(log®n) Zeit pro Reduktionsschritt
durchgefiihrt werden: Versuche zunéchst die gerade Reduktion. Dann kann in
O(log* n) Zeit festgestellt werden, ob der resultierende Graph noch zweifach
zusammenhéngend ist. Ist dies nicht der Fall, so wird die Reduktion riickgéngig
gemacht, und wir wissen, dass die Uber-Kreuz-Reduktion zu einem zweifach
zusammenhéngenden Graphen fiihrt.

Dadurch ergibt sich ein Algorithmus, der in O(n log® n) Zeit in einem 3-reguli-
ren Graphen, der keine Briicken enthélt, ein perfektes Matching findet. Dabei
kann zu Beginn eine Kante angegeben werden, die im konstruierten Matching
nicht enthalten sein soll.



38 6. Graphen mit Maximalgrad 3

Weiterhin zeigen Biedl et al., dass es sogar moglich ist zwei Kanten e]'™, el™

anzugeben, die nicht im konstruierten Matching enthalten sein sollen. Dazu
werden die beiden Kanten durch je einen Knoten unterteilt und es wird eine
neue Kante ey eingefiigt, die die beiden neuen Knoten miteinander verbindet,
siehe Abbildung 6.7. Nun wird ein perfektes Matching in diesem Graphen kon-
struiert und, notigenfalls durch Umdrehen eines Kreises, der ej; enthélt, dafiir
gesorgt, dass ey in diesem Matching enthalten ist. Dieses Umdrehen ist in Li-
nearzeit moglich [BBDLO1]. Dadurch sind die Kanten, die durch Unterteilung

von XM und el™ entstanden sind, nicht im Matching enthalten. Entfernen der

hinzugefiigten Knoten fiihrt zu einem perfekten Matching von G, das ef™ und

eX™ nicht enthélt.

Abbildung 6.7: Konstruktion eines Matchings, das zwei
Kanten ef™ und e nicht enthlt.

Mit dieser Verbesserung ist es moglich in einer etwas grofleren Graphenklasse
perfekte Matchings in O(nlog*n) Zeit zu konstruieren.

In diesem Kapitel wird ein Begriff &hnlich dem 2-Blockbaum verwendet. Al-
lerdings ist dieser Fall einfacher, da keine eigenen Knoten fiir Separatorkno-
ten notig sind, denn jeder Separatorknoten ist auch zu einer Briicke inzident.
Der Blockbaum eines Graphen ist der Baum der zweifach kantenzusammen-
hingenden Komponenten, dessen Kanten die Briicken des Graphen sind. Da
fiir Graphen mit Maximalgrad 3 die Begriffe zweifacher Knotenzusammenhang
und zweifacher Kantenzusammenhang identisch sind, unterscheidet sich dieser
Baum hinsichtlich der Zahl der Blétter nicht von der anderen Definition.

Das Theorem von Petersen besagt eigentlich, dass jeder 3-regulire Graph G,
dessen Blockbaum hochstens zwei Blétter hat, ein perfektes Matching besitzt.
Ein solches Matching kann in O(nlog*n) Zeit konstruiert werden [BBDLO1].
Dazu werden zunéchst alle Briicken entfernt. Dadurch entstehen in jeder Kom-
ponente des Graphen bis zu zwei Knoten mit Grad 2. Diese werden ebenfalls
entfernt und die losen Ende ihrer inzidenten Kanten werden verbunden. Diese
neuen Kanten werden als Nicht-Matching-Kanten gekennzeichnet. Nun wird in
jeder Komponente ein perfektes Matching berechnet, das die Nicht-Matching-
Kanten nicht enthélt. Die Vereinigung all dieser Matchings und aller Briicken
ist ein perfektes Matching in GG. Das Vorgehen ist in Abbildung 6.8 dargestellt.

Biedl et al. merken an, dass das Einfiigen der zusétzlichen Kante ey die Plana-
ritdt nicht erhélt. Daher léasst sich ihr Linearzeitalgorithmus fiir die einzelnen
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Zweifachzusammenhangskomponenten nicht direkt fiir planare 3-regulire Gra-
phen, deren Blockbaum ein Pfad ist, verwenden. Mit einem Trick ist es aber
moglich trotzdem die Planaritit auszunutzen:

Ist der Graph G planar und sein Blockbaum ein Pfad, so kann G wie zuvor in
Komponenten zerlegt werden. Diese sind dann ebenfalls planar. Dann kann in
insgesamt O(n) Zeit in allen Komponenten ein perfektes Matching berechnet
werden. Diese Matchings haben noch nicht ganz die notigen Eigenschaften,
um zu einem perfekten Matching des ganzen Graphen erweitert zu werden.
Es ist jedoch klar, dass ein geeignetes Matching existiert. Entfernt man nun
in jeder der Komponenten die beiden Kanten ™ N so werden dadurch in
jeder Komponente hochstens vier Knoten frei. In jeder Komponente miissen
also hochstens zwei augmentierende Pfad berechnet werden. Wichtig ist dabei,
dass die augmentierenden Pfad lokal in den Komponenten berechnet werden
kénnen. Sei k die Anzahl der Komponenten, und n; die Anzahl der Knoten
von Komponente 7, so ist insgesamt ein Aufwand von O(Zf:1 n;a(n;)) notig.
Es gilt a(n;) < a(n) und Zf:o n; < n, da jeder Knoten in hochstens einer
Komponente ist. Damit ergibt sich ein Gesamtaufwand von O(na(n)), um in
planaren 3-regulédren Graphen, deren 2-Blockbaum ein Pfad ist, ein perfektes
Matching zu berechnen. Das folgende Lemma fasst dies zusammen:

Lemma 7. Sei G ein planarer 3-reguldrer Graph, dessen 2-Blockbaum ein Pfad
ist. Dann kann ein perfektes Matching in O(na(n)) Zeit berechnet werden.

Leider lésst sich diese Verbesserung fiir planare Graphen im Folgenden aber
nicht weiterverwenden.

6.3 Beliebige 3-reguldre Graphen

Im vorigen Abschnitt wurde ein Verfahren von Biedl et al. [BBDLO1| vor-
gestellt, mit dem in 3-reguldren Graphen, deren 2-Blockbaum maximal zwei
Blitter besitzt, ein perfektes Matching in O(nlog® n) Zeit gefunden werden
kann. Biedl et al. zeigen, dass ein 3-reguldrer Graph, dessen 2-Blockbaum /s
Blétter besitzt, stets ein Matching der Grofe (3n — 205)/6 besitzt [BDDT04].
Dieser Abschnitt hat das Ziel, diese Schranke unter Verwendung des Verfah-
rens aus dem vorigen Abschnitt zu erreichen. Dazu wird die Aussage zunéchst
erneut bewiesen, allerdings ist der Beweis im Gegensatz zum Beweis von Biedl
et al. konstruktiv. Anschliefend wird gezeigt, wie sich der aus dem Beweis
resultierende Algorithmus effizient implementieren lasst.

Sei GG ein 3-reguldrer Graph, dessen 2-Blockbaum /5 Blétter besitzt. Die Grund-
idee ist, geschickt Blétter aus dem 2-Blockbaum abzuschneiden, indem gewisse
Briicken gel6scht oder ersetzt werden. Um den Graphen weiterhin 3-regulér zu
halten, werden Hilfsknoten hinzugefiigt. Als Basisfall dient der Algorithmus
von Biedl et al. aus dem vorigen Abschnitt. Es wird eine etwas stiarkere Anfor-
derung an das Matching gestellt, ndmlich dass nur Knoten, die zu einer Briicke
inzident sind, frei sein diirfen.
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Abbildung 6.8: Schritte bei der Berechnung von perfekten Matchings in 3-reguléren
Graphen, deren Blockbaum ein Pfad ist.

Satz 10. Sei G ein 3-requldrer Graph, dessen Blockbaum (5 Bldtter besitzt.
Dann besitzt G ein Matching M mit |M| > (3n — 2{3)/6. Ferner kann M
so gewdhlt werden, dass jeder Knoten, der nicht zu einer Briicke inzident ist,
gematcht ist.

Beweis. Der Beweis erfolgt induktiv iiber die Anzahl der Bléatter des Block-
baums.

Gilt ¢5 < 4, so befinden wir uns in einem der Basisfille:

Fiir {5 = 1,2 existiert sogar ein perfektes Matching. Dieses Matching erfiillt
alle Aussagen des Satzes.

Der Fall /5 = 3 erfordert eine Fallunterscheidung. Im ersten Fall existiert ein
Knoten v, nach dessen Entfernung der Graph in drei Komponenten zerfallt.
Dann lésst sich der Graph wie in Abbildung 6.9 durch Entfernen der zu v
inzidenten Kanten aufschneiden und zerféllt in die dort abgebildeten Kompo-
nenten. Die drei Komponenten mit mehr als einem Knoten enthalten jeweils
genau einen Knoten mit Grad 2 und kénnen durch Hinzunahme eines Hilfsgra-
phen H (siehe Abbildung 6.9) 3-regulir gemacht werden. Mit dem Algorithmus
von Biedl et al. kann nun in jeder der 3 Komponenten ein perfektes Matching
berechnet werden. Nach Entfernen des Hilfsgraphen H ist dann in jeder Kom-
ponente nur der Knoten mit Grad 2 frei. Einer dieser Knoten kann nun noch
zum Knoten v gematcht werden. Es sind alson—2 = (3n—6)/3 = (3n—2(;)/3
Knoten gematcht. Die freien Knoten sind sdmtlich zu einer Briicke inzident.
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Abbildung 6.9: Abschneiden von Bléttern im Fall von 5 = 3, wenn ein Knoten v zu
drei Briicken inzident ist.

Nehmen wir nun an, dass kein solcher Knoten v existiert. Beginne in einem
beliebigen Blatt ¢ des Blockbaums und gehe entlang der Briicken bis zu einer
Komponente, die im Blockbaum Grad 3 hat. Durch Entfernen der zuletzt be-
nutzen Briicke zerfillt der Graph in zwei Komponenten C und C’, deren Block-
baume beide Pfade sind und die jeweils einen Knoten vom Grad 2 enthalten.
Diese bezeichnen wir mit v9(C') bezichungsweise v2(C’). Die Komponente ',
die ¢ enthéilt, heifit abgeschnittenes Blatt. Die andere Komponente C' enthélt
noch mindestens eine weitere Briicke, die nicht zu ve(C') inzident ist, da nur
ein Blatt des 2-Blockbaums entfernt wurde und bei Inzidenz zu v, (C) Fall 1
vorliegen wiirde. Trenne auch entlang dieser Briicke ein Blatt ab. Ahnlich wie
im Fall 1 entstehen dadurch drei Komponenten, deren Blockbdume Pfade sind,
siehe Abbildung 6.10. In den zwei Komponenten mit genau einem Knoten vom
Grad 2 kann wie in Fall 1 durch Anfiigen des Hilfsgraphen H ein Matching
bestimmt werden, das nur den Knoten vom Grad 2 frei lasst. Die dritte Kom-
ponente enthélt zwei Knoten vom Grad 2, v und v. Dieser Teilgraph wird durch
Hinzufiigen einer neuen Kante e = wv 3-regulér. Im Blockbaum dieser Kom-
ponente entstehen dadurch keine zusétzlichen Bléatter. In dieser Komponente
kann also ein perfektes Matching bestimmt werden. Ist die Kante e nicht in
diesem Matching enthalten, so ergibt sich insgesamt ein Matching mit nur zwei
freien Knoten. Diese sind jeweils zu einer Briicke inzident. Ist die Kante e im
Matching enthalten, so muss sie wieder entfernt werden. Die Knoten v und v
konnen dann zu den freien Knoten in den abgeschnittenen Bléattern gematcht
werden. Dadurch entsteht sogar ein perfektes Matching. Die Reduktion ist in
Abbildung 6.10 dargestellt.

Der letzte Basisfall ist der Fall mit /5 = 4. Es gibt also zwei Blétter, die wie zu-
vor abgeschnitten werden konnen. Die dritte Komponente, die dabei entsteht,
nennen wir im Folgenden Hauptkomponente. Analog wie zuvor existiert in den
abgeschnittenen Blattern ein Matching, das nur einen Knoten frei ldsst, ndm-
lich den Knoten, der zur entfernten Briicke inzident ist. Die Hauptkomponente
besitzt nun zwei Knoten u, v vom Grad 2 und ihr Blockbaum ist ein Pfad. Nach
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Abbildung 6.10: Abschneiden von Blattern im Fall von ¢35 = 3, wenn kein Knoten
zu drei Briicken inzident ist.

Hinzufiigen einer zusétzlichen Kante e = uwv existiert in dieser Hauptkompo-
nente also ein perfektes Matching. Nach dem Entfernen der Kante e gibt es
zwei Fille: e war im perfekten Matching enthalten, dann werden die Knoten
u und v frei und kénnen mit jeweils inzidenten freien Knoten aus den abge-
schnittenen Bléattern gematcht werden. In diesem Fall ist das Matching perfekt.
Andernfalls bleiben die beiden Knoten aus den abgeschnittenen Blédttern die
einzigen freien Knoten. Diese sind beide zu Briicken inzident. Dieses Matching
besitzt die GroBe (n —2)/2 > (3n —2-4)/6 = (3n — 2(5) /6.

Nun erfolgt der Induktionsschritt. Die Grundidee ist, immer geschickt drei
Blétter des Blockbaums zu entfernen, so dass sich die Losung nicht zu stark
verschlechtert. Zur Einhaltung der Schranke (3n — 2¢)/6 diirfen durch das
Abschneiden von drei Blattern héchstens zwei Knoten zusétzlich frei bleiben.
Zunéachst ist es wichtig sicherzustellen, dass es stets moglich ist, drei Blatter
zu finden, nach deren Entfernung tatsiachlich auch drei Blédtter weniger im
Blockbaum des Restgraphen vorhanden sind. Anschliefend muss sichergestellt
werden, dass durch das Abschneiden der Blatter das Matching nicht zu schlecht
wird.

Sei also nun ¢ > 5. Beginne in einem Blatt des Blockbaums und laufe entlang
der Briicken bis zu einem Knoten mit Grad mindestens 3. Die zuletzt verwen-
dete Briicke kann zum Abschneiden des Blattes verwendet werden. Abbildung
6.11 zeigt die Situation. Jedes Blatt besitzt einen Zeiger auf eine Briicke, an
der es abgeschnitten werden kann, so dass die Anzahl der Blédtter des Block-
baums sinkt. Besitzt der Knoten des Blockbaums, an dem abgeschnitten wird,
nach Entfernen dieser Briicke immer noch mindestens Grad 3, so ist nichts
weiter zu tun. Dies ist der Fall, wenn in Abbildung 6.11 etwa das Blatt ¢ zum
Abschneiden gewéhlt wird. Wird jedoch beispielsweise das Blatt u gew#hlt,
so sinkt der Grad von w auf 2 ab, und es existiert ein weiteres Blatt v, das
zuvor an dieser Stelle abgeschnitten werden sollte. Ein Abschneiden an dieser
Stelle wiirde aber nicht mehr zu einer Reduktion der Blétter im Blockbaum
fithren, da w anschlieBend Grad 1 besdfle und damit zu einem Blatt wiirde.
Dieses eine Blatt kann also zunéchst nicht sinnvoll abgeschnitten werden und
wird aus der Liste der moéglichen Blétter zum Abschneiden entfernt. Darin sind
nun noch immer mindestens drei Blitter enthalten. Davon kann wieder eines
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beliebig gewéhlt werden. Analog wie zuvor wird dadurch héchstens ein Blatt
unbrauchbar. Dann ist aber immer noch mindestens ein Blatt vorhanden, das
abgeschnitten werden kann. Werden nun die drei gewéahlten Briicken entfernt,
so zerfillt der Graph in vier Komponenten: Drei Zweigkomponenten, die je-
weils ein Blatt des Blockbaums enthalten, und die Hauptkomponente, die drei
Knoten vom Grad 2 enthélt.

v

Abbildung 6.11: Abschneiden des Blattes u verbietet Abschneiden von v.

Nachdem die Existenz von drei Blattern, nach deren Entfernung die Anzahl
der Blatter im 2-Blockbaum um drei sinkt, sichergestellt ist, konnen diese drei
Blatter nun durch Entfernen der zugehorigen Briicken abgeschnitten werden.
Wie zuvor kann jeder der drei abgeschnittenen Zweige mit einem Hilfsgraphen
H zu einem 3-regulédren Graphen erweitert werden, dessen 2-Blockbaum ein
Pfad ist. In jeder der drei abgeschnittenen Komponenten existiert dann ein
Matching, bei dem nur der Knoten frei ist, der zur abgeschnittenen Briicke
inzident ist. Die Hauptkomponente enthélt nun drei Knoten vom Grad 2. Dies
wird abgefangen, indem ein neuer Knoten A vom Grad 3 hinzugefiigt wird,
der zu jedem der drei Knoten vom Grad 2 verbunden wird. Dadurch wird die
Hauptkomponente 3-regulér. Die Situation ist in Abbildung 6.12 dargestellt.
Da die Hauptkomponente schon zuvor zusammenhéngend war, zerfallt sie nicht
durch Entfernen einer der drei neu hinzugefiigten Kanten. Der Knoten h ist
also nicht zu einer Briicke inzident. Nach Induktionsvoraussetzung existiert in
der Hauptkomponente ein Matching, bei dem hochstens 2(¢; — 3)/3 Knoten
frei sind. Weiterhin sind diese freien Knoten sdmtlich zu einer Briicke inzident.
Insbesondere ist der neu hinzugefiigte Knoten h nicht frei. Er muss daher zu
einem der Knoten, an denen ein Blatt abgeschnitten wurde, gematcht sein.
Um ein Matching im Originalgraphen zu erhalten, muss der Knoten h entfernt
werden. Dadurch wird der Knoten, zu dem er gematcht war, frei und dieser
kann zu dem freien Knoten im zugehorigen abgeschnittenen Zweig gematcht
werden. Im resultierenden Matching sind nur 2(¢; — 3)/3 4+ 2 = 2(5/3 Knoten
frei. Diese sind nach Konstruktion und Induktionsvoraussetzung zu Briicken
inzident. O

Dieser konstruktive Beweis der Schranke von Biedl et al. lasst sich nun leicht
in einen Algorithmus umwandeln, der ein solches Matching tatséchlich findet.
Als Basisfall wird dabei der Algorithmus aus Abschnitt 6.2 verwendet. Die
genaue Implementierung und Laufzeitabschiatzung wird im néchsten Kapitel
vorgestellt. Anschliefend folgt noch eine leichte Verallgemeinerung auf eine
etwas groflere Graphenklasse.
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v

Abbildung 6.12: Abschneiden von drei Blattern und Wiederherstellung der 3-
Regularitdt der Hauptkomponente

6.4 Implementierung

Der Beweis aus dem vorherigen Abschnitt fithrt direkt zu einem Verfahren um
in einem 3-reguldren Graphen G, dessen 2-Blockbaum /5 Blétter besitzt, ein
Matching M mit |[M| > (3n — 2¢3)/6 zu finden. Der Algorithmus lésst sich so
implementieren, dass er eine Laufzeit von O(nlog* n) Zeit benétigt.

Algorithmus 2 : MatchThreeRegularGraph
Eingabe : 3-regulidrer Graph G, 2-Blockbaum 7 von G
Ausgabe : Matching M der Grofle (3n — 205)/6
Beginn
wenn ¢/, < 4 dann
Berechne M wie im Beweis zu Satz 10.
L gib M zuriick
Finde drei Blétter und schneide sie ab.
G’ «— Hauptkomponente (mit Hilfsknoten 3-regulér)
7" «+— Blockbaum von G’
(C4, Cy, C3) < abgeschnittene Zweigkomponenten
M < MatchThreeRegularGraph(G’, 7")
Berechne Matchings My, My, M3 in Cy, Cy, C3 mit dem Algorithmus
von Biedl et al. [BBDLO1].
M<—MUM1UM2UM3
Entferne zu Hilfsknoten inzidente Kante aus M.
Fiige Kante zwischen frei gewordenem Knoten und Knoten aus Zweig
zu M hinzu.

gib M zuriick
Ende

Zur Analyse der Laufzeit kiimmern wir uns zunéchst um die schnelle Bestim-
mung der Briicken zum Abschneiden von Bléttern, sowie die Berechnung des
Blockbaums der Hauptkomponente.

Lemma 8. Gegeben einen 3-requliren Graphen G, so ist es maglich in O(na(n))
Gesamtzeit wiederholt drei Zweige zum Abschneiden von Bldttern zu bestim-
men, die Zweige zu entfernen, die Grad-2-Knoten der Hauptkomponente mit
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Abbildung 6.13: Kontraktion der Knoten zwischen a,b und c.

einem neuen Knoten zu verbinden und den Blockbaum T der Hauptkomponente
zu aktualisieren. Die Prozedur stoppt, wenn T weniger als finf Bldtter hat.

Beweis. Zu Beginn wird der 2-Blockbaum 7 einmal berechnet. Mit dem Algo-
rithmus von Tarjan [Tar72] benotigt dieser Schritt Linearzeit.

Zunéchst wird ein beliebiger Knoten w von 7 als Wurzel bestimmt und alle
Kanten zu w gerichtet. Weiter wird eine Liste £ aller Blétter von 7 verwaltet.
Zusétzlich zum Blockbaum werden die folgenden Schnittinformationen mitge-
fithrt: Jedes Blatt besitzt einen Zeiger auf die Briicke, an der es abgeschnitten
werden kann. Fiir jeden Knoten wird eine Liste aller Bldtter verwaltet, die an
einer eingehenden Kante abgeschnitten werden koénnen.

Zunéchst werden drei Blatter zum Abschneiden bestimmt. Wie im Beweis zu
Satz 10 gesehen, konnen drei solche Blitter gefunden werden. Dadurch wer-
den hochstens drei Blétter ungiiltig und kénnen nicht mehr an der Stelle ab-
geschnitten werden, auf die sie zeigen. Diese werden markiert. Mit Hilfe der
Schnittinformationen kann dies in konstanter Zeit erledigt werden. Die Knoten
der Hauptkomponente, an denen abgeschnitten wird, seien a, b, c.

Da ein neuer Knoten eingefiigt und zu a,b und ¢ verbunden wird, verédndert
sich der Blockbaum. Es geniigt nicht die abgeschnittenen Zweige zu entfer-
nen. Zusitzlich miissen alle Knoten, die auf den eindeutigen Wegen zwischen
a,b und c liegen, zu einem Superknoten kontrahiert werden. Um diese Knoten
schnell zu finden, werden drei parallele Suchen bei a, b und ¢ entlang der gerich-
teten Kanten gestartet. Die Suche stoppt, sobald der erste Knoten v von allen
drei Suchen markiert wurde. Die Knoten, die kontrahiert werden miissen, sind
alle Knoten, die von der entsprechenden Suche vor v erreicht wurden, sowie
v selbst. Werden r Knoten kontrahiert, so haben die Suchen insgesamt hochs-
tens 3r 42 Knoten besucht. Abbildung 6.13 zeigt den Blockbaum, nachdem die
parallelen Suchen durchgefiihrt wurden. Dabei sind Knoten, die bei der Suche
mit Startknoten a,b bzw. ¢ erreicht wurden, mit 1,2 bzw. 3 beschriftet. Die
Menge der zu kontrahierenden Knoten ist grau hinterlegt.

Fiir die Kontraktionen wird eine Union-Find-Datenstruktur [Tar83] verwendet,
die Kontraktionen armortisiert in O(a(n)) Zeit ermdoglicht. Daher benétigt
dieser Schritt nur O(na(n)) Zeit wéhrend des gesamten Algorithmus.

Nachdem nun der Blockbaum der Hauptkomponente aktualisiert wurde, miis-
sen noch die hochstens drei markierten, ungiiltig gewordenen Blétter aktuali-
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siert werden. Sie zeigen jeweils auf eine Briicke des Graphen. Mit dieser Briicke
als Ausgangspunkt gehen wir in 7 entlang der gerichteten Kanten, bis wir einen
Knoten mit mindestens Grad 3 erreicht haben. Die zuletzt benutzte Kante ist
dann die Stelle, an der das Blatt abgeschnitten werden kann. Da die Kanten
immer nur gerichtet durchlaufen werden, wird dadurch jede Kante hochstens
einmal betrachtet und dieser Schritt benotigt ebenfalls nur Linearzeit im Ver-
lauf des ganzen Algorithmus. m

Mit Hilfe dieser Datenstruktur und dem Algorithmus von Biedl et al. [BBDLO1]
ist es nun leicht den Algorithmus so zu implementieren, dass er eine Laufzeit
von O(nlog* n) besitzt.

Satz 11. In einem 3-requliren Graphen G, dessen 2-Blockbaum (o Bldtter
besitzt ein Matching der Grifle mindestens (3n — 20s)/6. Algorithmus 2 kann
mit einer Laufzeit von O(nlog*n) implementiert werden.

Beweis. Betrachte den Graphen G. Der Blockbaum kann in O(n) Zeit [Tar72]
berechnet werden. Der Aufbau der initialen Datenstruktur aus Lemma 8 beno-
tigt ebenfalls O(n) Zeit. Zur Berechnung der Matchings in den abgeschnittenen
Zweigen und im Basisfall wird der Algorithmus von Biedl et al. [BBDLO1] mit
einer Laufzeit von O(nlog*n) verwendet.

Da fiir die Anzahl der Blatter des Blockbaums ¢; gilt ¢, < (n 4 2)/6 und da
bei jedem Abschneiden nur eine konstante Anzahl an Hilfsknoten hinzugefiigt
wird, ist die Gesamtzahl der durch den Algorithmus von Biedl et al. [BBDLO1]
betrachteten Knoten linear. Da jeder Knoten in genau einer Komponente ent-
halten ist, benétigt die Berechnung aller Teilmatchings insgesamt O(n log* n)
Zeit. Das Auffinden der geeigneten Briicken und die Aktualisierung des Block-
baums bendtigt nach Lemma 8 insgesamt nur O(na(n)) Zeit. Daher ist die
Gesamtlaufzeit des Algorithmus O(nlog" n). O

Interessant ist die Frage, ob sich die Laufzeit fiir planare 3-reguldre Graphen
noch verbessern ldsst. Lemma 7 zeigt, wie in einem planaren 3-regulidren Graph
dessen Blockbaum ein Pfad ist, ein perfektes Matching in O(na(n)) Zeit be-
rechnet werden kann. Es ist naheliegend zu versuchen, diesen Algorithmus zum
Berechnen der Matchings in den abgeschnittenen Zweigen zu verwenden. Lei-
der ist er nicht direkt anwendbar: Nachdem drei Zweige abgeschnitten wurden,
wird die 3-Regularitdt der Hauptkomponente durch Einfiigen eines zusétzlichen
Knotens wieder hergestellt. Der dadurch entstehende Graph ist nicht notwen-
digerweise planar.

Um die Laufzeit zu verbessern miisste also untersucht werden, ob es moglich
ist die drei Briicken zum Abschneiden stets so zu wahlen, dass der Hilfsknoten
mit den drei zugehorigen Kanten planar eingefiigt werden kann. Dies ist eine
offene Frage dieser Diplomarbeit.

6.5 Graphen mit Maximalgrad 3

Das zuvor vorgestellte Verfahren fiir 3-reguldre Graphen ldsst sich auf beliebige
Graphen mit Maximalgrad 3 erweitern, so dass insgesamt die von Biedl et al.
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[BDD*04] gezeigte Schranke (3n—ny—205)/6 erreicht wird. Da in Abschnitt 6.1
gezeigt wurde, dass diese Schranke scharf ist, ist der Algorithmus in einem
gewissen Sinne optimal.

Sei nun G ein Graph mit Maximalgrad 3 und sei ny die Anzahl der Knoten mit
Grad 2. Wir gehen zunéchst davon aus, dass alle anderen Knoten Grad 3 haben.
Dann kann der Graph 3-regulér gemacht werden, indem je drei Knoten vom
Grad 2 iiber einen zusétzlichen Knoten miteinander verbunden werden. Seien
also vy, v, und vz drei Knoten mit Grad 2. Dann kann wie in Abbildung 6.14
ein zusétzlicher Knoten h eingefiigt werden, der zu vy, v, und w3 verbunden
wird.

Abbildung 6.14: Herstellung der 3-Regularitit bei drei Knoten vom Grad 2.

Ist my durch 3 teilbar, so entsteht dadurch ein Graph G’, der 3-reguléar ist.
Mit dem Verfahren aus diesem Kapitel kann darin also ein Matching bestimmt
werden, bei dem héchstens 2¢,/3 Knoten frei sind, wobei ¢, die Anzahl der
Blatter des Blockbaums von G’ bezeichnet. AnschlieBend werden die hinzuge-
fiigten Knoten und Kanten wieder entfernt. Dabei wird allerdings von je drei
Knoten mit Grad 2 nur einer frei, da nur ein Knoten jedes Tripels zum Hilfskno-
ten gematcht sein kann. Nach Entfernung aller Hilfsknoten sind also hochstens
(204 + ny)/3 aller Knoten frei. Da durch das Hinzufiigen der Hilfsknoten der
Blockbaum keine neuen Blatter erhélt, gilt £, < ¢5. Das Matching hat also min-
destens Grofle (3n —ng — 205) /6. Dies entspricht genau der Schranke von Biedl
et al. fiir diese Graphenklasse. Besitzt der Graph keine durch 3 teilbare Anzahl
von Knoten mit Grad 2, so werden zunéchst immer drei Knoten mit Grad 2
wie zuvor zusammengefasst. Dadurch entsteht ein neuer Graph, der hochstens
zwel Knoten mit Grad 2 besitzt. Im Falle von ny = 2 werden beide Knoten
miteinander durch eine Kante verbunden. Ist ny = 1, so kann 3-Regularitat bei
diesem Knoten durch den Hilfsgraphen H wie beim Abschneiden von Bléttern
im Beweis zu Satz 10 hergestellt werden. Dadurch ergibt sich nach Anwendung
des Algorithmus fiir 3-reguléire Graphen und anschlieBendem Entfernen der
hinzugefiigten Kanten und Knoten ein Matching, das ebenfalls die Schranke
von Biedl et al. erreicht oder hochstens um 1 darunter liegt. Dies kann durch
Suche eines augmentierenden Pfades in O(na(n)) Zeit [Tar83] ausgeglichen
werden, so dass tatséchlich die Schranke von Biedl et al. erreicht wird.

Es bleibt der Fall, dass der Graph auch Knoten vom Grad 1 besitzt. Diese
werden zunéchst wie in Abbildung 6.15 durch einen Hilfsgraphen H' 3-regulér
gemacht. Dadurch dndert sich die Anzahl der Blatter im 2-Blockbaum nicht,
da jeder Knoten mit Grad 1 ein Blatt im 2-Blockbaum ist. Mit dem vorigen
Verfahren kann also ein Matching mit hochstens (20 — ny)/3 freien Knoten
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berechnet werden. Da jeder freie Knoten zu einer Briicke inzident ist, muss
jeder Knoten von H' gematcht sein. Dies ist nur moglich, wenn jeder Knoten
von H' zu einem anderen Knoten von H’ gematcht ist. Dann entstehen aber
durch Entfernen von H’ keine zuséatzlichen freien Knoten.

H/

Abbildung 6.15: Herstellung der 3-Regularitéit bei Knoten vom Grad 1.

Insgesamt kann also mit diesem Verfahren ein Matching M mit

in einem beliebigen Graphen mit Maximalgrad 3 berechnet werden. Es ist klar,
dass das Herstellen der 3-Regularitéit in Linearzeit moglich ist. Die Laufzeit des
Algorithmus wird also von der Laufzeit des Verfahrens fiir 3-regulére Graphen
dominiert und ist daher O(nlog*n):

Satz 12. Sei G ein Graph mit Maximalgrad 3, n Knoten, davon no mit Grad
2. Weiter habe der 2-Blockbaum von G s Bldtter. Dann kann ein Matching
der Grifie (3n —ny — 205)/6 in O(nlog® n) Zeit berechnet werden.

Es zeigt sich, dass das Finden dieser Matchings von der Laufzeit fiir das
Auffinden von perfekten Matchings in 3-reguldren Graphen abhéngt, deren
2-Blockbaum ein Pfad ist. Der beste derzeit bekannte Algorithmus benétigt
dazu O(nlog* n) Zeit. Eine Verbesserung dieser Laufzeit wiirde sich direkt auf
die Laufzeit des hier angegebenen Algorithmus auswirken.



7 Vierfach zusammenhangende
planare Graphen

In vierfach zusammenhéngenden planaren Graphen existiert stets ein Hamil-
tonkreis [Tut56, Tut77]. Daraus folgt bereits die Existenz eines (fast) perfekten
Matchings. Chiba und Nishizeki gaben einen Algorithmus mit linearer Laufzeit
zur Konstuktion eines Hamiltonkreises in solchen Graphen an [CN89].

Wiéhrend also in allgemeinen Graphen ein stérkerer Zusammenhang noch zu
stiarkeren Aussagen iiber die Existenz von Matchings fithren kann, ist in pla-
naren Graphen bereits bei vierfachem Zusammenhang die Existenz eines (fast)
perfekten Matchings sicher gestellt.

Im Folgenden wird das Verfahren zur Konstruktion eines Hamilton-Pfades in
einem solchen Graphen vorgestellt.

7.1 Existenz von Hamiltonkreisen und interner
Vierfachzusammenhang

Der Algorithmus zum Auffinden eines Hamilton-Pfades in einem vierfach zu-
sammenhdngenden Graphen basiert auf einem Divide-and-Conquer-Vorgehen.
Der Graph wird in kleinere Teile zerlegt, deren Hamilton-Pfade zusammenge-
setzt werden konnen. Als Basisfall dienen Dreiecke, in denen ein Hamiltonpfad
direkt angegeben werden kann.

Das Vorgehen basiert auf einem Lemma von Thomassen:

Lemma 9 ([Tho83]). Sei G ein zweifach zusammenhdngender planarer Graph
und Z der Kreis, der die duflere Facette begrenzt. Sei s ein Knoten auf Z,
e = {a,b} eine Kante von Z und t ein von s verschiedener Knoten von G.
Dann besitzt G einen Pfad P von s nach t durch e so dass gilt:

e jede Komponente von G — P ist zu héchstens 3 Knoten von P adjazent.

e jede Komponente von G — P, die einen Knoten aus Z enthdlt, ist zu
hochstens 2 Knoten von P adjazent.

Dieses Lemma impliziert direkt die Existenz eines Hamiltonkreises in einem
vierfach zusammenhéngenden planaren Graphen G: Seien s, t zwei adjazente
Knoten in Z, e # {s,t} eine Kante auf Z. Betrachte nun den Pfad P aus
Lemma 9, der s und ¢ durch e verbindet. Aufgrund des Vierfachzusammen-
hangs von G muss aber jede Komponente von G — P zu mindestens 4 Knoten
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von P inzident sein. Also ist P ein Hamilton-Pfad und P + {s,t} sogar ein
Hamiltonkreis.

Das Verfahren basiert darauf, diesen Pfad von s nach ¢ zu bestimmen. Ob-
wohl der urspriingliche Graph G vierfach zusammenhéngend ist, entstehen bei
der Zerlegung Teilgraphen, die nicht vierfach zusammenhéngend sind. Sie sind
jedoch wntern vierfach zusammenhdngend.

Definition 7.1. Sei G ein zweifach zusammenhdngender planarer Graph und
Z der Kreis, der die dufere Facette begrenzt. Seien s und t zwei verschiedene
Knoten auf Z und e = {a, b} eine Kante von Z mit e # {s,t}. Durch Tauschen
der Knoten s,t beziehungsweise a,b und Spiegeln der Einbettung kann ohne
Einschrinkung angenommen werden, dass t # a,b und die Knoten s,a,b,t in
dieser Reihenfolge im Uhrzeigersinn auf Z liegen. Achtung, s = a ist maglich.

Sei nun r der im Gegenuhrzeigersinn ndchste Knoten von s auf Z und f =
{r,s} die Kante, die r und s verbindet.

Fiir z,y auf Z bezeichne P,y den Pfad, der auf Z im Uhrzeigersinn von x nach
y verlduft.

Fin zweifach zusammenhdngender planarer Graph G heif$t intern vierfach zu-
sammenhéngend beziiglich (s, t,e), wenn G folgende Bedingungen erfillt:

o [st {x,y} ein separierendes Paar, so enthdlt jede Komponente von G —
{z,y} mindestens einen Knoten von Z und jeder der drei Pfade Pj,, Py
und P,s enthdlt hochstens einen der beiden Knoten x,y.

o Ist {x,y,z} ein separierendes Tripel, so enthdlt jede Komponente von
G — {z,y, z} mindestens einen Knoten von Z.

Aus der ersten Bedingung folgt direkt, dass beide Knoten z,y zu Z gehotren
miissen und G — {z, y} in genau zwei Komponenten zerfillt. Die zweite Bedin-
gung impliziert, dass von jedem separierenden Tripel {z,y, z} mindestens zwei
Knoten auf Z liegen.

Der Begrifft intern vierfach zusammenhdngend ist sowohl von der Wahl der
Einbettung, als auch von der Wahl von s, ¢ und e abhéngig. Abbildung 7.1
zeigt zwei Fille, wie intern vierfach zusammenhéingende Graphen aussehen
konnen. Im grau hinterlegten Bereich konnen sich weitere Knoten und Kanten

befinden.

7.2 Zerlegungen

Definition 7.2. Fin separierendes Paar {z,y} heifst vertikal, wenn x € Py, —s
und y € Py, oder x = s und y € Py —t gilt.

Ist {x,y} ein nicht-vertikales Separationspaar, so muss einer der Knoten z,y
2u Py — t und einer zu P, —t gehdren. Fin solches Paar heifit horizontal.
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Abbildung 7.1: Intern vierfach zusammenhéngender planarer Graph mit (a) s # a
und (b) s = a.
S X a S X X a
f (& GT e
r t Y b Yy b

Abbildung 7.2: (a) Vertikales Separationspaar z,y, (b) Typ-I-Reduktion mit x,y.

Im Algorithmus wird G entlang den vertikalen Separationspaaren in zwei Teil-
graphen zerlegt. Solch eine Zerlegung heiit dann Typ-I-Reduktion. Die Be-
dingungen fiir die Lage der Knoten eines vertikalen Separationspaares sorgen
dafiir, dass die Knoten s, ¢, die durch den Pfad verbunden werden sollen, bei
der Zerlegung nicht in unterschiedliche Komponenten gelangen. Abbildung 7.2
(a) zeigt ein Beispiel fiir ein vertikales Separationspaar. Abbildung 7.2 (b) zeigt
eine Typ-I-Reduktion. Dabei wird der Graph mit Hilfe des vertikalen Separa-
tionspaares z,y in zwei Komponenten Gy, G, zerlegt. Dabei wird in beide Gra-
phen die Kante ¢ = {z,y} eingefiigt. Findet man nun in G, einen Hamilton-
Pfad, der s und t verbindet und €’ enthilt und in G, einen Hamilton-Pfad,
der x und y verbindet und e enthélt, so lassen sich die beiden Pfade zu einem
Hamiltonpfad von G zusammensetzen, indem aus dem ersten Pfad e’ entfernt
wird und stattdessen der Pfad, der in G, verlauft eingefiigt wird.

Ist G ein intern vierfach zusammenhéingender planarer Graph ohne vertika-
le Separationspaare, so lédsst sich GG in verschiedene Typen von Teilgraphen
Gy, Gg, G3 und Gg, die im Folgenden definiert werden, zerlegen. Bei der Zer-
legung treten nicht immer alle vier Typen von Teilgraphen auf. Im Fallen von
s = a entsteht beispielsweise nur Gy,

Zur Konstruktion der Zerlegung sind einige Hilfsgraphen notig. Zunéchst wird
aus G der Pfad P,, entfernt. Sei C), die 2-Zusammenhangskomponente von
G — P,,, die t enthélt. Cy enthélt dann B, vollstdndig, da G sonst ein ver-
tikales Separationspaar enthielte. Abbildung 7.3 zeigt Beispiele fiir vierfach
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Abbildung 7.3: Zerlegung eines intern vierfach zusammenhéngenden Graphen G oh-
ne vertikales Separationspaar, (a) G mit s # a, (b) G mit s = a.
G, G,
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Abbildung 7.4: Die Komponenten G} und G?].

zusammenhéngende Graphen G, die kein vertikales Separationspaar enthalten.
Die Komponente C}, ist in beiden Graphen dunkel eingefarbt.

Nun wird C}, wiederholt an jedem Separationspaar zerlegt, so dass einer der
beiden Teilgraphen den Pfad P, vollstdndig enthélt. Die Komponente, die P,
enthélt heit GG,. Die anderen Komponenten von Cj, heiflen Gg, wobei g = {z, y}
eine virtuelle Kante dieser Komponente ist, also eine Kante, die zwei Knoten
verbindet, die in Cj, ein separierendes Paar sind. Durch Vertauschen von x und
y kann = # b angenommen werden. Ein Beispiel fiir die Zerlegung des Graphen
aus Abbildung 7.3 (a) ist in Abbildung 7.4 dargestellt.

Als néchstes wird G2 fiir jeden Separatorknoten u von G — Py, in Cj, definiert.
C. bezeichne den maximalen Teilgraphen von G — P,,, der durch u von Cj,
abgetrennt werden kann. C3 bezeichne dann den Teilgraphen von G, der von
den Knoten von C, und den Knoten von P,,, die zu C, adjazent sind, induziert
wird. Sei x der Knoten von P,,NC3, der s entlang Py, am néchsten liegt. Analog
sei y der Knoten von P,, NC3, der a entlang von P,, am niichsten liegt. Es gilt
x # y, sonst wire {x,u} ein nicht erlaubtes Separationspaar. Nun wird eine
neue Kante ¢’ = {u, y} zu C? hinzugefiigt. Der so entstandene Graph heifit G2.
Abbildung 7.5 zeigt ein Beispiel einer solchen Komponente fiir den Graphen
aus Abbildung 7.3.

Der letzte Typ Graph ist G} fiir eine virtuelle Kante g = (z,y). Er entsteht
durch Verschmelzen aller G mit allen G2 und C7, die zu G? adjazent sind.
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Abbildung 7.5: Komponente G2
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Abbildung 7.6: Komponente G;l

Formal lésst sich G‘; folgendermaflen konstruieren:
4._
L. C; :=G;

2. Solange C’;‘ weitere virtuelle Kanten ¢’ # g besitzt: Verschmelze G, mit
C4,
g

3. Fiir jeden Schnitt-Knoten u von G' — Py, in C; verschmelze G mit C.
4. o
4. G,:=C,—x—y.

Auflerdem sei v der Knoten von G‘;, der auf P,, am ndhesten an s liegt und
w der Knoten von G‘;, der auf P,, am weitesten von s entfernt ist. Zudem
bezeichne w’ (bzw. v') den Knoten, der zu z (bzw. y) adjazent ist und als
letzter (bzw. erster) auf dem &ufleren Pfad P,, von Gg liegt. Abbildung 7.6
zeigt eine der Komponenten G;‘ des Graphen aus Abbildung 7.3. Die Zerlegung
in diese Teilgraphen heifit Typ-II-Reduktion.

Folgendes Lemma besagt nun, dass alle entstehenden Teilgraphen beziiglich
einer geeigneten Wahl von Knoten und Kanten intern vierfach zusammenhén-
gend sind.

Lemma 10. Sei G ein intern vierfach zusammenhdngender Graph, der keine
vertikalen Separationspaare enthdlt. Dann sind alle Zerlegungen Gy, Gf], G3
und G‘g1 intern vierfach zusammenhdngend beziglich (s',t',¢€"), wenn s, t' und
e’ wie folgt definiert sind:

1. Fall Gy: Setze s' =b und t' =t. Istt #r, so sei e die im Uhrzeigersinn
ndchste zu r inzidente Kante des Kreises Z', der die dufSere Facette be-
grenzt. Ist t = r, so sei € die im Gegenuhrzeigersinn ndchste inzidente
2u b inzidente Kante.
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2. Fall Gg: Setze s’ =y, t' =t =z und €' die im Uhrzeigersinn ndchste zu
y inzidente Kante auf dem Kreis, der die duflere Facette begrenzt.

3. Fall G3: Setze s = u,t’ = x und ¢’ = {u,y}.

4. Fall G;‘: Setze s’ = w,t' =v. Gilt v/ # W', so sei ¢/ = (a,b) eine beliebige
Kante des Pfads Py, auf dem Rand der dufSeren Facette.S Ist v' = w',
dann sei €' = {da’,b'} eine beliebige zu w' inzidente Kante von P,,.

Beweis. Siehe [CN89). O

7.3 Konstruktion eines Pfades

Das folgende Lemma zeigt nun, wie man mit dieser Zerlegung Hamilton-Pfade
konstruieren kann.

Lemma 11 ([CN89]). Sei G ein planarer Graph und Z der Kreis, der die
dufsere Facette begrenzt. Weiter seien s und t zwet verschiedene Knoten auf
Z und e # (s,t) eine Kante von Z. Ist G intern vierfach zusammenhdngend
beziiglich (s,t,€), so besitzt G einen Hamilton-Pfad P(G,s,t,e), der s und t
verbindet und e enthdlt. Auflerdem gilt: Hat G kein vertikales Separationspaar,
so enthdlt P(G,s,t,e) die Kante f = {s,r} nicht.

Die Aussage folgt zwar schon aus Lemma 9, der Beweis ist aber konstruktiv
und zeigt direkt, wie die oben definierte Zerlegung ausgenutzt werden kann.
Daher wird er hier vorgestellt.

Beweis. Der Beweis erfolgt per Induktion iiber die Knotenanzahl n. Fiir n = 3
ist die Aussage trivialerweise erfiillt. Sei also n > 3. Dabei bleiben zwei Félle
zu betrachten:

Fall 1: Es existiert ein vertikales Separationspaar {z,y}. Durch Zerlegung ent-
lang {x,y} zerfillt G in zwei Teilgraphen G; und G,. Ohne Einschrinkung
gelte e € G, auBlerdem kann {z,y} so gewéhlt werden, dass GG, minimale
Knotenanzahl hat. G, besitzt dann kein weiteres vertikales Separationspaar
mehr.

Sei zunédchst t € Gj, ¢ = (z,y) eine virtuelle Kante. Dann ist G; beziiglich
(s,t,¢’) und G, beziglich (z,y,e) (oder (y,z,e) falls y = b) intern vierfach
zusammenhédngend. Nach Induktionsvoraussetzung existieren also Hamilton-
pfade P(Gy, s,t,¢’') und P(G,,z,y,e) (oder P(G,,y,x,e)) in G; und G,. Diese
Pfade lassen sich nach Entfernen der Kante €’ zu einem Hamiltonkreis von G
zusammensetzen.

Gilt t ¢ Gy, so sei € = (x,y). Dann sind G; und G, intern vierfach zusammen-
héngend beziiglich (y, s, ') beziehungsweise (z,t,e). Es existieren also Hamil-
tonpfade P(Gy,vy,s,€'), P(G,,x,t,e). Diese lassen sich nach Entfernen von e’
zu einem geeigneten Hamiltonpfad von G zusammensetzen. Dabei ist wichtig
dass P(G,,x,t,e) die Kante (z,y) nach Induktiosvoraussetzung nicht enthélt,
da G, kein vertikales Separationspaar besitzt.
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Fall 2: G besitzt kein vertikales Separationspaar. Nach Induktionsvorausset-
zung und Lemma 10 besitzen alle Zerlegungskomponenten G, G2, G%, G, einen
Hamiltonpfad. Diese kénnen nun wie folgt zu einem Hamiltonkreis P(G, s, t, e)
von G zusammengesetzt werden:

1. Setze zunéchst P = Py, + P(Gy,t,¢€').

2. AnschlieBend wird P zu einem Hamiltonpfad des gesamten Graphen G
modifiziert.

a) Gibt es eine virtuelle Kante g = (z,y) in Gy, so modifiziere P wie
folgt:

Falls g € P, setze P := P — g + P(G;,y,x,e/). Die Kante g wird
also einfach durch einen Hamiltonpfad von Gg ersetzt.

Gilt g ¢ P, so konstruiere G;} und setze P := P—va—i—P(G;}, w,v,€e).
Es wird also der Teilpfad P,,, von P durch einen Hamiltonpfad von
G, ersetzt.

b) Fiir jeden Schnittknoten u von G — Py, der zu G, gehort, setze
P:=P— P, + P(G u,z, (u,y)) — (u,y). Der Teilpfad P,, von P
wird durch einen Hamiltonpfad von G2 ersetzt. Dieser beginnt in z
und endet nach Konstruktion in u und verwendet als lezte Kante
(u,y). Nach Entfernen der Kante (u,y) entsteht ein Pfad, der in G3
von x zu y fithrt und nur den Knoten u nicht besucht. Dieser wird
als Knoten von Gy, schon von P durchlaufen.

Der resultierende Pfad P ist ein Hamilton-Pfad P(G, s,t,e) von ganz G. [

Die Konstruktion im Beweis von Lemma 11 fiithrt direkt zu einem Algorithmus,
um einen Hamiltonpfad P(G, s,t, e) in einem intern vierfach zusammenhéngen-
den planaren Graphen G zu berechnen. Die Reduktion mit einem Separations-
paar wie in Fall 1 heiit dabei Typ-I-Reduktion, wéhrend die Zerlegung im Fall
2 Typ-1I-Reduktion heiit. Der Algorithmus sieht dann folgendermafien aus:

Algorithmus 3 : HPATH(G;s,t,e)
wenn G enthdlt genau 3 Knoten dann
‘ gib Hamiltonpfad P(G, s,t,¢e) zuriick ; /* G ist ein Dreieck */
sonst
wenn G besitzt vertikales Separationspaar dann
| Typ-I-Reduktion

sonst
| Typ-1I-Reduktion

Es ist klar, dass die Laufzeit durch den Aufwand fiir die Zerlegung dominiert
wird. Diese Zerlegung kann in O(n) Zeit durchgefiihrt werden [CN89]. Fiir die
Anzahl der Reduktionsoperationen gilt folgendes Lemma:

Lemma 12. Besitzt der Eingabegraph G fiir den Algorithmus HPATH n Kno-
ten, so gibt es wihrend der Ausfihrung von HPATH héchstens n — 3 Reduk-
tionen.
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Beweis. Sei r die Anzahl der Reduktionsoperationen wéhrend einer Ausfiih-
rung von HPATH. Sei d(i),1 < i < r, die Anzahl der kleineren Graphen, in
die der Graph bei der i-ten Reduktion zerlegt wird, d(i) bezeichnet also die
Anzahl der rekursiven Aufrufe bei Reduktion 7. Ist die i-te Reduktion eine Typ-
[-Reduktion, so gilt d(i) = 2. Ist die i-te Reduktion eine Typ-II-Reduktion und
wird keiner der Graphen G?, G und G konstruiert, so gilt d(i) = 1. Insgesamt
wird G in Dreiecke zerlegt, fiir die dann Hamiltonpfade bestimmt werden. Sei
t die Gesamtzahl der Dreiecke, in die G zerlegt wird.

Nun wird der sogenannte Rekursionsbaum betrachtet. Jeder innere Knoten des
Baums entspricht einer Reduktion, seine Kinder entsprechen den rekursiven
Aufrufen bei dieser Reduktion, und die Blétter entsprechen den endgiiltigen
Dreiecken. In einem Bindrbaum ist die Anzahl der inneren Knoten um eins
geringer als die Anzahl der Bldtter. Der Rekursionsbaum besitzt auch innere
Knoten hoheren Grades und Knoten mit Ausgangsgrad 1, die aber keine zu-
sitzlichen Bléatter produzieren. Der Baum hat ¢ Blatter und r innere Knoten
von denen " Ausgangsgrad 1 haben. Es gilt also

r<t—1+7".

Als néchstes wird die Lange der ingsesamt konstruierten Pfade abgeschétzt.
Diese dndert sich, je nachdem in wieviele Teile der Graph bei der i-ten Reduk-
tion zerlegt wird. Die Lange vergroflert sich bei der i-ten Zerlegungsoperation
um d(i) — 1. Gilt d(i) = 1, so verkiirzt sich die Linge des zu findenden Pfades
um mindestens 1. HPATH soll einen Hamiltonpfad der Linge n — 1 finden.
Daher lasst sich die Gesamtlange der gefundenen Pfade in den Dreiecken nach
oben abschétzen durch

n—1+Z(d(i)—1)—r':n—1+r+t—1—r—r’:n+t—r'—2.
i=1

Da die Gesamtlédnge der in den Dreiecken gefundenen Hamiltonpfade 2t ist,
gilt:
A<n+t—r" —2t<n—1r —2.

Mit der Abschéitzung r <t — 1 + 1’ ergibt sich:

r<mn-—3.

]

Insgesamt ldsst sich der Algorithmus HPATH also so implementieren, dass er
in O(n?) Zeit 1duft. Chiba und Nishizeki zeigen weiter, wie der Algorithmus
so implementiert werden kann, dass er Laufzeit O(n) besitzt [CN89]. Dazu
wird die Konstruktion der Komponenten zeitlich verzogert, bis sie wirklich
benotigt werden, aulerdem wird die Typ-I-Reduktion so umdefiniert, dass sie
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den Graphen in einem Schritt entlang samtlicher vertikaler Separationspaare
zerlegt.

Unter Verwendung dieses Algorithmus kann nun leicht ein perfektes oder fast
perfektes Matching in einem vierfach zusammenhéngenden planaren Graphen
in O(n) Zeit gefunden werden.

Korollar 4. Sei G ein vierfach zusammenhdngender planarer Graph. Dann be-
sitzt G ein (fast) perfektes Matching. Fin solches Matching kann in Linearzeit
berechnet werden.

Im néchsten Abschnitt werden noch einige Aussagen iiber die Existenz von
speziellen Matchings vorgestellt.

7.4 Spezielle Matchings

Sei G ein vierfach zusammenhéngender planarer Graph. Ist |V(G)| ungerade
und v € V(G), so existiert ein Matching M mit |[M| = (n — 1)/2 und v ist
frei beziiglich M. Es kann also jeder beliebige Knoten frei gelassen werden. Zur
Konstruktion wird zunéchst ein beliebiger Hamiltonkreis H von G berechnet.
H — v ist dann ein Pfad mit einer geraden Anzahl von Knoten und besitzt
daher ein perfektes Matching. Dieses Matching leistet das Gewiinschte.

Es ist auch moglich ein Matching zu finden, das eine gegebene Kante e = (u, v)
enthélt. Verwende dazu x = u,y = v in Lemma 9. Dann enthélt der gefundene
Hamiltonkreis diese Kante und das (fast) perfekte Matching kann so gewihlt
werden, dass die Kante e darin enthalten ist.

Weiter ist es moglich, ein Matching grofiter Kardinalitédt zu bestimmen, das
vorgegebene Kanten enthélt, beziehungsweise nicht enthélt. Dazu wird zu-
néchst ein Hamiltonkreis im Graphen bestimmt und daraus ein (fast) perfektes
Matching bestimmt. AnschlieBend werden alle Kanten entfernt, die nicht im
Matching enthalten sein sollen. Dadurch entstehen eventuell freie Knoten. Das
Matching kann durch Finden von augmentierenden Pfaden zu einem grofiten
Matching erweitert werden. Das Finden eines augmentierenden Pfades benétigt
O(na(n)) Zeit [Tar83]. Wird nur eine konstante Anzahl von Kanten entfernt,
so entsteht dadurch nur eine konstante Anzahl freier Knoten und ein grofites
Matching kann in O(na(n)) Zeit gefunden werden.

Soll eine Menge von paarweise nicht adjazenten Kanten /N im Matching enthal-
ten sein, so wird zunéchst wie zuvor ein perfektes Matching bestimmt. Dann
werden die Kanten zusammen mit ihren inzidenten Knoten entfernt. Anschlie-
Bend kann dann wie zuvor das Matching zu einem gréfiten Matching M vergro-
Bert werden. MUN ist dann ein Matching von GG, das alle Kanten von N enthélt
und grofite Kardinalitéit unter all diesen Matchings besitzt. Ist |N| durch ei-
ne Konstante beschréinkt, so kann diese Berechnung wieder in O(na(n)) Zeit
erfolgen.

Analog kénnen auch grofftmogliche Matchings gefunden werden, die eine Kno-
tenmenge [ frei lassen. Dazu wird ebenfalls ein (fast) perfektes Matching in
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G besimmt. Ist |F| eine Konstante, so wird nach Entfernen von F aus G nur
eine konstante Anzahl von Knoten frei. Das Matching kann dann wieder in
O(na(n)) Zeit zu einem groBtmoglichen Matching, das alle Knoten aus F' frei
ldsst, vergrofert werden.

Mit diesen Techniken kénnen auch reine Existenzaussagen genutzt werden: Sei
G ein vierfach zusammenhéngender planarer Graph, {u,v} eine Menge von
Knoten und e eine Kante, die auf dem Rand einer zu v inzidenten Facette
liegt. Dann existiert ein Hamiltonkreis in G — {u, v}, der e enthalt [TY94].
Dies impliziert die Existenz eines Matchings M mit folgenden Eigenschaften:

e Die Knoten u, v sind frei und nur wenn |V (G — {u, v})| ungerade ist, ist
noch genau ein weiterer Knoten frei.

e Die Kante e ist im Matching M enthalten.

Mit den obigen Techniken kann ein solches Matching in O(na(n)) Zeit gefunden
werden. Das Auffinden von Matchings, die vorgegebene Knoten frei lassen, ist
in den néchsten beiden Kapiteln von zentraler Bedeutung. Daher wird es in
folgendem Lemma zusammengefasst:

Lemma 13. Sei G = (V| E) ein vierfach zusammenhdingender planar Graph
und V' eine Menge von Knoten von G, sowie E' eine Menge von Kanten
von G mit E' 2O {wv' | v € V'}. Sind |E'| und |V'| durch eine Konstante
beschrinkt, so kann ein grofstes Matching in G' = (V\ V', E\ E') in O(na(n))
Zeit berechnet werden.

Es geniigt jedoch nicht G’ zu kennen. Auch G muss bekannt sein, da die Be-
rechnung des Hamiltonkreises in G erfolgt.



8 Dreifach zusammenhdngende
planare Graphen

Biedl et al. [BDD'04] zeigten die Existenz eines Matchings der Grofie (n+4)/3
in einem dreifach zusammenhéingenden planaren Graphen, geben allerdings
keinen Algorithmus zur schnellen Konstruktion eines solchen Matchings an.

Sie zeigen auch eine etwas genauere Schranke, min{(2n + 4 — ¢4)/4, [n/2]},
dabei bezeichnet ¢4 die Anzahl der Blidtter des 4-Blockbaums.

Barnette [Bar66] zeigt, dass ein dreifach zusammenhéngender planarer Graph
stets einen Spannbaum mit Maximalgrad 3 besitzt. Strothmann [Str97] gibt
einen Algorithmus an, um einen solchen Spannbaum in Linearzeit zu konstru-
leren.

Unter Verwendung dieses Verfahrens und des in Kapitel 3 angegebenen Algo-
rithmus fiir Baume lésst sich leicht folgender Satz beweisen.

Satz 13. Ein dreifach zusammenhdngender planarer Graph G besitzt stets ein
Matching der Grifle (n — 1)/3. FEin solches Matching kann in Linearzeit be-
rechnet werden.

Im folgenden Abschnitt wird der Algorithmus zum Auffinden eines Spann-
baums mit Maximalgrad 3 vorgestellt werden. Ein Spannbaum mit Maximal-
grad k wird dabei als k-Spannbaum bezeichnet. Es wird gezeigt, wie ein Mat-
ching der Grofie (n+4)/3 in O(na(n)) Zeit berechnet werden kann. Anschlie-
Bend wird durch Betrachtung des 4-Blockbaums und ein dhnliches Vorgehen
wie in Kapitel 6 ein Algorithmus angegeben, der in O(na(n)) Zeit ein Mat-
ching der Grofle (2n+4 — 6/4)/4 findet. Fiir triangulierte Graphen kann in der
selben Zeit sogar ein Matching der Grofle (2n + 4 — 2¢,4)/4 gefunden werden.

8.1 3-Spannbdume in dreifach
zusammenhangenden planaren Graphen

In diesem Abschnitt sei G ein dreifach zusammenhéngender planarer Graph
zusammen mit einer planaren Einbettung. Ein eingebetteter Graph zerlegt die
Ebene in eine endliche Anzahl von Facetten. Eine dieser Facetten ist unbe-
schrankt, sie heifit dufere Facette und wird mit 2(G) bezeichnet.

Da der Algorithmus mit der Zeit Kanten und Knoten aus dem Graphen 16scht,
um den 3-Spannbaum zu konstruieren, kann der dreifache Zusammenhang nicht
aufrechterhalten werden. Daher wird der Algorithmus fiir eine etwas andere
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Hauptknoten Hauptknoten

: Nebenknoten
Kandidat
Kandidat ' Hauptknoten
innere Kante Hauptknoten

Abbildung 8.1: Beispiel eines Kreisgraphen zur Verdeutlichung der Definitionen

Graphenklasse formuliert, die jedoch eng verwandt ist: Die Klasse der Kreis-
graphen.

Sei C' ein einfacher Kreis in einem dreifach zusammenhéngenden planaren Gra-
phen G. G¢ bezeichne den Teilgraphen von G, der von allen Kanten von C'
und den Kanten im Inneren von C' in der Einbettung induziert wird. Jeder
Graph G, der auf diese Art aus einem dreifach zusammenhéngenden plana-
ren Graphen G konstruiert werden kann, heiffit Kreisgraph. Insbesondere ist
jeder dreifach zusammenhéngende planare Graph selbst ein Kreisgraph, da C
als der Kreis gew#hlt werden kann, der die d&uflere Facette begrenzt.

Die Kanten von G, die nicht zu C' gehoren, heiflen innere Kanten. Eine in-
nere Kante, deren Endpunkte beide auf C' liegen, heifit Sehne. Eine Facette
f separiert G¢, wenn es zwei zu f inzidente Knoten u, v gibt, die G¢ in zwei
Komponenten zerlegen, so dass beide Komponenten eine innere Kante enthal-
ten. Ein Knoten auf der dufleren Facette ist ein Hauptknoten, wenn er inzident
zu einer inneren Kante ist, sonst heif3t er Nebenknoten. Ein Hauptknoten, der
nicht zu einer separierenden Facette inzident ist, ist ein Kandidatenknoten. Ab-
bildung 8.1 zeigt einen Kreisgraphen, in dem die Begriffe verdeutlicht werden.
Separierende Facetten sind grau hinterlegt.

Die Grundidee des Beweises von Barnette ist, dass Sehnen entfernt werden
kénnen, und falls keine vorhanden sind, ein Kandidatenknoten existieren muss.
Ein Kandidatenknoten z lésst sich verwenden, um einen neuen Graphen zu
konstruieren, der einen 3-Spannbaum besitzt, in dem x hoéchstens Grad 2 hat.
Dadurch ist es moglich, aus diesem Spannbaum und den entfernten Kanten
einen Spannbaum mit Maximalgrad 3 zu konstruieren.

Fiir die genauere Beschreibung sind zunéchst einige grundlegende Resultate
iiber Eigenschaften von Kreisgraphen notig.

Es gelten folgende Aussagen [Str97]:
e Jeder Kreisgraph ist zweifach zusammenhéangend.

e Ist GG ein planarer Graph mit duflerer Facette Q(G), so ist G genau dann
ein Kreisgraph, wenn der Graph G*, den man durch Hinzufiigen eines
neuen Knoten v und einer Kante von v zu jedem Knoten von Q(G) erhilt,
dreifach zusammenhéngend ist.

e Jeder Knoten eines Kreisgraphen G¢, der nicht auf C' liegt hat mindestens
3 Nachbarn.
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Die letzte Aussage folgt direkt aus der Definition eines Kreigraphen G¢ als
Teilgraph eines dreifach zusammenhéngenden planaren Graphen G, da innere
Knoten von G¢ in G¢ den gleichen Grad wie in G haben.

Die beiden folgenden Lemmata stammen von Barnette und sind die Basis fiir

seinen Beweis und auch den Algorithmus zur Konstruktion des Spannbaumes
[Bar66].

Lemma 14. Sei G¢ ein Kreisgraph und e eine Sehne. Dann ist auch Go — e
ein Kreisgraph.

Lemma 15. Ist G ein Kreisgraph ohne Sehnen, so ist Go entweder ein Kreis
oder es existiert ein Kandidatenknoten in Ge.

Der folgende Satz stammt ebenfalls von Barnette.

Satz 14. Jeder Kreisgraph G¢ besitzt einen 3-Spannbaum.

Beweis. Der Beweis verwendet Induktion iiber die Anzahl der inneren Kanten
von G¢. Besitzt G¢ keine inneren Kanten, so ist G¢ ein Kreis und besitzt damit
sogar einen 2-Spannbaum. Nehmen wir nun an, der Graph G¢ habe ¢ innere
Kanten und wir hétten bereits gezeigt, dass jeder Kreisgraph mit hochstens
¢ — 1 inneren Kanten einen 3-Spannbaum besitzt.

Wenn in G¢ eine Sehne e existiert, so ist Go —e nach Lemma 14 ein Kreisgraph
mit ¢ — 1 inneren Kanten. Er besitzt daher nach Induktionsvoraussetzung einen
3-Spannbaum 7. Dieser ist aber auch ein Spannbaum von G¢.

Gibt es hingegen keine Sehne in G¢, so existiert nach Lemma 15 ein Kan-
didatenknoten = in G¢. Seien ayg, ..., a4 die zu x inzidenten Kanten in der
Reihenfolge ihrer Einbettung, wobei o und agy inzident zu € sein sollen. Die
Endpunkte der Kante ; seien z und z;. F; sei die Facette, die zu o; und a1 in-
zident ist. Die Knoten der Facette Fy; 1 seien x, 24 1 = Yo, Y1, - - -, Ye_1, Ye = Xq-
Zudem sei y, der erste Knoten, der zur dufleren Facette €2 inzident ist. y,
liegt also nicht auf €2. Die Situation ist in Abbildung 8.2 dargestellt.

Sei nun P(x,y,) der Teilpfad von C' von z nach ys, der a4 nicht enthélt.
P(yo, ys) bezeichne den Teilpfad des Randes von F;;_; von yg zu ys, der ay nicht
enthélt. Durch Entfernen der Nebenknoten .1, . .., y. zusammen mit ihren in-
zidenten Kanten und den Kanten s, ..., a4 1 entsteht ein neuer Kreisgraph

. Dabei besteht C” aus den Kanten P(x,ys) U P(yo,ys) und den Réndern
der Facetten F; mit i = 1,...,d—2 ohne die Kanten as, ..., ag_1. G, hat min-
destens eine Kante weniger als G¢, da x ein Hauptknoten ist (also deg(x) > 3)
und daher mindestens die Kante ay aus G¢ entfernt wurde.

Der Knoten z hat in G, Grad 2 und daher in jedem Spannbaum 7" von G,
Grad 1 oder 2. Daher kann jeder 3-Spannbaum 7" von G, durch Hinzufiigen
der Knoten ysy1,...,y. und der Kanten vy 1Ysio, ..., Ye—1Ye, Ye, T ZU €inem
3-Spannbaum von G¢ erweitert werden. n

Strothmann [Str97] verwendet die Idee dieses Beweises, um einen Linearzeit-
algorithmus zu entwickeln. Da der Beweis konstruktiv ist beschreibt er im
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Abbildung 8.2: Loschen eines Kandidatenknoten

Prinzip bereits das Verfahren. Zunéchst werden solange Sehnen entfernt, bis
keine mehr existieren. Anschliefend existiert nach Lemma 15 ein Kandida-
tenknoten. Dieser kann dann wie im Beweis zur Verkleinerung des Graphen
verwendet werden.

Betrachtet man das Vorgehen zur Reduktion mittels eines Kandidatenknotens
in Abbildung 8.2, so sieht man, dass alle Kanten, die betrachtet werden miissen,
entweder entfernt werden, oder anschliefend auf dem Rand der neuen dufleren
Facette € liegen. Jede Kante kann aber wihrend der gesamten Ausfithrung des
Algorithmus hochstens einmal geldscht und héchstens einmal neu in den Kreis,
der die &uflere Facette begrenzt aufgenommen werden. Da fiir die Reduktion
fiir jede dieser Kanten nur konstanter Aufwand benétigt wird, bendtigen die
Reduktionen mittels Kandidatenknoten insgesamt nur O(n) Laufzeit.

Das Entfernen von Sehnen ist schwieriger. Problematisch ist dabei, dass durch
das Entfernen einer Sehne zwei Facetten vereinigt werden miissen. Da fiir jede
Kante die Information dariiber, welche Facette auf ihrer rechten Seite liegt,
bendtigt wird, wéare dafiir eine UNION-FIND-Datenstruktur nétig und es wiir-
de mehr als O(n) Zeit bendtigt. Um dieses Problem zu umgehen, werden im
Verfahren nur spezielle Sehnen, sogenannte unndgtige Kanten (engl. spare ed-
ges), entfernt. Eine unnétige Kante ist eine Sehne, die zu einer Facette inzident
ist, deren sédmtliche Knoten zu C' gehoéren und die zu genau zwei Hauptknoten
inzident ist. In Abbildung 8.3 ist e eine unnotige Kante.

Zudem kann die durch das Loschen neu entstehende Facette separierend sein.
Abhéngig davon muss die Anzahl der separierenden Facetten an den inziden-
ten Hauptknoten neu berechnet werden. Dadurch kann ein Hauptknoten zum
Kandidatenknoten werden oder diesen Status verlieren.
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Abbildung 8.3: Loschen der unnétigen Kante e vereinigt F; und Fs.

Das folgende Lemma beschreibt die Bedingungen, wann ein Kreisgraph eine
unnotige Kante besitzt:

Lemma 16. Jeder Kreisgraph mit inneren Kanten, der keinen Kandidatenk-
noten hat, besitzt eine unnétige Kante.

Beweis. [Str97] O

Das gesamte Verfahren sieht daher so aus:

1. Ist G¢ ein Kreis, so gib einen 2-Spannbaum zuriick.
2. Losche unnotige Kanten, bis keine mehr vorhanden sind.

3. Gébe es keinen Kandidatenknoten, so miisste nach Lemma 16 eine unno-
tige Kante existieren. Da aber zuvor alle entfernt wurden, existiert nun
ein Kandidatenknoten z. Dieser kann zur Reduktion verwendet werden.

Um das Verfahren effizient zu implementieren miissen einige Informationen
stets aktuell gehalten werden:

e Fine Liste aller Kandidatenknoten.

e Eine Liste aller unnotigen Kanten.

Fiir jeden Knoten v die Anzahl der inzidenten separierenden Facetten.

Fiir jede Facette die Information ob sie separierend ist oder nicht.

e Es miissen stets alle unnétigen Kanten und alle Kandidatenknoten be-
kannt sein.

Wiéhrend des Verfahrens wird die Information benétigt, ob ein Knoten ein
Kandidatenknoten ist. Es ist also notig festzustellen, ob alle inzidenten Facet-
ten nicht separierend sind. Dabei hilft folgendes Lemma, das charakterisiert,
ob eine Facette separierend ist.

Lemma 17 ([Str97]). Sei G¢ ein Kreisgraph ohne Sehnen und F' eine Facette
i Go. F st separierende genau dann wenn:

e Fs sind mindestens drei Hauptknoten zu F' inzident, oder
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e es sind zwei Hauptknoten zu F inzident und fir jeden dieser Knoten v
qgilt:

Die Kanten der Fuacette F' zu denen v inzident ist, gehoren nicht zu C,
liegen also nicht auf dem Rand der dufleren Facette.

Sei e = {u,v} eine unndtige Kante und seien Fy, F, die zu e inzidenten Fa-
cetten. Ohne Einschréankung liegen alle zu Fj inzidenten Knoten auf C'. Wird
die Kante e entfernt, so werden dadurch zwei Facetten Fi, F5 zu einer neuen
Facette F' vereinigt. Dadurch kann eine neue unnotige Kante e; entstehen. Ist
dies der Fall, so handelt es sich dabei um die néchste innere Kante von Fj.
Zudem muss die Einbettung, also die Information welche Facetten inzident
zu einer Kante sind, aktualisiert werden. Im Verfahren wird diese Information
aber nur fiir Kanten benétigt, die entweder nicht auf dem &ufleren Kreis C'
liegen oder dort zu einem Hauptknoten inzident sind. Im Algorithmus kann
also einfach F' := F; verwendet werden. Dadurch ist diese Information bereits
fiir alle Kanten, die zu F3 inzident sind, aktuell. Es miissen nur noch die zu
u, v inzidenten Kanten auf dem Rand von F) aktualisiert werden. Das ist aber
nur eine konstante Anzahl von Kanten.

Die zu F inzidenten Hauptknoten sind die Hauptknoten, die zu F}, F5 inzident
sind. Ist ein Endknoten der Kante e nach Entfernen von e kein Hauptknoten
mehr, so muss dieser aus der Liste entfernt werden. Eine Suche der Knoten
in der Liste bei jedem Entfernen einer Kante wire aber zu aufwendig. Statt-
dessen werden die Liste der inzidenten Hauptknoten und ihre Anzahl getrennt
verwaltet. Fiir jede Facette wird eine Obermenge der inzidenten Hauptknoten
C'M (F) vorgehalten, sowie die tatséchliche Anzahl an inzidenten Hauptknoten
M(F)|:

Fiir die Anzahl der zu F inzidenten Hauptknoten |M(F)| gilt |M(F)| =
IM(F)| + [M(F)| - 8 mit

2 wenn v und v nun beide Hauptknoten sind
6 =< 4 wenn nun weder u noch v Hauptknoten sind
3 in allen anderen Féllen.

Es wird eine konstante Anzahl von 3 Operationen aufgespart, die spéter ver-
wendet werden konnen, um Elemente aus C'M (F') zu entfernen.

Die Anzahl der inzidenten Hauptknoten zur neuen Facette kann also beim

Entfernen einer unnétigen Kante in konstanter Zeit berechnet werden. Als Liste
C'M (F) wird einfach die Konkatenation von C'M (F}) und C'M (Fy) verwendet.

Die Frage, ob F' separierend ist, kann nun in amortisiert konstanter Zeit be-
antwortet werden:

e Ist [M(F)| =0,1, soist F nicht separierend.
e Ist [M(F)| > 3, so ist F' separierend.

e Ist |[M(F)| = 2, so sind nur 2 Hauptknoten in C'M(F') enthalten. Al-
le anderen Elemente von CM(F') kénnen mit Hilfe der fiir diese Liste
angesparten Operationen entfernt werden. Sind die beiden Hauptknoten
bekannt, so kann mit Lemma 17 in konstanter Zeit gepriift werden, ob F'
separierend ist.
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In jedem Fall muss nur fiir konstant viele inzidente Knoten die Anzahl der
inzidenten separierenden Facetten gedndert werden. Sinkt dabei fiir einen die-
ser Knoten die Anzahl der inzidenten separierenden Facetten auf Null, so wird
dieser Knoten zu einem Kandidatenknoten. Steigt die Anzahl inzidenter sepa-
rierender Facetten eines Kandidatenknotens, so verliert er diesen Status und
wird aus der Liste der Kandidatenknoten entfernt. Insgesamt kann also eine
unnotige Kante in amortisiert konstanter Zeit entfernt werden.

Der Ablauf des Gesamtalgorithmus sieht nun wie folgt aus: Als Eingabe wird
ein Kreisgraph G¢ entgegengenommen. Zunéchst werden die Datenstruktu-
ren erstellt. AnschlieBend werden alle unnotigen Kanten entfernt. Trifft der
Algorithmus dabei auf den Basisfall, einen Kreis, so wird eine beliebige Kan-
te entfernt und der entstandene Pfad zuriickgegeben. Ansonsten existiert ein
Kandidatenknoten x. Dieser kann wie im Beweis von Satz 13 behandelt werden.
Dabei kénnen allerdings neue Haupt- und Nebenknoten, sowie unnotige Kanten
entstehen. Daher miissen moglicherweise einige Aktualisierungen durchgefiihrt
werden:

Fiir jeden Knoten v, der neu auf der dufleren Facette liegt, wird getestet, ob
v ein Hauptknoten ist. In diesem Fall muss |M(F)| und CM(F) fiir die zu
v inzidenten Facetten aktualisiert werden. Abhéngig davon &ndert sich, ob F'
separierend ist. Fiir die inzidenten Knoten &ndert sich in diesem Fall die An-
zahl der zu ihnen inzidenten separierenden Facetten. Die Facette F' kann ihren
Status wegen Lemma 17 nur &ndern, wenn |M (F')| konstante Grofie hat. Da-
her muss nur fiir eine konstante Anzahl von Knoten die Anzahl der inzidenten
separierenden Facetten aktualisiert werden. Dadurch kann die Liste der Kandi-
datenknoten effizient aktualisiert werden. Auflerdem muss fiir die Knoten =z, y;
gepriift werden, ob sie zu Nebenknoten wurden. Da beide nur noch zu einer
Facette (auBer Q) inzident sind, geschieht die Uberpriifung und Aktualisierung
aller dazugehorigen Daten in konstanter Zeit.

Zuletzt miissen die neuen unnotigen Kanten bestimmt werden. Dafiir kommen
nur Kanten in Frage, die zu einem Knoten inzident sind, der neu auf dem Rand
der dufleren Facette (2 ist. Da jeder Knoten nur einmal neu auf dem Rand sein
kann, wird dabei jede Kante im gesamten Verlauf héchstens zweimal betrachtet.

Anschliefend wird der entstandene Graph rekursiv weiter verarbeitet. Das Re-
sultat wird dann durch Hinzufiigen der entsprechenden Knoten und Kanten zu
einem 3-Spannbaum von G¢ erweitert. Der Algorithmus benétigt dafiir O(n)
Zeit.

Wichtig ist noch die Behandlung trivialer Kanten. Eine Kante e = {u,v} ist
trivial, wenn beide Endknoten v und v Grad 2 haben. Diese werden einfach
kontrahiert, also die Knoten u und v durch einen Knoten wu/v ersetzt. Da-
durch entsteht ein neuer Kreisgraph G¢.. Jeder 3-Spannbaum 7™ von G¢, kann
durch Expandieren des Knotens u/v zu einem 3-Spannbaum von G¢ erwei-
tert werden. Diese Kontraktion der trivialen Kanten wird zu Beginn einmal in
Linearzeit durchgefiihrt. Wihrend des Algorithmus wird bei jedem Entfernen
einer Kante aus dem Graphen gepriift, ob eine der inzidenten Kanten dadurch
trivial wird. Falls ja, so wird sie kontrahiert. Es ist klar, dass das in konstanter
Zeit geht.
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Ingesamt gilt folgender Satz:

Satz 15 ([Str97]). Sei G¢ ein Kreisgraph. Ein 3-Spannbaum von G¢ lisst sich
mit linearem Zeit- und Speicheraufwand konstruieren.

Mit diesem Resultat folgt nun direkt, dass jeder dreifach zusammenhingen-
de planare Graph G einen 3-Spannbaum besitzt und ein solcher mit linearem
Zeit- und Speicheraufwand berechnet werden kann. Dazu muss der Eingabe-
graph zunéichst mit einem der bekannten Planaritétsalgorithmen in O(n) Zeit
planar eingebettet werden [HT74] und eine Facette als dussere Facette € fixiert
werden. Anschlieend kann der angegebene Algorithmus verwendet werden um
einen 3-Spannbaum des Graphen zu konstruieren.

Berechnet man in diesem Spannbaum mit Algorithmus 1 aus Kapitel 3 ein
groBtes Matching, so hat dieses nach Satz 3 mindestens Grofie (n — 1)/3.

8.2 Verbesserungen

Das im vorhergehenden Abschnitt konstruierte Matching ist nur um eine kon-
stante Anzahl kleiner als die von Biedl et al. bewiesene Schranke, (n + 4)/3.
Eine Vergroflerung um eine konstante Anzahl von Kanten ist moglich, indem
das Matching mittels augmentierender Pfade schrittweise vergréfiert wird. Ein
augmentierender Pfad kann in O(na(n)) Zeit gefunden werden [Tar83], dabei
bezeichnet a(n) die inverse Ackermannfunktion. Damit kann die Schranke von
Biedl et al. nahezu in Linearzeit erreicht werden.

8.3 Verwendung des 4-Blockbaums

Sei G ein dreifach zusammenhéngender planarer Graph. Ist G nicht vier-
fach zusammenhéingend, so existiert ein Tripel von Knoten {u,v,w} so dass
G — {u,v,w} in Komponenten zerfillt. Ein solches Tripel heifit separierendes
Tripel. Auf Grund der Planaritéit kénnen durch Loschen von {u, v, w} nur zwei
Komponenten entstehen, da der Graph sonst nach dem Satz von Menger ei-
ne Unterteilung von K33 enthalten wiirde. Sei C' eine Komponente, die durch
Entfernen von {u, v, w} erhalten wurde. Daraus wird ein neuer Graph erstellt,
indem zu C die Knoten u, v, w, sowie alle ihre Kanten zu adjazenten Knoten
in C' und die 3 Kanten wv,vw,wu, sofern sie nicht schon vorhanden waren,
hinzugefiigt werden.

Dieser Prozess wird iteriert, bis alle entstehenden Graphen vierfach zusammen-
héngend sind. Der 4-Blockbaum 7" von GG wird nun wie folgt definiert: Es gibt
einen Knoten b fiir jede vierfach Zusammenhangskomponente Cj, des Graphen.
Zwei Knoten b, 0’ sind genau dann verbunden, wenn es ein separierendes Tri-
pel gibt, das sowohl zu Cj als auch zu Cy gehort. Der 4-Blockbaum kann in
O(n - a(m,n) +m) Zeit berechnet werden [KTBC92]. Ist G trianguliert, so ist
dies sogar in O(n) Zeit moglich [Kan97].
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Abbildung 8.4: Vierblockbaum mit zwei Bléttern.

Sei ¢4 die Anzahl der Blétter des 4-Blockbaums und n := |V (G)|. Dann existiert
stets ein Matching M mit |[M| > min{(2n + 4 — {4)/4, [n/2|} [BDDT04]. Ziel
des restlichen Kapitels ist ein Matching &hnlicher Gréfie effizient zu bestimmen.
Es wird ein Matching der GroBe mindestens (2n+4 — 664)/4 in O(na(n)) Zeit
konstruiert. Diese Schranke unterscheidet sich von der aus [BDD*04] lediglich
um den Faktor vor 44.

Die Grundidee ist dhnlich der aus Kapitel 6 mittels Abschneiden von Bléttern
des 4-Blockbaums den Graphen in kleinere Teile zu zerlegen, die dann effizient
verarbeitet werden konnen.

Ist {4 =1, so ist GG tatséchlich vierfach zusammenhéngend und es kann wie im
vorigen Kapitel in Linearzeit ein (fast) perfektes Matching berechnet werden.
Bereits der Fall /4 = 2 lasst sich nicht mehr so einfach 16sen. Zudem wird genau
dieser Fall beim Abschneiden von Blattern benétigt. Ein schneller Algorithmus
hierfiir wird im néchsten Abschnitt vorgestellt.

8.4 Dreifach zusammenhangende planare Graphen
mit 64 =2

Sei GG ein dreifach zusammenhéngender planarer Graph mit ¢, = 2. Die vier-
fach Zusammenhangskomponenten seien GGy, . . . , Gx. Nun werden nacheinander
geeignete Matchings in den Komponenten G; gesucht und diese zusammenge-
setzt. Die Situation ist allerdings etwas schwieriger als bei 3-reguléren Graphen,
da die Knoten der separierenden Tripel in mehreren Komponenten vorhanden
sein konnen. Zudem sind in den Komponenten auch zusétzliche Kanten vor-
handen, die im Originalgraphen nicht vorhanden waren. Diese diirfen natiirlich
nicht fiir das Matching verwendet werden.

Sei T; das separierende Tripel, das G; und G, separiert. Man beginnt mit der
Berechnung eines Matchings in der Komponente G;. Damit zu einem (fast)
perfekten Matching fortgesetzt werden kann, diirfen nur Knoten in 7} frei blei-
ben. Betrachtet man Komponente G;,7 > 1, so sind eventuell schon einige
Knoten des Tripels T;_; in G;_; gematcht und diirfen nicht erneut gematcht
werden. Zudem diirfen nur Knoten des Tripels T; frei bleiben. Weiter darf auch
keine Kante verwendet werden, die nicht schon in G vorhanden war. Es ist zu
beachten, dass die sparierenden Tripel nicht disjunkt sein miissen.

Ist |G| gerade, so muss ein perfektes Matching gefunden werden. Ist |G| hinge-
gen ungerade, so wihle eine Facette F' der letzten Komponente, Gy, die nicht
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nur durch das separierende Tripel T_; begrenzt wird und fiige dort einen wei-
teren Knoten v ein, der zu allen Knoten der Facette verbunden wird. Dadurch
bleibt der gesamte Graph dreifach zusammenhéngend und planar. Demnach
besitzt er ein perfektes Matching und nach Entfernen von v bleibt ein Knoten
der letzten Komponente Gy, frei. Es geniigt folglich, in der letzten Komponente
einen Knoten frei zu lassen.

In Komponente G; kann mit dem Verfahren aus dem vorigen Kapitel in Linear-
zeit ein Hamiltonkreis H berechnet werden. Ist |G| gerade, so kann dadurch
ein perfektes Matching in Gy berechnet werden. Ist |G| ungerade, so kann ein
beliebiger Knoten aus 7} frei gelassen werden.

Betrachte nun die Komponente G;,¢ > 1 und sei Tyjatchea die Menge der Kno-
ten von T; 1, die bereits zuvor gematcht sind. Nachdem ein Matching in der
Komponente bestimmt wurde, steht fiir das néchste Tripel 7T; die Menge der
in G; noch freien Knoten Ty fest. Leider ist unklar, ob sich jede Vorgabe
von Thjatehed SO fortsetzen lisst, dass insgesamt ein (fast) perfektes Matching
entsteht. Fiir die Frage der Fortsetzbarkeit ist nur die Vorgabe der bereits
gematchten Knoten in der vorhergehenden Komponente von Bedeutung. Die
Struktur des gesamten vorhergehenden Matchings hat dafiir keine Bedeutung.

Eine Matching-Konfiguration einer Vierfachzusammenhangskomponente G; ist
ein TuPel (T'Z',Matcheda E,Free) mit E,Matched g 7—11'71 und T‘i,Free g T‘z

Eine Matching-Konfiguration von G; heifit realisierbar, wenn folgende Bedin-
gungen erfiillt sind:

L4 ,-Tz',Matched N E,Free - Q)

e Es existiert ein perfektes Matching M; in G; \ (T matched U Ti Free), das
keine Kanten verwendet, die in G nicht vorhanden sind.

Die erste Bedingung besagt, dass Knoten, die in G;_; bereits gematched waren
in G; ;1 nicht wieder zur Verfiigung stehen. Dagegen stellt die zweite Bedingung
sicher, dass sich die realisierbaren Konfigurationen verwenden lassen um ein
perfektes Matching zu konstruieren.

Der Matching-Graph von G ist ein gerichteter azyklischer Graph, dessen Kno-
ten genau den realisierbaren Matching-Konfigurationen der GG; entsprechen. Es
konnen nur Matchingkonfigurationen von aufeinanderfolgenden Komponenen-
ten miteinander durch eine Kante verbunden werden. Zwischen zwei Mat-
chingkonfigurationen v = (7j Matcheds T Free) UNd v = (Tit1 Matched Lit1,Free)
existiert im Matchingraphen genau dann eine Kante von u nach v, wenn
Ti\T; Free = Ti+1 Matchea gilt. Das ist genau dann der Fall, wenn sich das in u an-
gegebene Matching in v so fortsetzen lasst, dass dort nur die Knoten in 7} 41 pree
frei bleiben. Abbildung 8.5 zeigt einige Beispiele fiir Matching-Konfigurationen.
AuBerhalb der Komponente gematchte Knoten sind dabei durch eine Kante
nach auflen gekennzeichnet; Knoten, die innerhalb der Komponente gematcht
sind durch eine Kante ins Innere der Komponente. Angenommen, die abgebil-
deten Konfigurationen seien realisierbar, so gibe es im Matching-Graphen von
G eine Kante von der Konfiguration in Abbildung 8.5 (a) nach (c), aber nicht
von (a) nach (b). Die erste und letzte Komponente werden analog behandelt,
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Abbildung 8.5: Einige Matchingkonfigurationen.

besitzen aber weniger Konfigurationen, da sie nur zum einem separierenden
Tripel inzident sind.

Insgesamt existieren nur O(n) Knoten, da es nur O(n) Vierfachzusammen-
angskomponenten gibt und jede Komponente nur eine konstante Anzahl von
realisierbaren Matching-Konfigurationen besitzt. Aulerdem besitzt der Mat-
chinggraph nur O(n) Kanten. Zu jedem perfekten Matching gehort ein Pfad
mit Lange k —1 im Matching-Graphen. Umgekehrt existiert zu jedem Pfad der
Lange k — 1 ein perfektes Matching: Dieser entspricht genau einer Abfolge von
realisierbaren Matching-Konfigurationen, die so zusammenpassen, dass sich die
zugehorigen Matchings M; zu einem perfekten Matching M vereinigen lassen.

Ein perfektes Matching kann also gefunden werden, indem ein Pfad mit Léange
k—1im Matchinggraphen gesucht wird. Ein solcher Pfad kann in O(n) Zeit ge-
funden werden: Beginne in allen Knoten, die zu realisierbaren Konfigurationen
von (G; gehdren und beginne von dort aus eine Breitensuche. Stoppe, sobald
ein Pfad der Lange k — 1 gefunden wurde. Da es ein perfektes Matching gibt
[BDD*04], muss es auch einen Pfad der Liange k — 1 geben.

Um den Matching-Graphen aufzubauen, wird ein effizientes Verfahren beno-
tigt, das fiir jede Komponente alle realisierbaren Matching-Konfigurationen
bestimmt.

Sei G; eine Komponente und (7; matched, 17, rree) €ine Matching-Konfiguration.
Bestimme mit dem Verfahren aus Kapitel 7 einen Hamiltonkreis in ;. Damit
lasst sich ein perfektes oder fast perfektes Matching M; bestimmen. Entferne
nun aus G; alle Kanten, die in G nicht vorhanden sind, sowie alle Knoten aus
T Matchea Und alle Knoten aus 7; pree. Dadurch wird nur eine konstante Anzahl
an Knoten frei, da nur eine konstante Anzahl von Knoten und Kanten entfernt
wurde. Im restlichen Graphen kann nun durch Auffinden einer konstanten An-
zahl von augmentierenden Pfaden ein grofites Matching gefunden werden. Ist
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dieses Matching perfekt, so ist die gegebene Konfiguration realisierbar, ande-
renfalls ist sie nicht realisierbar.

Da es pro Komponente nur konstant viele Matching-Konfigurationen gibt, kén-
nen die realisierbaren Matching-Konfigurationen in einer Komponte G; mit
n' = |G| in O(n'a(n')) Zeit berechnet werden.

Sei n; = |G;|. Da jede Komponente hochstens 6 Knoten mit anderen Kompo-
nenten teilt, gilt: Zle n; < n + 6k < 7n. Die Berechnung aller realisierbaren
Matching-Konfigurationen fiir alle Komponenten benétigt also folgenden Auf-
wand:

k k
Z nia(n;) < Z n; - maxa(n;) < 7n-a(n).
i=1 i=1 !

Demnach konnen alle realisierbaren Matching-Konfigurationen fiir alle Kom-
ponenten in insgesamt O(na(n)) Zeit bestimmt werden.

Anschlieend muss, wenn der Graph ungerade Kardinalitdt hatte, noch der
zuvor hinzugefiigte Knoten entfernt werden. Dadurch wird wieder ein Knoten
frei. Insgesamt findet dieses Verfahren ein (fast) perfektes Matching in beinahe
Linearzeit:

Satz 16. Sei G ein dreifach zusammenhdngender planarer Graph, dessen 4-
Blockbaum ein Pfad ist, dann kann ein (fast) perfektes Matching in G in
O(na(n)) Zeit berechnet werden.

Dieses Resultat wird im néchsten Abschnitt verwendet, um &hnlich wie in Ka-
pitel 6 Blétter des 4-Blockbaums abzuschneiden und so Matchings in beliebigen
dreifach zusammenhéngenden planaren Graphen zu berechnen.

8.5 Der Fall 7, > 2

Sei GG ein dreifach zusammenhéngender planarer Graph und ¢, > 2. Wie zu-
vor kann der 4-Blockbaum des Graphen in O(na(n)) Zeit berechnet werden.
Ahnlich wie in Abschnitt 6.3 sollen nun Blitter des 4-Blockbaums abgetrennt
werden und im abgetrennten Teilgraphen und der Hauptkomponente getrennt
Matchings berechnet werden. Anschliefend sollen beide Matchings zu einem
Matching im ganzen Graphen zusammengefiigt werden. Da hier stets einzel-
ne Blatter abgeschnitten werden, ist keine Knotenkontraktion nétig, um den
4-Blockbaum der Hauptkomponente zu verwalten.

Suche zunéchst ein beliebiges Tripel zum Abschneiden eines Blattes. Wihle da-
zu ein beliebiges Blatt des 4-Blockbaums und laufe solange aufwérts im Baum,
bis ein Knoten vom Grad mindestens 3 erreicht wird. Die zuletzt benutzte Kan-
te gehort zu einem separierenden Tripel 7', das zum Abschneiden eines Blattes
verwendet werden kann. Betrachte dazu G — T'. Dieses zerfallt in zwei Kom-
ponenten; Zuerst die Hauptkomponente, sie enthélt die Komponentente, die
im 4-Blockbaum von GG mindestens Grad 3 hat. Die andere Komponente heif3t
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Zweig. Filige nun T' zusammen mit allen Kanten aus G, die in der jeweiligen
Komponente in G existieren, sowie den Kanten, die die Knoten in 1" paarwei-
se miteinander verbinden, zu beiden Komponenten hinzu. Nun kann in beiden
Komponenten ein Matching berechnet werden. Fiir die Hauptkomponente wird
hierzu Rekursion verwendet. Fiir den Zweig gilt in jedem Fall /4, < 2. Ist die
Kardinalitdt des Zweiges ungerade, so fiige einen neuen Knoten v in die Fa-
cette ein, die von T begrenzt wird und verbinde ihn mit allen Knoten aus 7.
Dieser wird nach Berechnung des perfekten Matchings wieder entfernt. Da er
zu einem Knoten von 1" gematcht sein muss, wird ein Knoten aus T frei.

Nun miissen die beiden Matchings aus der Hauptkomponente und dem Zweig
zusammengefiigt werden. Dabei ist zu beachten, dass die Kanten, die die Kno-
ten von T" = {u,v,w} miteinander verbinden, im Originalgraphen eventuell
nicht vorhanden sind und daher die Abschétzung verschlechtern. Zudem sind
Knoten von T eventuell in beiden Komponenten zu unterschiedlichen Knoten
gematcht. Die Matchings kénnen aber stets so kombiniert werden, dass héchs-
tens drei weitere Knoten frei werden. Dazu ist eine Fallunterscheidung nétig:

Fall 1: Eine Kante, die zwei Knoten von T verbindet, etwa uv, ist im Matching
der Hauptkomponente enthalten.

Fall 1.1: Auch im Matching des Zweiges ist eine solche Kante enthalten.

Ist dieselbe Kante auch im Matching des Zweiges enthalten, so ist diese
Kante im schlimmsten Falle gar nicht in G vorhanden. Durch das Ent-
fernen der Kante werden also die Knoten u, v frei. Der Knoten w kann
ebenfalls in beiden Komponenten zu unterschiedlichen Knoten gematcht
sein. Hatte der Zweig ungerade Kardinalitdt, so muss w im Zweig zum
Hilfsknoten gematcht sein und er kann in der Hauptkomponente gematcht
werden, ohne dass weitere Knoten frei werden. Hatte der Zweig gerade
Kardinaltitét, so kann der Knoten nur in einer Komponente verwendet
werden und es wird hochstens ein weiterer Knoten frei. Die hdngt davon
ab, ob w in der Hauptkomponente iiberhaupt gematcht war oder nicht.

Im Matching des Zweiges konnte aber auch eine andere Kante des Tri-
pels enthalten, sein als in der Hauptkomponente, etwa vw. Werden beide
Kanten uv, vw entfernt, so entstehen dadurch héchstens drei freie Knoten.
Hat der Zweig ungerade Kardinalitdt, so muss der zusétzliche Knoten zu
u gematcht sein. Dieser ist dann bereits frei und wird daher nicht erneut
gezéhlt. Hat der Zweig gerade Kardinalitdt, so ist u zu einem anderen
Knoten v des Zweiges gematcht. Dann kann die Kante uv’ mit ins Mat-
ching aufgenommen werden und die Anzahl der freien Knoten ist sogar
nur zwei.

Fall 1.2: Im Matching des Zweiges ist keine der Kanten uv, vw, wu ent-
halten.

Entferne die Kante uv aus dem Matching der Hauptkomponente. Diese
sind im Zweig gematcht, so dass dadurch keine freien Knoten entstehen.
Nur der Knoten w ist eventuell in beiden Komponenten gematcht. Wird
eine der beiden moglichen Kanten ins Matching aufgenommen, so wird
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dadurch hochstens ein Knoten frei. Besitzt der Zweig ungerade Kardina-
litat, so entsteht durch Entfernen des Hilfsknotens hochstens ein weiterer
freier Knoten. Insgesamt bleiben hochstens zwei Knoten frei.

Fall 2: Das Matching der Hauptkomponenten verwendet keine der Kanten
UV, VW, WU.

Fall 2.1: Das Matching des Zweiges verwendet eine der Kanten des Tri-
pels, etwa uv. Entferne dann einfach uv aus dem Matching. Dadurch wer-
den keine Knoten frei, da u, v in der Hauptkomponente bereits gematcht
sind oder schon als frei gezdhlt wurden. Ist w in beiden Komponenten
gematcht, so wird eine der beiden moglichen Kanten entfernt. Dadurch
entsteht ein freier Knoten. Besitzt der Zweig ungerade Kardinalitdt, so
muss w zum Hilfsknoten gematcht sein, so dass tatsédchlich gar kein zu-
sdtzlicher Knoten frei wird.

Fall 2.2: Keines der beiden Matchings verwendet eine der Kanten uv, vw
und wu. In diesem Fall besteht fiir jeden der Knoten u, v, w die Wahl zwi-
schen je zwei Kanten, die ins Matching aufgenommen werden kénnen. Es
konnen einfach die Kanten aus dem Matching des Zweiges gewéhlt wer-
den. Die Kanten des Matchings der Hauptkomponente, die zu u, v, w inzi-
dent sind, werden entfernt. Dadurch entstehen hochstens drei zuséatzliche
freie Knoten. Besitzt der Zweig gerade Kardinalitét, so ist nichts weiter
zu tun. Hat der Zweig ungerade Kardinalitdt, so ist einer der Knoten
u, v, w, nach Entfernen des Hilfsknotens frei. Sei u dieser Knoten. Ist u
im Matching der Hauptkomponente frei, so braucht er nicht erneut ge-
ziéhlt zu werden. Anderenfalls kann u in der Hauptkomponente gematcht
werden und die Anzahl der freien Knoten ist sogar nur zwei.

Das Abschneiden eines Zweiges und die getrennte Berechnung von Matchings
erzeugt also hochstens drei freie Knoten pro Blatt des 4-Blockbaumes. Der
folgende Satz fasst dies zusammen.

Satz 17. Sei G ein dreifach zusammenhdngender planarer Graph, dessen 4-
Blockbaum ¢, Blitter besitzt. Dann kann in O(na(n)) Zeit ein Matching der
Grofse mindestens (2n — 644)/2 berechnet werden.

Beweis. Die Schranke fiir die Kardinalitdt des Matchings ist dquivalent dazu,
dass hochstens 3¢, Knoten beziiglich M frei sind.

Der 4-Blockbaum von G kann in O(na(n)) Zeit bestimmt werden [KTBC92].
Ist ¢4 < 2, so kann das Matching mit Hilfe eines Hamiltonkreises bzw. dem
Algorithmus aus dem vorigen Abschnitt direkt bestimmt werden. Gilt ¢4 > 2,
so wird im 4-Blockbaum ein Tripel gesucht, an dem ein Zweig so abgeschnitten
werden kann, dass der 4-Blockbaum der Hauptkomponente ein Blatt weni-
ger hat als der 4-Blockbaum von G. Wie zuvor gesehen, kann nun an diesem
Tripel abgeschnitten werden und in beiden Komponenten getrennt Matchings
bestimmt werden. Fiir die Hauptkomponente H gilt ¢4(H) = ¢4(G) — 1 und
nach Induktionsvoraussetzung existiert dort ein Matching, bei dem héchstens
3ly(H) = 304(G) — 3 Knoten frei sind. Oben wurde gezeigt, dass durch das
Zusammenfiigen der Matchings der beiden Komponenten hichstens 3 weitere
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Knoten frei werden. Daher hat G beziiglich des zusammengefiigten Matchings
hochstens 3¢, freie Knoten und fiir das Matching M gilt |M| > (n — 304)/2.

Die Laufzeit ergibt sich, indem die einzelnen Operationen betrachtet werden.
Es werden ¢, Abschneideoperationen durchgefiihrt. Dabei wird jeweils eine
konstante Anzahl von Knoten und Kanten hinzugefigt. Da ¢, < (2n —4)/3
[BDD*04], ist die Anzahl der Knoten und Kanten nach der vollstdndigen Zer-
legung noch immer in O(n). Die Matchings in den einzelnen Komponenten
kénnen dann mit den zuvor angegebenen Verfahren in O(na(n)) gefunden
werden. Danach sind wieder ¢4 Schritte notig, um das Matching zusammenzu-
fiigen. Jeder dieser Schritte benotigt nur konstante Zeit. Damit ergibt sich ein
Gesamtaufwand von O(na(n)). O

In jedem dreifach zusammenhéngenden planaren Graphen G existiert ein Mat-
ching der GroBe mindestens (2n + 4 — ¢4)/4 [BDD*04]. Der hier angegebene
Algorithmus berechnet eines der Groe (n—3¢4)/2 = (2n—6{4)/2. Durch Auf-
finden von zwei augmentierenden Pfaden in O(na(n)) Zeit kann die Grofie auf
(2n 44 — 644) /2 vergroBert werden. Dadurch lassen sich die Schranken besser
miteinander vergleichen.

Der Algorithmus ldsst pro Blatt zu viele Knoten frei, um die Schranke von (2n+
4 —{4)/4 zu erreichen. Ein Problem stellt das Zusammenfiigen von Matchings
dar. Ware es moglich, das Matching im Zweig passend zur Vorgabe aus der
Hauptkomponente zu wéhlen, so wiren weniger freie Knoten pro Blatt nétig.
Insbesondere wiirde die Existenz eines geeigneten Matchings im Zweig geniigen,
da sich dieses dann auch mit dem Verfahren aus Abschnitt 8.4 schnell finden
liele, indem die gewiinschte Konfiguration als Startknoten fiir die Suche im
Matchinggraphen verwendet wird.

Da die Schranke (2n+4—{,)/4 scharf ist [BDDT04], ist es nicht moglich, Zwei-
ge so abzuschneiden, dass dabei nie ein freies Blatt entsteht. Jedes Vorgehen
beim Abschneiden von einzelnen Zweigen kann also zu mindestens einem freien
Knoten fiihren.

Im néchsten Abschnitt wird fiir triangulierte Graphen gezeigt, dass das Mat-
ching im Blatt passend zur Hauptkomponente gewéhlt werden kann. Dadurch
verbessert sich die Schranke auf (2n +4 — 2¢,)/4, also einen freien Knoten pro
Blatt des 4-Blockbaums.

Gelénge es, zu zeigen, dass jeder dreifach zusammenhéngende planare Graph,
dessen 4-Blockbaum ein Pfad ist, ein (fast) perfektes Matching besitzt, das
eine gegebene Konfiguration am Tripel, das zum Abschneiden verwendet wird,
realisiert, so konnte der Algorithmus auch fiir beliebige dreifach zusammen-
héngende planare Graphen verbessert werden. Im Algorithmus miisste dann
die Suche im Matchinggraphen einfach am der gewiinschten Startkonfigurati-
on begonnen werden. Ob ein solches Matching stets existiert ist eine offene
Frage dieser Arbeit.

Dennoch geniigt dies nicht, um die Schranke von Biedl et al. zu erreichen, da
diese nur einen freien Knoten fiir je zwei Blatter des 4-Blockbaums gestattet.
Die Blatter miissten also paarweise auf Kosten jeweils eines freien Blattes ab-
geschnitten werden. Es ist nicht klar, wie und ob das effizient zu machen ist.
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Die Losung dieser Frage wiirde fiir triangulierte Graphen vermutlich direkt die
Schranke von Biedl et al. von (2n+4 —{5)/4 erreichen. Zusammen mit der Kla-
rung der vorigen Frage besteht die Hoffnung, diese Schranke auch fiir beliebige
dreifach zusammenhéngende planare Graphen zu erreichen.

8.6 Triangulierte Graphen

Sei G ein triangulierter planarer Graph mit mindestens vier Knoten. Dann
ist G dreifach zusammenhéngend [KNO5], und das Verfahren aus dem vorigen
Abschnitt kann direkt eingesetzt werden. Zudem ist jedes separierende Tri-
pel {u,v,w} ein separierendes Dreieck, die Kanten wv, vw, wu sind also in G
vorhanden.

Bezeichne ¢, wieder die Anzahl der Blatter des 4-Blockbaums. Probleme beim
Abschétzen der freien Knoten im vorigen Abschnitt machte die Tatsache, dass
das Matching in einem Zweig nicht an die Situation in der Hauptkomponente
angepasst war. In triangulierten Graphen ist die Situation einfacher, da die
Kanten, die ein separierendes Tripel verbinden, tatsédchlich vorhanden sind.

Sei wieder ¢4 = 2, die Vierfachzusammenhangskomponenten bilden also wieder
einen Pfad. Beginnt man mit der Berechnung in einer Blattkomponente, so ist
in jeder der folgenden Komponenten eine Knotenmenge von bereits zuvor ge-
matchten Knoten gegeben. Auflerdem diirfen nur Knoten freigelassen werden,
die zum separierenden Tripel, das von der nidchsten Komponente separiert,
gehoren.

Zunéchst ist die Anzahl der bereits gematchten Knoten immer zwei oder drei:
Die Komponente hat mit ihrer Vorgdngerkomponente nur drei Knoten gemein-
sam. Wiéren weniger als zwei Knoten davon bereits gematcht, etwa u,v frei,
so kann die Kante uv ins Matching der Vorgédngerkomponente aufgenommen
werden und so die Anzahl der bereits gematchten Knoten um zwei erhoht wer-
den. Es ist zu beachten, dass die separierenden Tripel, die die Komponente von
ihrem Vorginger und ihrem Nachfolger abtrennen, nicht disjunkt sein miissen.
Auf Grund der Planaritidt konnen sie aber nicht identisch sein.

Nun soll eine Vorgabe, welche Knoten bereits gematcht sind, fortgesetzt wer-
den, so dass nur Knoten des nichsten Tripels frei sind. Gelingt dies, so kann der
Algorithmus aus Abschnitt 8.4 vereinfacht werden. Dann ist namlich klar, dass
jede Konfiguration fortsetzbar ist und es miissen daher nicht alle Moglichkeiten
lokal durchprobiert werden. Tatséchlich geniigt es, die Existenz einer geeigne-
ten Fortsetzung zu zeigen. Dann kann ein Matching mit einem Hamiltonkreis
bestimmt werden. Anschliefend werden alle Knoten geldscht, die bereits ge-
matcht sind oder frei bleiben sollen. Da das nur eine konstante Anzahl an
Knoten ist, kann das Matching dann in O(na(n)) Zeit zu einem geeigneten
Matching erweitert werden. Dabei bezeichnet n hier die Anzahl der Knoten in
der Komponente, nicht die Grofle des Gesamtgraphen.

Je nach Kardinalitdt der Komponente und Anzahl der bereits gematchten Kno-
ten ist ein leicht modifiziertes Vorgehen notig:
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Fall 1: Es sind bereits zwei Knoten u, v gematcht.

Dann besitzt C' — {u,v} einen Hamiltonkreis [TY94]. Besitzt die Kom-
ponente eine ungerade Anzahl von Knoten, so kann der freizulassende
Knoten so gewihlt werden, dass einer der Knoten des néchsten separie-
renden Tripels frei bleibt.

Fall 2: Alle drei Knoten u, v, w sind bereits gematcht.

C' — u besitzt einen Hamiltonkreis H, der die Kante vw enthilt [TY94].
Ist |C] ungerade, so enthdlt H ein perfektes Matching. Dieses kann so
gewahlt werden, dass die Kante vw darin enthalten ist.

Ist |C| gerade, so entferne u zusammen mit einem der Knoten des néchs-
ten separierenden Tripels, der nicht zu u, v, w gehort. Dieser Graph be-
sitzt dann einen Hamiltonkreis H, der die Kante vw enthélt [TY94]. Wie
zuvor enthélt dieser Kreis ein geeignetes Matching.

Also ldsst sich jede vorgegebene Konfiguration zu einem (fast) perfekten Mat-
ching fortsetzen. Besitzt der Zweig ungerade Kardinalitédt, so bleibt dadurch
nur ein Knoten der letzten Komponente frei.

Verwendet man dieses Vorgehen zum Abschneiden eines Zweiges wie im vorhe-
rigen Abschnitt, so kann das Matching der Hauptkomponente als Vorgabe fiir
die gematchten Knoten in der ersten Komponente des abgeschnittenen Zwei-
ges interpretiert werden. Dadurch bleibt durch das Abschneiden eines Zwei-
ges hochstens ein zusétzlicher Knoten frei, ndmlich genau dann, wenn in der
Hauptkomponente alle drei Knoten schon gematcht sind und der Zweig gerade
Kardinalitit besitzt. Insgesamt ergibt sich folgender Satz:

Satz 18. Sei G ein triangulierter Graph, dessen 4-Blockbaum {4 Bldtter besitzt.
Dann kann ein Matching der Grofse mindestens (2n + 4 — 244)/4 in O(na(n))
Zeit berechnet werden.






9 Graphen mit gradbeschriankten
Blockbaumen

In diesem Kapitel wird ein Verfahren vorgestellt, mit dem es moglich ist, in
speziellen Graphen in o(y/nm) Zeit grifite Matchings zu bestimmen. In Kapitel
6 wurde ein Verfahren angegeben, das in 3-regulédren Graphen ein Matching der
GroBe (3n — 205)/6 in O(nlog” n) Zeit findet. In Kapitel 8 wurde gezeigt, wie
in dreifach zusammenhéngenden planaren Graphen ein Matching der Grofle
(2n+4—644)/4 in O(na(n)) Zeit gefunden werden kann. Dabei bezeichnen /5
und ¢4 die Anzahl der Blatter im 2- bzw. 4-Blockbaum. Ist ¢5 oder ¢4 durch eine
Konstante beschriankt, so kénnen mit Hilfe von augmentierenden Pfaden mit
dem gleichen asymptotischen Aufwand in der jeweiligen Graphenklasse sogar
groffte Matchings gefunden werden.

Diese Einschrankung soll nun dahingehend gelockert werden, dass nicht die
Anzahl der Blatter durch eine Konstante beschrinkt wird, sondern der Knoten-
grad des 2- bzw. 4-Blockbaums. Jede Zwei- bzw. Vierfach-Zusammenhangskom-
ponente ist folglich zu einer konstanten Anzahl anderer Komponenten inzi-
dent. Ahnlich wie in Abschnitt 8.4 ist fiir die Konstruktion eines Matchings
in zwei benachbarten Komponenten nur die Information, welche der gemein-
samen Knoten in welcher Komponente gematcht werden, von Belang. Die ge-
naue Struktur des Matchings in den restlichen Komponenten ist nicht wichtig.
Das Verfahren verwendet dynamische Programmierung, um verschiedene Mat-
chings in den Komponenten zu einem grofiten Matching im gesamten Graphen
zusammenzusetzen. Die Laufzeit ist exponentiell im Maximalgrad des zugeho-
rigen Blockbaums.

Im Folgenden wird das Verfahren fiir dreifach zusammenhéngende planare Gra-
phen mit gradbeschranktem 4-Blockbaum beschrieben. Anschlieend wird ge-
zeigt, welche Anderungen nétig sind, um damit auch grofte Matchings in 3-
reguldren Graphen mit gradbeschrinktem 2-Blockbaum zu finden.

Biedl [Bie01] zeigt, dass sich das Problem, grofite Matchings in beliebigen Gra-
phen zu finden, in Linearzeit auf das Finden von grofiten Matchings in 3-
reguldren Graphen reduzieren lasst. Fiir groffite Matchings in planaren Graphen
gibt es ebenfalls eine Linearzeitreduktion auf grofite Matchings in triangulier-
ten Graphen mit Maximalgrad 9 [Bie01]. Daher ist es unwahrscheinlich, dass
sich die hier angegebenen Verfahren noch verbessern lassen.

9.1 Dreifach zusammenhdngende planare Graphen

Sei GG ein dreifach zusammenhéngender planarer Graph. Zunéchst wird wie in
Kapitel 8 sein 4-Blockbaum berechnet. Sei k£ der Maximalgrad des 4-Block-
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Abbildung 9.1: Blockbaum mit gerichteten Kanten.

baums. In den einzelnen Komponenten werden nach und nach Matchings be-
rechnet. Dabei werden nur Matchings in Knoten berechnet, fiir die bereits in
allen bis auf hochstens einen Nachbarn Matchings berechnet wurden. Eine sol-
che Komponente heifit zuldssige Komponente. Es wird also in den Blattern
begonnen, da diese zu Beginn die einzigen zuléssigen Komponenten sind. Die
Reihenfolge, in der Matchings in den Komponenten konstruiert werden, kann
folgendermaflen bestimmt werden:

Wihle einen beliebigen Knoten w des 4-Blockbaums als Wurzel und richte alle
Kanten des 4-Blockbaums zur Wurzel hin aus. Dadurch fithren alle Wege zu
w. Eine topologische Sortierung dieses gerichteten Graphen liefert dann eine
korrekte Reihenfolge zur Bearbeitung der Komponenten. Die zu w gehorige
Komponente wird als letzte bearbeitet. Sobald sie bearbeitet wurde, terminiert
die Berechnung. Abbildung 9.1 zeigt den Baum, nachdem die Kanten gerichtet
wurden. Die Komponente C' ist beispielsweise erst dann zuléssig, wenn C', Cy
und C3 bereits bearbeitet wurden.

Jede Kante dieses Blockbaums entspricht einem separierenden Tripel, also drei
Knoten, die in beiden inzidenten Komponenten enthalten sind. Das Tripel, das
der ausgehenden Kante entspricht, heifit ausgehendes Tripel. Jeder Knoten er-
hélt einen Zahler fiir jede Moglichkeit, welche Knoten des ausgehenden Tripels
bereits in der Komponente oder einem ihrer Vorgénger gematcht sein kénnen.
Da das ausgehende Tripel T" aus drei Knoten besteht und jeder davon entweder
schon gematcht oder frei sein kann, besitzt jede Komponente |P(T')| = 8 Zih-
ler, fiir jede Teilmenge von T einen. Dabei beizeichnet P(A) die Potenzmenge
einer Menge A, also die Menge aller Teilmengen von A.

Fiir jeden Knoten v des Blockbaums bilden alle Knoten, von denen ein Pfad
entlang der gerichteten Kanten zu v fiihrt, einen Baum. Dieser Baum enthélt
alle Vorgédnger von v. Sei C' eine solche Komponente. Dann bezeichne G¢ den
Teilgraphen von G, der die Knoten aller Vorgéingerkomponenten von C' und
die Knoten von C' enthélt. In Abbildung 9.1 sind C}, Cy und C5 die Vorgénger
von C. Der Graph G¢ enthilt in diesem Fall alle Knoten, die in C, C, Cy oder
C5 enthalten sind.

Sei T' das ausgehende separierende Tripel von C'. Fiir F' C T beschreibt der
Zahler co(F) der Komponente C' die Anzahl an Knoten von G¢ \ F, die be-
ziiglich einem grofiten Matching in G \ F frei bleiben miissen. Im Folgenden
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Abbildung 9.2: Berechnung der Zéhler einer Komponente C.

wird gezeigt, wie diese Werte mittels dynamischer Programmierung berechnet
werden kénnen. Dazu werden zunéchst sémtliche Zahler mit oo initialisiert.

Fiir eine Blattkomponente C' kénnen die Zahler leicht mit dem Verfahren aus
Abschnitt 7.4 in O(na(n)) Zeit berechnet werden. Zusétzlich kann zu jedem
Zahler das entsprechende Matching mit abgespeichert werden.

Sei C' nun eine beliebige zulissige Komponente, C1, ..., C, seine direkten Vor-
gianger und T das ausgehende Tripel, also das Tripel, das C' von der néchsten
noch unbearbeiteten Komponente separiert. Da jede Komponente héchstens
zu k Komponenten adjazent ist, gilt r < k — 1. Auflerdem bezeichne T; das
Tripel, das C; von C separiert. Ein Beispiel fiir diese Situation ist in Abbildung
9.2 zu sehen. Dort ist der Knoten v sowohl in 75, als auch in 73 enthalten.

Sei I' C T'. Betrachtet man ein beliebiges grofites Matching M in G¢ — F und
schrankt dieses auf C; ein, so sind eventuell einige einige Knoten F; von T;
frei. Der Zéhler cc,(F;) besagt, wieviele Knoten bei einem grofiten Matching
in Gg, \ F; frei bleiben. Zusétzlich ist die Information abgelegt, wie dieses
Matching in C; aussieht. Da nicht von vornherein klar ist, welche F; fiir die
Vorgéngerkomponenten zu wéhlen ist, wird fiir jede Vorgéngerkomponente jede
der acht Moglichkeiten mitgefiihrt.

Eine Moglichkeit, wie die Matchings zusammengesetzt werden kénnen, kann
durch ein Tupel (Fy,...,F,) € P(T1) x --- x P(T},) beschrieben werden, ei-
ne sogenannte Konfiguration. Dabei sei F; C T; die Menge der freigelassenen
Knoten in C;. Die Knoten in S; := T; \ F; sind also fiir die Komponente C;
reserviert, unabhéngig davon, ob sie dort verwendet werden oder nicht. Da
|P(Ty) x -+ x P(T;)| = 8" < 8% = O(1) konnen alle Kombinationen effizient
durchprobiert werden.

Eine einzelne Konfiguration (F7,..., F,) wird folgendermaflen gepriift:
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e Zunéchst muss die Konfiguration so beschaffen sein, dass sich die Mat-
chings der Vorgéngerkomponenten zusammensetzen lassen: Die Mengen
der fiir die Vorgingerkomponenten reservierten Knoten .S; miissen daher
paarweise disjunkt sein und diirfen auch keinen Knoten aus F' enthalten.
Ist dies der Fall, so heifit die Konfiguration (F, F,..., F,) zuldssig. Ist
dies nicht der Fall, so sind die Kosten fiir diese Konfiguration:

cost(F, Fy,..., F.) = occ.

e Bestimme nun ein groftes Matching M (F, Fy, ..., F,) in C\(U,_, S;UF),
das keine Kanten verwendet, die nicht in G vorhanden waren. Bezeichnet
n' die Anzahl der Knoten von C, so ist das, da nur eine konstante Anzahl

an Knoten und Kanten nicht verwendet werden darf, nach Lemma 13 in
O(n'a(n’)) Zeit moglich, sieche Abschnitt 7.4.

o f(F,F,...,F,) bezeichne die Anzahl der in C'\ (U;_, S; U F) beziiglich
M(F,F,...,F,) freien Knoten.

e Die Kosten der Konfiguration (F, Fy, ..., F,) sind dann:

r

cost(F, Fy,...,F,) = co,(F)+ f(F.F,.... F).

i=1

Das ist genau die Anzahl der Knoten, die in den Graphen G, frei bleiben
muss, um dort ein grofites Matching zu realisieren, das die Knoten in
F' freildsst und dessen Einschréankung auf G¢, die Knoten F; freilésst.
Dazu kommt noch die Anzahl der Knoten, die auch in Komponente C'
nicht gematcht werden konnen, wenn die Knoten in F' frei bleiben sollen,
namlich f(F, Fy,..., F,).

Die Kosten einer einzelnen Konfiguration kénnen also in O(n'a(n’)) Zeit be-
rechnet werden. Der Zihler c¢(F') wird auf den Wert

co(F) := min{cost(F, Fy,..., F.) | (F, Fi,...,F.) Konfiguration von C'}

gesetzt. Dieser Wert entspricht der Anzahl an Knoten, die beziiglich eines gréf-
ten Matchings in G, das die Knoten in F' frei lasst, zusétzlich frei bleiben
miissen. Da nur eine konstante Anzahl an Kombinationen durchprobiert wer-
den muss und jede davon O(n'a(n’)) Zeit benotigt, kann co(F) in O(n'a(n'))
Zeit berechnet werden. Auflerdem kann die fiir diesen Wert zugehéorige Konfi-
guration (Fi,..., F,) und das zugehorige Matching M (F, Fi,..., F,) mit ab-
gespeichert werden.

Dieser Vorgang wird fiir jedes F' C T durchgefiihrt. Da es nur acht Moglich-
keiten gibt, benétigt das Berechnen aller Zahler co(F) nur O(na(n)) Zeit. Zu
jedem Zahler wird dabei auch die beste zugehorige Konfiguration sowie das
zugehorige Matching mit abgelegt.

So werden nach und nach sdmtliche Komponenten des Graphen verarbeitet, bis
nur noch eine Komponente iibrig ist, die Komponente die zum Knoten w im 4-
Blockbaum gehort. Ab jetzt bezeichne C diese Komponente, C', ..., C, seien
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alle inzidenten Komponenten und 7; sei das Tripel, das C; von C separiert.
Bei der letzten Komponente gibt es keinen Nachfolger mehr. Es werden nur
noch alle Konfigurationen der direkten Vorgédnger durchgegangen, und es wird
gepriift, welche sich mit den wenigsten freien Knoten zusammensetzen lasst. Es
werden also alle Konfigurationen (F, ..., F,) € P(1}) x---x P(7,) untersucht.
Dazu wird jeweils wie zuvor ein Matching M (F}, ..., F,) in C bestimmt, das
keine Knoten aus S; := T; \ F; verwendet und auch keine Kanten, die in G
nicht vorhanden sind. Wie zuvor bezeichne f(Fy,. .., F,) die Anzahl der in G¢\
U;_, Si beziiglich M (F, ..., F,) freien Knoten. Die Kosten einer Konfiguration
Fy, ..., F,. werden wie zuvor berechnet:

cost(F1,..., F) =Y co(F) + f(F,.... F).
i=1
Die Anzahl der freien Knoten fiir ein gréfites Matching in G ist dann:

cost = min{cost(F, ..., F.): (Fy,...,F,) € P(Ty) x --- x P(T,)}.

Wie zuvor gibt es nur eine konstante Anzahl an Kombinationen, die alle in
O(n'a(n’)) Zeit, n’ = |C| getestet werden konnen. Zusétzlich zu den kleins-
ten Kosten wird auch eine beste Konfiguration Fi, ..., F, ermittelt, sowie das
zugehorige Matching M (Fy, ..., F,).

Ausgehend davon kann nun duch Riickverfolgung ein Matching angegeben wer-
den, das auch genau die angegeben Anzahl an freien Knoten besitzt:

e Beginne mit dem Matching M (Fy,. .., F,).

e Erweitere dieses rekursiv um das Matching, das in G¢, \ F; nur c¢,(F;)
Knoten frei l&sst.

Dabei wird jede Komponente nur einmal besucht, und da es nur O(n) Kom-
ponenten gibt, bendtigt die Konstruktion des Matchings, nachdem alle Zahler
und Konfigurationen berechnet sind, noch O(n) Zeit.

Insgesamt ergibt das folgenden Satz:

Satz 19. Sei G ein dreifach zusammenhdngender planar Graph mit n Kno-
ten. Der 4-Blockbaum von G habe beschrdankten Maximalgrad. Dann kann ein
grofstes Matching in G in O(na(n)) Zeit berechnet werden.

In einem triangulierten planaren Graphen, dessen 4-Blockbaum Maximalgrad 3
hat, existiert stets ein Hamiltonkreis [JY02] und daher auch ein (fast) perfektes
Matching. Ein solches kann mit dem angegeben Verfahren in O(na(n)) Zeit
gefunden werden.

Ein dhnliches Verfahren lasst sich auch fiir 3-regulidre Graphen, deren 2-Blockbaum
konstanten Maximalgrad hat, verwenden. Die dafiir notigen Modifikationen
werden im néchsten Abschnitt gezeigt.
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9.2 3-reguldre Graphen

Sei G ein 3-regulédrer Graph, dessen 2-Blockbaum Maximalgrad k& hat. Wie in
Kapitel 6 kann der 2-Blockbaum in O(n) Zeit berechnet werden. Anschliefend
wird wie im vorigen Abschnitt ein Wurzelknoten w gewéhlt und alle Kanten
in seine Richtung gerichtet.

Anders als zuvor ist jeder Knoten in genau einer Komponente enthalten. Ver-
bindet eine Briicke v;vo zwei Komponenten Cp, Cs, so kann ein Matching in
beiden Einzelkomponenten stets zusammensetzt werden. Sind vy, vo in beiden
Komponenten frei, so kann die Briicke zum Matching hinzugenommen werden.
Dies muss beim Zusammensetzen der Matchings beriicksichtigt werden.

Zuniéchst wird angenommen, dass jeder Knoten von G zu hochstens einer
Briicke inzident ist. Diese Annahme kann spéter fallen gelassen werden, ver-
einfacht aber zunéchst die Formulierung des Algorithmus.

Die Reihenfolge der Bearbeitung der einzelnen Komponenten ergibt sich wie
zuvor. Sei C' eine beliebige Komponente, C1, ..., C,,r < k seien die Vorgégner
von C. Der Knoten b; € C; sei der Knoten, der zu der Briicke inzident ist, die
C; und C verbindet. Ist C' nicht die letzte Komponente, so besitzt sie einen
Nachfolger, sei b € C' der Knoten, der zu der Briicke inzident ist, die mit dem
Nachfolger verbindet. Die Fortsetzung eines Matchings im Graphen G héngt
offenbar nur davon ab, ob der Knoten b in C' gematcht ist oder nicht. Daher
gibt es fiir jede Komponente C' nur zwei Zéhler, einen fiir jede Teilmenge von
{b}. Diese werden nun wie zuvor nach und nach berechnet. Dabei soll nach der
Berechnung cc(()) die Anzahl der freien Knoten beziiglich eines grofftmoglichen
Matchings in G¢ sein, wihrend ¢ ({b}) die Anzahl der freien Knoten beziiglich
eines grofiten Matchings in G¢ \ {b} enthalten soll.

Durch Entfernen aller Briicken entstehen die Zweifach-Zusammenhangskom-
ponenten. Jede dieser Komponenten enthélt nach Entfernen der Briicken eine
konstante Anzahl von Knoten mit Grad 2. Diese Knotenmenge sei S. Sie kon-
nen wie in Abschnitt 6.2 entfernt werden und ihre adjazenten Knoten direkt
durch eine Briicke verbunden werden. Dadurch entsteht aus jeder Komponente
C ein 3-reguldrer zweifach zusammenhéngender Graph. In diesem kann dann
schnell ein perfektes Matching M bestimmt werden. Die dazu benétigte Zeit
sel Tyaten(n'). Dabei bezeichne n’ die Anzahl der Knoten der Komponente.

Anschlieend werden die zuvor entfernten Knoten wieder eingefiigt. Ausgehend
von M kann mit augmentierenden Pfaden fiir jedes F' C S ein grofites Mat-
ching in G — F' gefunden werden. Die dafiir benétigte Zeit ist in O(na(n)), da
beziiglich M nur eine konstante Anzahl von Knoten frei ist.

Anschlieend kann wie zuvor von den Bléttern ausgehend mittels dynamischer
Programmierung ein groites Matching gefunden werden. Dabei ist zu beachten,
dass wenn beide zu einer Briicke inzidenten Knoten frei sind, diese Briicke mit
ins Matching aufgenommen werden kann. Da jeder Knoten zu hochstens einer
Briicke inzident ist, kann es dabei nicht dazu kommen, dass ein Knoten in zwei
benachbarte Komponenten gematcht wird.

Der Gesamtaufwand ist damit in O(Tyaten(n) + na(n)). Ist G planar, so sind
auch die Komponenten nach Entfernen der Grad-2-Knoten noch planar. In



9.2. 3-reguldre Graphen 83

diesem Fall ist Tyjaten(n) = O(n). Ist G hingegen nicht planar, so ist Tyiaten(n) =
O(nlog”n) [BBDLO1].

Es ist einfach, auch Knoten zuzulassen, die zu mehr als einer Briicke inzident
sind. Sei v also ein Knoten, der zu mindestens zwei Briicken inzident ist. Da G
3-regulér ist, ist damit jede der drei zu v inzidenten Kanten eine Briicke und
die Zweifachzusammenhangskomponente von v enthélt nur v. Dieser Fall kann
leicht gepriift werden. Beim Zusammensetzen der einzelnen Matchings muss
nur darauf geachtet werden, dass nicht mehr als eine der inzidenten Briicken
in das Matching aufgenommen werden kann. Der folgende Satz fasst die Er-
gebnisse dieses Kapitels zusammen:

Satz 20. Sei G ein 3-requldrer Graph mit gradbeschrdnktem 2-Blockbaum. Ein
griftes Matching in G kann in O(nlog? n) Zeit gefunden werden. Ist G zusdtz-
lich planar, so kann ein grifites Matching in O(na(n)) Zeit gefunden werden.






10 Zusammenfassung und
Ausblick

In dieser Arbeit wurde eine Reihe von Algorithmen zur schnellen Berechnung
von Matchings entwickelt. Neben einer Zusammenfassung der wichtigsten Re-
sultate diskutiert dieses Kapitel dabei entstandene beziehungsweise noch nicht
beantwortete Fragen. Diese zielen darauf ab, Ergebnisse dieser Arbeit weiter
zu verbessern oder zu verallgemeinern.

10.1 Zusammenfassung

Das Hauptanliegen dieser Arbeit war, die Frage zu beantworten, ob Matchings
einer gewissen Grofle, von denen man weifl, dass sie stets existieren, schnel-
ler gefunden werden konnen als durch Berechnung eines gréfiten Matchings.
Die Arbeit hat sich mit einer Reihe von speziellen Graphenklassen beschéaftigt,
darunter vor allem Graphen mit kleinem Maximalgrad sowie dreifach zusam-
menhéngende planare Graphen. Fiir diese Graphen wurden Algorithmen entwi-
ckelt, mit denen Matchings mit garantierter Mindestgrofie in der Tat schneller
gefunden werden konnen als durch Berechnung eines grofiten Matchings. Dabei
werden die meisten der Schranken von Biedl et al. [BDD'04] erreicht. Diese
sind fiir die jeweilige Graphenklasse scharf, so dass kein Algorithmus besse-
re Schranken auf den jeweiligen Familien garantieren kann. Tabelle 10.1 (eine
Wiederholung von Tabelle 1.2 aus Kapitel 1) bietet einen Uberblick iiber die
Ergebnisse dieser Diplomarbeit.

Die wichtigsten Ideen und Algorithmen sollen hier noch einmal kurz vorgestellt
werden. Eine sehr einfache und trotzdem relativ breit anwendbare Technik ist
das Auffinden von Spannbdumen mit beschrianktem Maximalgrad. In diesen
Baumen kann dann mit dem Algorithmus aus Kapitel 3 ein grofites Matching
gefunden werden. Bereits mit dieser relativ einfachen Konstruktion konnten
einige Schranken erreicht werden.

Die Hauptresultate dieser Arbeit sind die Matchingalgorithmen fiir 3-regulére
Graphen und fiir dreifach zusammenhéngende planare Graphen. Diese Algo-
rithmen basieren auf drei aufeinander aufbauenden Techniken. Die erste wich-
tige Grundtechnik ist die lokale Betrachtung von Graphen. Lokal erfiillen die
Graphen starkere Eigenschaften, beispielsweise Zweifachzusammenhang. Diese
starkeren Eigenschaften helfen dabei, lokal gute Teilmatchings (etwa in den
Zweifachzusammenhangskomponenten) zu finden. Dazu wurde auf bereits be-
kannte Verfahren zuriickgegriffen, die diese Eigenschaften ausnutzen. Der zwei-
te wichtige Aspekt ist der, dass sich der 2- bzw. 4-Blockbaum nutzen ldsst, um
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Graphenklasse Schranke fiir Matchinggrofie Laufzeit
Schranke 1 | Schranke 2 O(")
3-regulér (4n—1)/9 (3n — 205)/6 nlog'n
Maximalgrad 3 (n—1)/3 | (3n—ny —265)/6 | n|nlog*n
k(G) > 3, planar (n+4)/3 | 2n+4—-604)/4 | na(n)
trianguliert, planar (2n 44 —244)/4 na(n)
Maxgrad k (n—1)/k n
Maxgrad k (m—1)/(2k —2) n
Maxgrad k, k(G) > 2 2(n—1)/(k+ 3) nlog*n
Maxgrad k, x(G) > 2, planar 2(n—1)/(k+3) nlog®n
Graphen mit gradbeschrinktem 2- bzw. 4-Blockbaum
3-regulér grofites Matching nlog*n
3-reguldr, planar grofites Matching na(n)
k(G) > 3, planar grofites Matching na(n)

Tabelle 10.1: Ubersicht iiber die Resultate dieser Arbeit. Dabei bezeichnet x den
Knotenzusammenhang, f5 die Anzahl der Bliatter des 2-Blockbaums
und ¢4 die Anzahl der Blitter des 4-Blockbaums. Sind zwei durch |
getrennte Laufzeiten angeben, so bezieht sich die linke Angabe auf

den Algorithmus zum Erreichen von Schranke 1, die rechte Angabe
auf Schranke 2.

diese lokalen Matchings geschickt zusammenzusetzen. Dazu war es zunéchst
notig, Graphen zu behandeln, deren 2- bzw. 4-Blockbaum ein Pfad ist. Dies ist
die zweite wichtige Grundtechnik. Fiir 3-regulére Graphen, deren 2-Blockbaum
ein Pfad ist, existierte bereits ein schneller Algorithmus zur Berechnung von
perfekten Matchings. Ein wesentlicher Beitrag dieser Arbeit besteht darin einen
ebensolchen Algorithmus fiir dreifach zusammenhéngende planare Graphen an-
gegeben zu haben, deren 4-Blockbaum ein Pfad ist. Aufbauend auf diesen Algo-
rithmen konnten dann mittels Abschneiden von Blattkomponenten auch Gra-
phen behandelt werden, deren Blockbaum kein Pfad ist. Dieses Abschneiden
von Blattkomponenten ist die dritte wichtige Grundtechnik.

Mit diesen Techniken wurde ein Algorithmus angegeben, der in einem 3-regulé-
ren Graphen ein Matching der GroBe (3n—265)/6 in O(nlog* n) Zeit berechnet.
In dreifach zusammenhéngenden planaren Graphen kann ein Matching der
GroBe (2n + 4 — 643)/4 in O(na(n)) Zeit berechnet werden.

Fiir 3-reguldre Graphen, sowie dreifach zusammenhéngende planare Graphen
stellte sich heraus, dass eine Gradbeschriankung des 2- bzw. 4-Blockbaums dazu
fiihrt, dass grofite Matchings darin in o(y/nm) Zeit berechnet werden konnen.
Diese Ergebnisse sind insofern bemerkenswert, als Biedl [Bie01] eine Linear-
zeitreduktion des Matchingproblems in allgemeinen Graphen auf Matchings in
3-reguldren Graphen angibt, sowie eine Linearzeitreduktion von Matchings in
planaren Graphen auf Matchings in triangulierten planaren Graphen mit Ma-
ximalgrad 9. Dies klirt in gewisser Weise die Frage, welche Strukturen beim
Berechnen von Matchings problematisch sind: Zweifach- bzw. Vierfachzusam-
menhangskomponenten mit vielen Nachbarkomponenten.
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10.2 Ausblick

Dieser Abschnitt stellt einige Ansatzpunkte fiir weitere Untersuchungen vor.
Es gibt noch eine Reihe von offenen Fragen:

Kann die Laufzeit um ein Matching der Grofie (3n—205)/6 in einem 3-reguliren
Graphen zu finden im planaren Fall von O(nlog®n) auf O(na(n)) verbessert
werden? Zur Beantwortung dieser Frage miisste untersucht werden, ob sich die
Blétter des Blockbaums, die abgeschnitten werden, stets so wéahlen lassen, dass
der Hilfsknoten planar eingefiigt werden kann, siehe Abschnitt 6.4.

In dreifach zusammenhéngenden planaren Graphen kann ein Matching der
GroBe (2n+4—604)/4 in O(na(n)) Zeit berechnet werden. Ist es moglich auch
ein Matching der GroBe (2n +4 — 44)/4 in O(na(n)) Zeit zu finden?

Ein erster Schritt zur Losung dieser Frage wire der Nachweis der Erxistenz
geeigneter zur Hauptkomponente passender Matchings in dreifach zusammen-
héngenden planaren Graphen, deren 4-Blockbaum ein Pfad ist. Bereits dadurch
liefle sich die Schranke auf (2n 4 4 — 2¢4)/4 verbessern, siche Abschnitt 8.5.

In einem néchsten Schnitt miisste dann entweder gezeigt werden, dass sich
Blatter des 4-Blockbaums paarweise auf Kosten hochstens eines freien Knotens
abschneiden lassen, oder dass wenigstens im Schnitt pro Zweig nur ein halber
Knoten frei wird. Unabhéngig vom vorigen Schritt konnte dies zunéchst auch
fiir triangulierte planare Graphen untersucht werden, so dass zumindest fiir
diese die Schranke von Biedl et al. [BDD104] erreicht wiirde.

Auflerdem haben Nishizeki und Baybars [NB79] noch einige weitere Schranken
fiir die Grofle von Matchings in planaren Graphen angegeben. Diese verwen-
den neben dem Knotenzusammenhang auch den Minimalgrad um die Existenz
grofler Matchings nachzuweisen. Ist es moglich, analog zu den Ergebnissen die-
ser Arbeit auch schnelle Algorithmen anzugeben, die diese Schranken errei-
chen? In dieser Arbeit wurden insbesondere Eigenschaften wie Maximalgrad,
Planaritdt und Zusammenhang ausgenutzt. Um die Schranken von Nishize-
ki und Baybars zu erreichen miisste ein Weg gefunden werden Minimalgrade
auszunutzen, um grofie Matchings zu konstruieren.
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