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1. Einleitung

Der Fortschritt in der Entwicklung von immer héher integrierter Hardware und draht-
losen Kommunikationsverfahren hat in den letzten Jahren einen verhéltnisméaflig neu-
artigen Ansatz zur sensorischen Uberwachung von Umweltbedingungen oder raum-
lichen Phénomenen geschaffen. Es ist moglich geworden, kleine und vor allem ko-
stengiinstige Gerite zu entwickeln, die Sensorik, begrenzte Rechenleistung und die
Moglichkeit zur drahtlosen Kommunikation in sich vereinen und es so erméglichen,
engmaschige Sensornetzwerke durch das Ausbringen von Hunderten oder bis zu Zehn-
tausenden von Sensoreinheiten ohne vorher festgelegte Infrastruktur zu schaffen.

Eines der grundlegenden Probleme, die ein Netzwerk von solchen autonomen Sen-
sorknoten zu bewéltigen hat, ist die Rekonstruktion der Netztopologie; zum einen
erleichtert eine geometrische Vorstellung des Netzwerkes andere Aufgaben, wie zum
Beispiel das Routing von Anfragen und Meldungen iiber auftretende Ereignisse, zum
anderen lassen sich kaum Szenarien vorstellen, die fiir Messungen keine Kenntnis des
Ortes voraussetzen. Gerade Kleinstsensoren, die in grofler Stiickzahl und mit niedri-
gen Kosten ein dichtes Netz aufspannen sollen, konnen zur Losung dieses Problems
aber nur sehr wenig beisteuern — zum Beispiel lasst sich kaum jeder Sensor mit GPS
ausriisten. Trotzdem gibt es eine Vielzahl von Moglichkeiten, welche Informationen
iitber die Topologie Sensoren ermitteln kéonnen. Gemeinsam ist allen, dass das Pro-
blem, die Topologie zu rekonstruieren, sehr eng mit Realisierungsproblemen aus der
Graphentheorie verwandt ist. In der Praxis werden in der Mehrzahl Entferungsmessun-
gen zwischen den Knoten verwendet; diese Entscheidung ist vor allem in der leichteren
hardwareseitigen Umsetzung begriindet. Sie ist aber keineswegs intuitiv: Der Mensch
orientiert sich in seiner Umwelt sehr viel stéirker durch das Erfassen von Richtungen zu
anderen Objekten als durch Entfernungsmessungen. Die menschliche Sensorik ist auch
viel préziser im Schéitzen von Richtungen. Das betrifft sowohl die Augen, die mit einer
sehr hohen Winkelauflosung Objekte in ihrer Richtung sehr gut orten, die Entfernung
aber nur bei sehr nahen Objekten prazise schétzen kann, als auch das Gehor, mit dem
man zwar leidlich die Richtung eines Gerdusches abschétzen kann, aber kaum dessen
Entfernung, selbst wenn man wiisste, wie laut die Schallquelle war. Auch in groflem
MafBstab setzte der Mensch zur Ortsbestimmung, z. B. in der Navigation, traditionell
auf Richtungsmessungen.

Diese beiden Varianten sind aber keineswegs ebenbiirtig; von der notwendigen Sensorik
einmal abgesehen ist die Richtungsmessung aus theoretischer Sicht der Entfernungs-
messung zum Zwecke der Topologierekonstruktion iiberlegen. Diese Tatsache ist in bis-
herige Arbeiten zur Lokalisation von Sensornetzwerken allerdings kaum eingeflossen,



6 Einleitung ':'

auch wenn (z.B. in [BGJO05]) die Idee der richtungsbasierten Lokalisierung durchaus
aufgegriffen wurde.

Struktur dieser Arbeit

Kapitel 2 Im folgenden Kapitel werde ich zuniichst eine sehr kurze Ubersicht iiber
Ad-hoc-Netzwerke, ihre Einsatzgebiete und verwendete Techniken geben. Von
besonderem Interesse werden hierbei die Randbedingungen sein, die es beim
Algorithmenentwurf zu bedenken gibt, und die Hilfsmittel, derer sich Sensoren
bedienen konnen, um Informationen iiber die Netzwerktopologie zu ermitteln.

Kapitel 3 Um Ad-hoc-Netzwerke und die zu untersuchenden Probleme modellieren
zu konnen, werden in diesem Kapitel einige Grundlagen und Vereinbarungen zur
Graphentheorie aufgefiihrt. Dariiber hinaus werden einige algorithmische Grund-
lagen wiederholt, die in spéteren Kapiteln vorausgesetzt werden.

Kapitel 4 Da das Problem der Sensorlokalisierung bereits von vielen verschiedenen
Seiten angegangen wurde, wird in diesem Kapitel eine Ubersicht iiber bestehen-
de Modellierungen gegeben, zusammen mit bekannten Ergebnissen und Heran-
gehensweisen.

Kapitel 5 In der entfernungsbasierten Sensorlokalisierung finden sich vielfach Verwei-
se auf die Rigidity Theory, die aus der Untersuchung der Starrheit von Geriisten
heraus auch Aussagen iiber die Eindeutigkeit von Einbettungen unter bestimm-
ten Nebenbedingungen hervorgebracht hat. Dabei ist es bisher kaum mehr als
eine Randbemerkung, wieviel schwécher die Anforderungen zur Eindeutigkeit
und wie fundamental einfacher das Auffinden vertriglicher Einbettungen bei be-
kannten Kantenrichtungen als bei bekannten Kantenldngen sind. Dieses Kapitel
beleuchtet diese Ergebnisse zusammen mit einigen vorbereitenden Aussagen.

Kapitel 6 Sensornetzwerke mit bekannten Kommunikationsrichtungen lassen schon
bei verhéaltnisméaBig geringer Dichte eine exakte Rekonstruktion weiter Teile des
Netzes zu. In diesem Kapitel wird ein Algorithmus beschrieben, der mazima-
le Teilnetze dieser Art schnell identifiziert und eine Rekonstruktion berechnet.
Zusétzlich wird eine Rekonstruktion des gesamten Sensornetzwerkes berechnet,
die die tatséchliche Topologie in realistischen Szenarien sehr gut annéhert.

Kapitel 7 In diesem Kapitel wird die Vorgehensweise des vorangegangenen Kapitels
auf Falle tibertragen, in denen die Eingabe fehlerbehaftet ist, d.h. in denen die
Richtungsmessungen bestimmten Fehlern unterworfen sind. Es zeigt sich, dass
sich unter Ausnutzung von Redundanz und lokaler Optimierung das bekannte
Verfahren auch fiir diesen Fall prinzipiell gut eignet.
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Kapitel 8 Alle vorgestellten Verfahren sind fiir diese Arbeit implementiert worden.
Dieses Kapitel fiihrt verwendete Software und einige Randbemerkungen zur Im-
plementierung auf.

Kapitel 9 Abschlieend werden die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit noch einmal
kurz zusammengefasst. Viele Punkte, die im Rahmen dieser Arbeit angeschnitten
wurden, konnten nicht erschépfend behandelt werden oder legen eine weitere Un-
tersuchung nahe. Dieses Kapitel fiihrt solche Punkte auf und fasst erste Ansétze
zusammen.

Anhang A Im Anhang dieser Arbeit befinden zum einen noch ergéinzende Tests, zum
anderen werde Nebenrechnungen ohne tiefere Bedeutung fiir den Fluss der Arbeit
aufgefiihrt.



Einleitung o




2. Ad-hoc-Sensornetzwerke

Wie eingangs erwahnt, hat die Hardwareentwicklung durch ihre immer weiter gehende
Miniaturisierung drahtlos kommunizierende Sensoreinheiten moglich gemacht, die die
Moglichkeiten zur Uberwachung der Umwelt revolutionieren, sei es bei der Beobach-
tung von waldbrandgefahrdeten Gebieten, sei es im militdrischen Einsatz zur Beob-
achtung von Truppenbewegungen, aber auch in viel kleinerem Mafistab bis hin zum
sogenannten Smart Dust zur unauffilligen Uberwachung von RAumen mit nur wenige
Millimeter groflen Einheiten. Verwendete Sensoreinheiten bestehen typischerweise aus
Sensorhardware, Prozessor, Speicher, einer Energieversorgung und einem drahtlosen
Kommunikationssystem. Einen knappen Einstieg bietet [TMO03]. Viele dieser Sensoren
sollen zusammen folgende Aufgaben erledigen:

Selbstorganisation Die Knoten miissen ihre Infrastruktur selbst verwalten, das heift
insbesondere, dass sie die fiir das Routen von Informationen und/oder Anfragen
notige Infrastruktur selbst autbauen miissen.

Datenaggregation und -verarbeitung Es sollen nicht alle anfallenden Daten (die je-
der der Knoten zu jedem Zeitpunkt misst) permanent durch das Netz propagiert
und iiberall zur Verfiigung gestellt werden; vielmehr sollen die Sensoren Daten
sammeln, vorverarbeiten, und gegebenenfalls bewerten und filtern. So lassen sich
gezielt echte Ereignisse erkennen und diese iibermitteln bzw. von auflen kommen-
de Anfragen mit aussagekriftigen Daten beantworten.

Dabei ergeben sich eine ganze Reihe von Randbedingungen, die vor allem im Entwurf
von Algorithmen beachtet werden sollten:

Beschrankte lokale Kapazitaten Einzelne Sensorknoten sind in ihren Fahigkeiten
sehr beschrankt. Das betrifft alle Aspekte, also die geringe Rechenleistung, einen
sehr kleinen Speicher und — vor allem wegen eines sehr eingeschrankten Energie-
budgets und der angestrebten geringen Gréfle — nur eine geringe Reichweite der
Kommunikation. Es ist deshalb ,teuer® oder unmoglich, grole Berechnungen in
einzelnen Knoten stattfinden zu lassen oder iiber weite Strecken, also iiber viele
Zwischenstationen, zu kommunizieren.

Hohe Ausfallwahrscheinlichkeit Sensorknoten sind anders als grofle Rechner sehr
viel anfélliger gegeniiber Ausfillen, sei es herstellungsbedingt oder aufgrund zu
befiirchtender physischer Einwirkung. Sensornetzwerke sollten deshalb moglichst
redundant arbeiten und solche Ausfille verkraften.
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Veranderung der Topologie Abhéingig vom Einsatzgebiet kann sich die Topologie des
Netzes permanent dndern, weil sich Sensoreinheiten bewegen.

2.1. Messen topologischer Informationen

In dieser Arbeit ist besonders die Fahigkeit der Sensornetzwerke zur Lokalisation,
zur Rekonstruktion der rdumlichen Struktur des Netzes von Interesse. Diese Aufgabe
ldsst sich erleichtern, wenn man Sensorknoten verwendet, die neben der eigentlichen
Nutzsensorik (Temperaturfiihler o. &.) auch Sensorik zur Unterstiitzung dieser Aufgabe
mitbringen. Diese lassen sich nach der Art der gelieferten Information gliedern (siehe
auch [NNO3b], [SHSO1]):

Absolute Positionierung Es gibt zwei Wege, Knoten in die Lage zu versetzen, ihre ab-
solute Position zu bestimmen; der erste besteht darin, die Position beim Ausbrin-
gen einzuprogrammieren und zu garantieren, dass sich Sensoren nicht bewegen.
Der zweite ist ein Ausriisten der Sensoreinheiten mit GPS-Empfingern. Beide
Varianten kommen hochstens fiir einige wenige Sensoreinheiten in Betracht, denn
das Einprogrammieren der Position ist fiir Tausende von Knoten schlicht nicht
zu leisten, die Ausriistung mit GPS-Empfingern kaum zu bezahlen. Fiir Uber-
wachung sehr kleiner Gebiete mit Kleinstsensoren lassen sich GPS-Empfinger
weder mit der Grofenvorstellung fiir Sensoreinheiten noch mit der notwendigen
Genauigkeit vereinen. Gibt es in einem Sensornetzwerk Knoten mit bekannter
Position, spricht man auch von Ankerknoten (anchors).

Absolute Orientierung Es ist verhéltnisméfig leicht, Knoten mit einem digitalen
Kompass zu versehen. Solche Kompasse erreichen leicht eine Auflésung von unter
einem Grad.

Entfernungsmessung Zur Ermittelung von Entfernungen miteinander kommunizie-
render Sensoren gibt es eine Reihe von Techniken, die auf unterschiedlichen
Prinzipien basieren:

e Durch Messung der Signalstéirke (RSSI, Received Signal Strength Indicator)
lasst sich bei einheitlicher oder iibermittelter Sendestéarke die Entferung
abschétzen.

e Durch Zeitmessung lassen sich Entfernungen abschétzen, wenn Knoten ent-
weder zwei Signale mit verschiedenen Laufzeiten, z. B. akustische und elek-
tromagnetische Impulse, gleichzeitig abschicken, die von Empfangern mit
von der Entfernung abhéngigen Laufzeiten empfangen werden (ToA, Time
of Arrival) oder, indem ein Signale vom jeweiligen Empfénger , reflektiert
werden (TDoA, Time Difference of Arrival).
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Von diesen Techniken ist RSSI die am ldngsten eingesetzte, zumal sie wenig
Anforderungen stellt; einen Vergleich von RSSI und ToA bzw. verschiedener
Implementierungen von TDoA geben [SHS01] und [SGAT03].

Richtungsmessungen Richtungen zu umliegenden Knoten lassen sich zum Beispiel
durch mehrere Empféanger auf Grundlage von Phasendifferenzen ermitteln; in
[PMBTO1] wird eine Implementierung mit fiinf Ultraschallempféngern beschrie-
ben, die durch Phasenunterschiede Laufzeitverschiebungen messen und so Rich-
tungen zur Schallquelle mit Abweichungen von wenigen Grad bestimmen. Eine
denkbare Alternative hierzu wéren gerichtete Antennen, in jedem Fall werden
diese Verfahren als AoA, Angle of Arrival zusammengefasst.

Diese Arbeit beschiéftigt sich im Kern vor allem mit Richtungsmessungen ohne Anker-
knoten mit exakten Positionen. Dabei ist auflerhalb der rein theoretischen Betrachtung
wie bei allen Verfahren nicht zu vernachlissigen, dass alle Messungen fehlerbehaftet
sind. Die zwei wichtigsten Fehlerquellen sind die folgenden:

Externe Storungen Die Peilungen zu anderen Sensoren sowie das Zustandekommen
von Kommunikation ist leicht zu beeinflussen durch das Relief des Gebietes, in
dem die Sensoren ausgebracht sind, sowie durch Objekte, die die Signale behin-
dern, reflektieren o. 4.

Interne Ungenauigkeiten Je nach Messverfahren ist die Auflosung erfasster Grofien
begrenzt, und selbst bei idealisierten Messverfahren ist spatestens die Weiterver-
arbeitung der Signale in digitaler Form der Diskretisierung unterworfen.

Die Stéarke der Fehler hangt dabei massiv von der Umgebung und der verwendeten
Technik ab, die wiederum auch abhéngt vom Einsatzzweck, zum Beispiel der geforder-
ten Reichweite der Knoten.
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3. Vorbereitendes

Es ist mehr als naheliegend, Sensornetzwerke durch Graphen zu abstrahieren. Diese
Graphen zeichnet aus, dass sie eine natiirliche Einbettung in den R? oder R? haben,
und das Lokalisierungsproblem iibersetzt sich in das Problem, diese Einbettung bis
auf unumgéngliche Freiheitsgrade zu rekonstruieren. Im folgenden werde ich einige
grundlegende Definitionen und Notationen vorstellen. Sie lehnen sich an [Jun99] an.

3.1. Graphen

Ein einfacher, ungerichter Graph G = (V| E) besteht aus einer nichtleeren, endlichen
Menge V', den Knoten, und einer Menge von ungeordneten Knotenpaaren £ C (‘2/) =

{{u,v} € V. x V| u # v}, den Kanten. Ein Graph heifit vollstindig, wenn E = (‘2/)

Wenn nicht anders angegeben, gehe ich davon aus, dass V' = {1,2,...,n}, und an
einigen Stellen werde ich eine Kante {7, j} € E mit ¢ < j bezeichnen als (7, j) € E und
so den Kanten willkiirlich eine Richtung zuweisen. Sofern der Zusammenhang klar ist,
wird n := |V| und m := |E| verwendet. Es bezeichne K, den vollstindigen Graphen
mit n Knoten.

Definition 1 (Nachbarschaft, Grad) Zu einem Graphen G = (V,E) und einem
Knoten v € V bezeichne Nb(v) := {u € V' | {u,v} € E} die (direkte) Nachbarschaft
und Nb*(v) := {u € V' \ (Nb(v) Uv) | 3w € Nb(v) : u € Nb(w)} die indirekte Nach-
barschaft. Es bezeichne deg(v) := |Nb(v)| den Grad eines Knotens und A(G) =
max,cy deg(v) den mazimalen Knotengrad in einem Graphen (kurz auch A, wenn
der Graph selbstverstindlich ist).

Definition 2 (Subgraphen) FEin Graph S = (Vs, Es) heifit Subgraph eines Graphen
G = (V,E), wenn Vs CV und Es C E. Knoten- bzw. Kantenteilmengen V' C V bzw.
E' C E induzieren Subgraphen durch

GVl = (V,E[V':={{v,w} € E|v,weV'})
GE'] = (VIE]:={veV|3H{v,w}ecE}E) .
FEin Subgraph S eines Graphen G heifit dementsprechend knoteninduziert (kantenindu-

ziert), wenn es eine Knotenteilmenge V' (Kantenteilmenge E') gibt, so dass S = G[V’]

(s = GIE').
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Man kann sich leicht iiberlegen, dass beides nicht selbstverstédndlich ist, ein Subgraph
allerdings nur dann nicht kanteninduziert ist, wenn er einen Knoten mit dem Grad
0 enthélt. Da ich im weiteren, sofern nicht anders erwdahnt, davon ausgehe, dass be-
trachtete Graphen und Subgraphen zusammenhingend sind (s.u.), werden nur die
knoteninduzierten Subgraphen speziell interessieren. Ist ein Subgraph mit & Knoten
vollsténdig, spricht man von einer Clique der Gréfie & (oder auch k-Clique).

Definition 3 (Bipartite Graphen) Ldisst sich die Knotenmenge V' eines Graphen
G = (V,E) so als V = LUR aufteilen, dass jede Kante genau einen Knoten aus L
mit einem Knoten aus R wverbindet (E C {{l,r} |l € L,r € R}), spricht man von
bipartiten Graphen

Definition 4 (Pfad, Zusammenhang) FEin Pfad ist eine Knotenfolge (vy, ..., vg)
so, dass firi=1,...,k — 1 gilt, dass {v;,v;41} € E. Ein solcher Pfad verbindet v;
und vi. Er heifit einfach, wenn er nur paarweise verschiedene Knoten enthdlt. Ein
Graph heifft zusammenhéngend, wenn es fir alle v # u € V einen Pfad gibt, der
v und u verbindet. Er heifit d-fach knotenzusammenhdngend, wenn nach Wegnahme
jeder Knotenteilmenge V' mit |V'| = d der Restgraph zusammenhdingend ist:

VW CV V| <d= GV \ V'] ist zusammenhingend

Fin Spannbaum ist eine minimale Kantenteilmenge T C E derart, dass G[T] zusam-
menhdngend ist.

3.2. Einbettungen

Eine Einbettung eines Graphen G = (V, E) ist eine Zuordnung p : V — R% Sie
weist jedem Knoten eine Position p(i) = (p(i)1,...,p(i)q) € R? zu. Verkiirzt schrei-
be ich auch p; := p(i), sofern die einzelnen Koordinaten nicht interessieren, und
p(i). = p(i)1, p(i), = p(i)2 und p(i), = p(i)s, wenn d < 3. Fiir d = 2 bezeich-
ne pt eine um 90° gedrehte Einbettung, d.h. eine Einbettung, bei der pt(i) =
(—p(i)y, p(i);) Eine Einbettung mit p; = p; fiir alle 4,5 € V heifit trivial. Ge-
gebenenfalls fasse ich eine Einbettung p : V — R? als Punkt im R*V! auf als
P=PD)i-...p(La,...p(M)1,....p(n)a).

Zwei Einbettungen p und q heiflen kongruent, wenn es eine Isometrie 7' des R? gibt
mit T'(p;) = q; fiir alle ¢ € V. Sie heiflen dhnlich, wenn es ein ¢ € R gibt, so dass cp
und q kongruent sind.

Eine Graph G = (V, E) zusammen mit einer Einbettung p wird als Gerist G(p)
bezeichnet. Ist d = 2, spricht man von einem ebenen Geriist. Soll eine ebene Einbettung
zusétzlich auch noch den Knoten Richtungen zuweisen, notieren ich die Zuweisung von
Richtungen an die Knoten als Ausrichtung p': V' — [0; 27)".

1 Auch diese Ausrichtung liee sich natiirlich auf beliebige Dimensionen verallgemeinern; dafiir, dass
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Lingenzuweisung Eine Lingenzuweisung ist eine Zuweisung ¢ : £ — R{ von Lingen
an die Kanten eines Graphen. Es heifit fiir einen Graphen G = (V, E) eine Einbettung
p mit einer Langenzuweisung ¢ vertréglich, wenn |p; — p;| = ¢({4, j}), dariiber hinaus
heifit eine Langenzuweisung ¢ realisierbar oder konsistent, wenn es eine vertrigliche
Einbettung gibt. Entsprechend induzieren ein Graph und eine Einbettung immer eine
Langenzuweisung an die Kanten ¢, mit ¢ (7, 7) := |p; — p;| Wir bezeichnen alle fiir
G mit (¢ vertrédglichen Einbettungen als B(G, p); das sind genau alle Einbettungen,
fiir die sich dieselben Kantenldngen ergeben wie fiir p.

Richtungszuweisung Eine (globale) Richtungszuweisung ist eine Zuweisung o : £ —
D U 0 (fiir die Einheitskugel D := {x € R | || = 1}) von Richtungen an die Kanten
eines Graphen und es heifit fiir einen Graphen G eine Einbettung p mit einer Rich-
tungszuweisung « vertrdglich, wenn fiir alle (¢,j) € E gilt, dass p; — p; = ¢ - a(4, j)
fir geeignete ¢;; € RT, und zu einer Richtungszuweisung a parallel, wenn nur gilt, dass
pP; — Pi = ¢ij - (i, j) fiir geeignete ¢;; € R. Eine Richtungszuweisung heiflt realisier-
bar oder konsistent, wenn es eine vertragliche Einbettung gibt. Analog zu den Langen
induzieren Graph und Einbettung immer auch Kantenrichtungen

o . RiTPi . wenn p; — p; # 0
V(i,j) € E: agpli,j) = { (I;)rpi\ ot J ’

und es bezeichne alle fiir G mit agp vertriaglichen Einbettungen als D(G, p), die par-
allelen Einbettungen als P(G, p) (sieche Abbildung 3.1). Man beachte, dass nach diesen
Definitionen eine Einbettung vertréglich ist, wenn alle Kanten in die vorgegebene Rich-
tung zeigen (und genau dann Léange 0 haben, wenn die vorgegebene Richtung 0 ist),
aber parallel bereits, wenn jede Kante mit einer vorgegebenen Richtung 0 degene-
riert ist und jede andere Kante entweder degeneriert oder parallel zur vorgegebenen
Richtung. Offensichtlich sollte sein, dass D(G,p) € P(G, p) fiir jede nichttriviale Ein-
bettung p eines Graphen G.

Lokale Richtungszuweisung Eine Variante der Richtungszuweisung in der Ebene
ist eine lokale Richtungszuweisung w : E — (D U 0)?, die jeder Kante eines Graphen
G = (V, E) zwei lokale Richtungen relativ zu einer Ausrichtung der Endknoten zuweist.
Dabei bezeichne w(i,j) die Richtung der Kante {i,j} relativ zur Ausrichtung des
Knotens i. Eine Einbettung mit Knotenausrichtung ist vertréglich bzw. parallel, wenn
fiir alle (7,7) € E gilt?

P —Pi = ¢ R(p))-w(i,j)
pi—pP;, = Cz‘j'R(PD'W(%i) :

bis auf Randbemerkungen aber nur der ebene Fall benttigt wird, wéire das unverhéaltnisméafig viel
Aufwand
2Hier und spéter bezeichne R(-) die zweidimensionale Rotationsmatrix
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-

Abbildung 3.1.: Ein eingebetteter Graph (links) mit einer vertréiglichen Einbet-
tung (mitte) und einer nur parallelen Einbettung (rechts)

Wieder bedeute Konsistenz, dass es eine vertrigliche Einbettung gibt. Die durch eine
Einbettung induzierte lokale Richtungszuweisung ist gegeben durch

o R(—p))- B2 . wemn p; —p; # 0
= i/ |pj—pil J !
wap(i:J) { (0,0) : sonst

Die Suche nach vertrédglichen Einbettungen lokaler Richtungszuweisungen unterschei-
det sich nur marginal von der beziiglich globaler Richtungszuweisungen, sofern es einen
Spannbaum aus Kanten mit w(i, j) # 0 gibt; zu gegebener lokaler Richtungszuweisung
lasst sich ausgehend von einer willkiirlichen Ausrichtung eines Knotens durch einfa-
che Tiefensuche jedem Knoten eine Ausrichtung zuweisen, weil fiir die Baumkante
{i,j} und bekannter Ausrichtung von i oder j die Ausrichtung des anderen Knotens
eindeutig bestimmt ist durch

7T—p;+a1"gw(j7i) = —pl—i—argw(z’,j) . (3.1)

Danach ist die lokale Winkelzuweisung entweder schnell als inkonsistent zu iiberfiihren,
wenn fiir irgendeine Kante {i,j} € E Gleichung 3.1 nicht gilt, oder aber die Frage
nach der Realisierbarkeit bzw. das Auffinden vertriglicher Einbettungen reduziert sich
auf den globalen Fall mit

a(i, j) = R(p]) - w(i, 7) fiir alle (i, ) € E.

Der Sinn dieser lokalen Formulierung liegt zum einen darin, dass sie unter Umstédnden
die Eingabe eines Lokalisierungsproblems sehr viel genauer abbildet — tatséchlich wird
jede Verbindungsrichtung von beiden beteiligten Sensoren lokal gemessen — und dass
zum anderen spétestens dann, wenn Richtungszuweisungen Fehlern unterworfen sind,
der Unterschied sehr wohl zum Tragen kommt.
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3.3. Datenstrukturen

Insbesondere bei der Analyse der Algorithmen werden einige grundlegende Kennt-
nisse iiblicher Datenstrukturen vorausgesetzt. Sie kénnen in [CLR9I0]| nachgeschlagen
werden. Drei wesentliche Uberlegungen seien trotzdem hier vorangestellt.

Listen Sofern in den vorgestellten Algorithmen Listen verwendet werden, wird von
einer Implementierung doppelt verketteter Listen ausgegangen (siehe Abbildung 3.2),
in der Eintrage aus Vorwirts- und Riickwartszeigern und jeweils einer Referenz auf
ein Nutzdatum besteht.

Vorgénger Vorganger
ListenEintrag
—>
Nachfolger Nachfolger
Datum
NutzDatum

Abbildung 3.2.: Doppelt verkettete Liste

Dieser Listentyp ist eine der bekanntesten Datenstrukturen; der Aufwand fiir die
grundlegenden Operationen, das Einfiigen und das Entfernen von Elementen, wird
iiblicherweise als konstant angegeben. Das Entfernen eines Nutzdatums ohne Kennt-
nis des Listeneintrags ist allerdings in konstanter Zeit nicht moglich, weil dazu die
Kenntnis des Listeneintrags mit Zugriff auf Vorwarts- und Riickwartszeiger notwen-
dig ist, sofern die Liste in der Groéfle nicht beschrinkt ist und damit ein Traversieren
in konstanter Zeit ermoglicht. Dieses Problem ist keineswegs trivial; in der Tat stel-
len giingige Implementierungen?® solche Listen als Containertyp ohne die Maglichkeit,
auf die Listeneintrage zuzugreifen. Dieses Problem lésst sich auf zwei Arten umge-
hen, zum einen durch eine Implementierung, in der der Nutzdatentyp mit dem Typ
fiir die Listeneintrage zusammenféllt und somit selbst Vorwérts- und Riickwirtszei-
ger auf vorangehende und nachfolgende Nutzdaten speichert, oder, indem der Nutz-
datentyp zusétzlich einen (Riick-)zeiger auf den Listeneintrag enthélt, der es in der
Liste repréasentiert — eine Listenimplementierung vorausgesetzt, die Zugriff auf die Li-
steneintrige ermoglichen?. Abbildung 3.3 zeigt diese beiden Losungswege.

Beide Varianten haben gemeinsam, dass Daten nur in vorher festgelegten Listen auf-
gefithrt werden konnen, insbesondere nur in konstant vielen. Ohne darauf speziell
hinzuweisen wurde fiir alle Algorithmen in den Kapiteln 6 und 7 darauf geachtet, dass

3zum Beispiel die aktuelle Java 2 Platform 5.0
4wie die verwendete Implementierung der yFiles, siehe Kapitel 8
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ListenEintrag ListenEintrag

/\

Datum Eintrag

Abbildung 3.3.: Das gezielte Entfernen von Nutzdaten aus Listen in konstan-
ter Zeit ist nur dann moglich, wenn die Typen fiir Listeneintrdge und Nutzdaten
zusammenfallen (links) oder sich gegenseitig referenzieren (rechts).

alle verwendeten Daten nur in konstant vielen, vorher bekannten Listen aufgefiihrt
werden, die nicht ohnehin in der Lange beschrankt sind.

Graphen Zur Reprisentation von Graphen gibt es zwei wichtige Anmerkungen. Zum
einen gehe ich im folgenden immer davon aus, dass es moglich ist, Daten zu Kanten
und zu Knoten parasitiar zu speichern, solange das nur konstant viele Daten betrifft.
Das heifit, dass z. B. fiir den Zugriff auf Markierungen von Knoten kein zusétzlicher
Aufwand anféllt. Zum anderen gibt es zwei grundverschiedene Arten, Graphen zu
repréasentieren, die sich darin unterscheiden, wie sie die Adjazenzen der Knoten orga-
nisieren:

Matrixbasierte Graphenstrukturen Eine sehr einfache Datenstruktur besteht vor
allem aus einer n x n-Adjazenzmatrix mit 0/1-Eintragen, wobei der Eintrag in Zeile @
und Spalte j genau dann 1 ist, wenn der représentierte Graph eine Kante {4, j} enthalt.
Die Vorteile dieser Reprisentation liegen auf der Hand: Es kann jeweils in konstanter
Zeit iiberpriift werden, ob eine Kante zwischen zwei Knoten existiert, genauso schnell
konnen Kanten eingefiigt oder geloscht werden. Das Einfiigen und Loschen von Kno-
ten hingegen erfordert allein deshalb Q(n) Schritte, weil dafiir alle moéglichen Kanten
geloscht werden miissen bzw. weil n Eintrége initialisiert werden miissen, auch wenn
man durch geschickte Implementierung verhindert, stdndig die gesamte Matrix umko-
pieren zu miissen. Je diinner Graphen sind, desto mehr fallen noch andere Nachteile
ins Gewicht: Der Speicherplatz ist auf ©(n?) festgelegt, auch fiir m € O(n), und das
Iterieren iiber alle zu einem Knoten inzidenten Kanten oder iiber die Nachbarn eines
Knotens benétigt ein Durchlaufen von n Eintragen der Matrix, selbst wenn sich die
Grofle der Nachbarschaft enger beschréanken ldsst.

Listenbasierte Graphenstrukturen Wann immer im weiteren Graphen reprisentiert
werden miissen, wird deshalb von einer listenbasierten Struktur ausgegangen, in der
die zu einem Knoten inzidenten Kanten in einer Liste aufgefithrt werden. Das hat
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natiirlich zur Folge, dass die Uberpriifung, ob eine Kante existiert, bis zu |Nb(v)]
Schritte dauern kann (das Loschen und Einfiigen ohne vorherige Uberpriifung, ob
die Kante schon existiert, lasst sich bei oben beschriebenen Listen in konstanter Zeit
durchfiihren). Die wesentlichen Vorteile liegen aber darin, dass in ©(|Nb(v)]) tiber die
Nachbarschaft eines Knotens iteriert werden kann, und dass zu jedem Knoten auch nur
ein Speicherbedarf in ©(|Nb(v)|) anfillt, also insgesamt ein Speicherbedarf in ©(n+m).
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4. Problemstellung, Modelle und
Schranken

Wie angekiindigt, werden im weiteren Sensornetzwerke stets als Graphen, d.h. Sen-
soren als Knoten und bestehende Verbindungen als Kanten, mit einer tatséchlichen
Einbettung modelliert sein. Als Lokalisierungsproblem wird dann stets das Problem
bezeichnet, diese Einbettung zu rekonstruieren oder anzundahern. Diese Probleme sind
in jedem Fall eng verwandt mit schon ldnger untersuchten Fragestellungen aus der
Visualisierung von Graphen (mit zusétzlichen Bedingungen), und ich werde auf dltere
Ergebnisse aus diesem Bereich verweisen. Die verschiedenen Auspriagungen erhélt das
Problem durch die Art der zur Verfiigung stehenden Informationen, die sich ganz grob
in zwei Klassen einteilen lassen:

Strukturelle Annahmen In diese Klasse fallen Annahmen dariiber, dass in der Rea-
litdt auftretende Sensornetzwerke in ihrer Struktur nicht unabhéngig sind von
der Lage der Knoten. Klassisches Beispiel sind die Unit-Disk-Graphen, die ich in
Abschnitt 4.1.1 behandeln werde.

Topologische Informationen Hier stehen zusétzliche Informationen iiber die tatséch-
liche Einbettung zur Verfiigung. Diese reichen von der Kenntnis absoluter Posi-
tionen einzelner Knoten hin zu relativen Informationen wie den lokalen Peilun-
gen von kommunizierenden Knoten. Diese Informationen korrespondieren mit
zusétzlicher Sensorik wie in Kapitel 2 beschrieben.

Je nach Auspriagung lassen sich verschiedene Aspekte untersuchen, sei es theoretisch
oder empirisch, und verwendete Verfahren daraufhin analysieren:

Eindeutigkeit Was ist maximal erreichbar, d. h. welche Freiheitsgrade sind iiberhaupt
durch die zur Verfiigung stehenden Informationen zu eliminieren? Welche Vor-
aussetzungen miissen Netzwerke dafiir haben, bzw. wie grof§ sind Teilnetzwerke,
die diese Voraussetzungen erfiillen?

Qualitatsbegriff Wenn exakte Losungen wegen vager, fehlerbehafteter oder schlicht
unzureichender Eingaben oder Annahmen nicht zu erreichen sind — woran lésst
sich die Qualitédt einer Rekonstruktion messen? Welche Qualitédt lasst sich fiir
Verfahren garantieren? Welche Qualitéit wird in realistischen Szenarien erreicht?

Komplexitat Wie komplex sind die Probleme, welche Laufzeit haben verwendete Ver-
fahren?
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In weiteren Verlauf diese Kapitels werde ich mich darauf konzentrieren, eine Uber-
sicht dariiber zu geben, welche Ausprigungen mit welchen Ergebnissen bisher behan-
delt worden sind und die dafiir und fiir das folgende notwendige Formalisierungen
einfithren. Um dabei nicht zu verwirren, werde ich dabei die Notationen behutsam
vereinheitlichen.

Unabhéngig von der Art der Eingabe, die zur Rekonstruktion zur Verfiigung steht,
lasst sich die Qualitét einer Rekonstruktion durch einen Vergleich der tatséchlichen
Einbettung p mit der rekonstruierten Einbettung p messen. Ein naheliegendes und
dem Ziel der Lokalisierung entsprechendes Mafl ist der Mittelwert des euklidischen
Abstandes aller Knoten (siehe auch [MLRT04]),

~ Pv — f)v
Qere(p,P) =Y |—n| :

veV

Je nach Art der Eingabe ldsst eine Rekonstruktion allerdings bestimmte Freiheitsgra-
de, zum Beispiel Drehungen und Verschiebungen, wenn die Eingabe keinerlei absolute
Orientierung oder Position umfasst, oder auch die Skalierung, wenn die Eingabe un-
abhéngig von der Skalierung der tatséchlichen Einbettung ist. Fiir die Evaluation in
den spéteren Kapiteln werde ich deshalb eine leicht nachvollziehbare Variante verwen-
den, die immer noch ein intuitives Qualitdtsmaf fiir die Rekonstruktion der Netzto-
pologie bildet und bei der das Minimum von Qgrg iiber diese Freiheitsgrade gebildet
wird durch

(7) ) f)v +X|

AN L . |pv —C- R
QGTE(I)ap) = min ’CER+1;€ZV n

y€[0,m),xER?

Die Optimierung iiber diese Freiheitsgrade ist nicht leicht; sofern dieses Mafl in der
Evaluation benutzt wird, ist eine obere Schranke angegeben, die dadurch gebildet
wird, dass zuerst iiber die optimale Skalierung und Drehung einiger méglichst langer
Kanten gemittelt wird und anschlieSend iiber die optimale Verschiebung aller Knoten.
Entsprechend kann dieses Mafl dann nur als Beleg einer gewissen Giite herangezogen
werden, nicht als Beleg mifigliickter Rekonstruktion.

Fallt Skalierung als Freiheitsgrad aus, werden in der Literatur mitunter auch die paar-
weisen Absténde vergleichen und somit die Optimierung iiber Drehungen und Ver-
schiebungen eingespart durch

~ (lpv_pv| - |f)v_f)7)|)2
QPAIR(pu p) = Z n - (n _ 1)/2 :
i,jeV

Hier als quadratisches Mittel, weil die Kantenléngen in beide Richtungen abweichen
konnen, d. h. zu kurz oder zu lang sein kénnen. Abhéngig von der Ausprigung der Ein-
gabe lassen sich noch viele andere Qualitdtsmafle fiir die Evaluation oder als Grundlage
fiir Aussagen zur Approximierbarkeit denken; einige wichtige werden in den jeweiligen
Abschnitten eingefiihrt.
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4.1. Strukturelle Annahmen

Einer der grundlegenden Ansétze fiir Lokalisationsverfahren ist die Unterstellung, dass
es bestimmte Korrellationen zwischen der Struktur von Sensornetzwerken und ihrer
Einbettung gibt.

4.1.1. Unit-Disk-Graphen

Das wohl bekannteste Beispiel hierfiir ist die Annahme, dass in Sensornetzwerken die
graphentheoretische Nachbarschaft immer auch innerhalb einer gewissen Umgebung
eingebettet sein muss und dass umgekehrt Knoten innerhalb dieser Umgebung immer
auch der Nachbarschaft angehéren miissen. Dies entspricht der Uberlegung, dass es
fiir Sensornetzwerke in der Realitdt so etwas wie einen Kommunikationsradius gibt,
iitber den hinaus ein Sensor keine Verbindung aufbauen kann, und der idealisierten
Annahme, dass in diesem Radius Verbindungen auch zwingend zustande kommen.
Graphen, die sich so einbetten lassen, heiflen Unit-Disk-Graphen; Abbildung 4.1 zeigt
einen kleinen solchen Graphen.

Definition 5 (Unit-Disk-Graphen) Ein Graph G = (V, E) heifst Unit-Disk-Graph
(UDG), wenn es eine Einbettung p in die Ebene gibt, so dass

Vo,u e Vv #u:{u,v} € BE<= |p,—po| <1 .

Abbildung 4.1.: Ein Unit-Disk-Graph. Knoten sind genau dann verbunden, wenn
ihr Abstand kleiner oder gleich 1 ist.

Die Unterstellung besteht also darin, dass alle Sensornetzwerke, normiert man den
Kommunikationsradius zu 1, Unit-Disk-Graphen sind und ihre tatsédchliche Einbet-
tung dies belegt. Diese Modellierung hat eine ganze Reihe von Ergebnissen hervorge-
bracht; allen voran die Aussage, dass die Entscheidung, ob ein gegebener Graph ein
Unit-Disk-Graph ist, N'P-schwer ist ([BK93], eine Reduktion von SATISFIABILITY auf
UNITDISKGRAPHRECOGNITION). Damit gibt es natiirlich auch keine Hoffnung' auf

Thier und bei #hnlichen Formulierungen ergéinze man immer ,sofern nicht P = NP
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einen Algorithmus, der zu einem beliebigen Unit-Disk-Graphen in Polynomialzeit eine
Einbettung findet, die diese Eigenschaft belegt. Ein neueres Ergebnis aus [KMWO04]
misst die Qualitét einer Einbettung p eines Unit-Disk-Graphen G = (V| E) durch
einen Approximationsfaktor Qupg(p) mit

maXysyv}ek |pu - pv|

min{u,v}QE ’pu - pvl

Qupc(p) =

und zeigt in Anlehnung an den Beweis aus [BK93], dass es sogar N P-schwer ist, zu
entscheiden, ob ein Graph eine Einbettung p mit Qupg(p) < \/ﬁ — ¢ hat, wobei € fiir
grofle n gegen 0 strebt. Auf der anderen Seite beschreibt [MOWWO04] einen Algorith-
mus, der fiir Unit-Disk-Graphen in polynomieller Zeit eine Einbettung p berechnet,

so dass Qupg(p) € O(log*® ny/loglogn).

Neben diesen vor allem theoretischen Ergebnissen gibt es eine ganze Reihe von Loka-
lisationsalgorithmen, die fiir Unit-Disk-Graphen ohne den Blick auf Approximations-
garantien versuchen, Einbettungen auf Basis der Graphenstruktur zu rekonstruieren,
allerdings iiberwiegend ausgehend von Ankerknoten, das heiffit wenigen Knoten, deren
exakte Position bekannt ist, oft sogar durch verteilte Verfahren wie APS (Ad-hoc Posi-
tioning System, [NN03a]); hier wird der graphentheoretische Abstand zu Ankerknoten
zur Abschétzung der Entfernungen herangezogen.

Interessant ist aus algorithmischer Sicht fiir diesen Fall auch die Herangehensweise von
[BWO04]; die Autoren beschiftigen sich sehr grundlegend mit der Frage, wie gut Lokali-
sation nur durch Kenntnis graphentheoretischer Absténde zu Ankerknoten iiberhaupt
sein kann, und zeigen schon fiir eindimensionale Félle, dass so ein Vorgehen nicht
kompetitiv sein kann gegeniiber einer vollsténdigen Nutzung der Struktur.

4.1.2. Quasi-Unit-Disk-Graphen

Die sehr enge Idealisierung der Unit-Disk-Graphen und vor allem die Ergebnisse zur
Approximierbarkeit fithrten in letzter Zeit zu einer Verallgemeinerung des Modells
der Unit-Disk-Graphen, bei dem nicht mehr ein Kommunikationsradius vorausgesetzt
wird, bis zu dem Kommunikation stattfinden kann und muss, sondern zwei Radien, ei-
ner fiir die maximale Reichweite, einer fiir eine Zone, in der Kommunikation garantiert

wird ([KWZ03)).

Definition 6 (d-Quasi-Unit-Disk-Graphen) FEin Graph G = (V, E) heifit d-Qua-
si-Unit-Disk-Graph (d-QUDG) fiir ein 0 < d < 1, wenn es eine Einbettung p in die
Ebene gibt, so dass

Vo,ue Viv#u:{u,v} € E = |p,—py| <1
Yo,u e Viv£u:{u,v} € E <= |p,—po| <d .
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Abbildung 4.2.: Verbindungen in einem d-Quasi-Unit-Disk-Graphen miissen zwi-
schen Knoten bestehen, die einander dichter sind als d. Knoten, die weiter vonein-
ander entfernt sind als 1, diirfen nicht verbunden sein. Fiir den Bereich dazwischen
wird keine Aussage getroffen.

Man beachte, dass dieses Modell keinerlei Aussagen iiber die Notwendigkeit oder
Unméoglichkeit von Kanten zwischen Knoten mit Absténden in der ,,Grauzone® (d; 1]
trifft (siehe Abbildung 4.2).

Da alle Unit-Disk-Graphen insbesondere auch Quasi-Unit-Disk-Graphen sind, iiber-
setzen sich die Aussagen zu deren Nichtapproximierbarkeit direkt in die Aussage, dass
es zumindest fir d > 1/ V2 N'P-schwer ist, zu entscheiden, ob ein Graph ein d-Quasi-
Unit-Disk-Graph ist (ebenfalls [MOWWO04]).

Dieses Modell wird vor allem in Kombination mit zusétzlichen Informationen {iber
die Topologie aufgegriffen und ist auch relativ neu, insofern gibt es keine bekannten
Lokalisierungsalgorithmen, die ausschliefslich auf Quasi-Unit-Disk-Graphen aufbauen.

Algorithmus 1 : Generiere d-Quasi-Unit-Disk-Graph mit n Knoten in A C R?

fiir i = 1 bis n tue
| Fiige Knoten v; ein, wéhle p,, zufillig gleichverteilt aus A

fiir alle v; # v, tue
wenn |p,, — Py,| < d dann
| Fiige Kante {v;,v;} ein
sonst wenn |p,, — p,,| < 1 dann
t Fiige Kante {v;,v;} mit Wahrscheinlichkeit

1_|pvi_p’v'| .
J
1—d e1m

Sofern fiir die Evaluation zufdllige d-Quasi-Unit-Disk-Graphen herangezogen werden,
sind diese durch Algorithmus 1 generiert worden?. Dabei nimmt die Wahrscheinlich-
keit einer Kante von der Entfernung d bis zur Entfernung 1 linear ab (siche Abbil-
dung 4.3), wie auch zum Beispiel in [BGJ05], auch wenn dort die Knotenpositionen
nicht gleichverteilt gewédhlt werden. Sofern auf die Knotendichte generierter Graphen
bezug genommen wird, ist damit die Anzahl der Knoten pro Flidcheneinheit n/|A|
gemeint; sofern nicht anders angegeben, ist d = 1/2 und die Flidche A quadratisch.

2bzw. durch eine im Ergebnis dquivalente Art und Weise
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Wahrscheinlichkeit
00 02 04 06 08 1.0

\ \ \ \ \ \ \
00 02 04 06 08 10 12

Entfernung

Abbildung 4.3.: Bei den generierten Quasi-Unit-Disk-Graphen nimmt die Ver-
bindungswahrscheinlichkeit von d = 1/2 bis 1 linear ab.

4.1.3. Kritik an strukturellen Annahmen

Trotz der sehr naheliegenden Intuition und der beliebig wéhlbaren Freiheit, die d-
Quasi-Unit-Disk-Graphen bieten, darf man sich nicht dariiber hinwegtduschen, dass
besonders die Forderung, einen Radius angeben zu kénnen, unterhalb dessen Kom-
munikation garantiert werden kann, von einer sehr mathematische Sichtweise geprigt
ist. Alle Verfahren, die wesentlich auf der tatsdchlichen Einbettbarkeit eines Kom-
munikationsgraphen als Quasi-Unit-Disk-Graph aufbaut, kénnen in der Realitdt an
simplen Hindernissen, die auch nahe Knoten an der Kommunikation hindern, schei-
tern. Dariiber hinaus enthélt das Modell implizit die Annahme, dass der Raum isotrop
ist, und nicht etwa die Umweltbedingungen so schwanken, dass die Reichweiten sich
innerhalb des Gebietes, in dem die Sensoren ausgebracht sind, signifikant voneinander
abweichen.

4.2. Topologische Informationen

Neben den strukturellen Annahmen, die gewissermaflen kostenlos zur Verfiigung ste-
hen, wurde in Abschnitt 2.1 Sensorik beschrieben, iiber die Sensoren zusétzliche In-
formationen iiber die Lage ihrer Nachbarn ermitteln kénnen.

4.2.1. Entfernungen
Die in der Lokalisation am meisten verwendete Zusatzinformation ist mit Sicherheit

die Lénge der Kanten, d.h. zur Rekonstruktion einer Einbettung steht die induzier-
te Langenzuweisung zur Verfiigung. Die Beliebtheit dieser Auspragung des Lokalisie-
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rungsproblems hat zwei Ursachen: Zum einen sind zumindest vage Entfernungsinfor-
mationen verhéltnisméfig billig, was den technischen Aufwand angeht (z. B. RSSI),
zum anderen sind Algorithmen zur Realisierung von Graphen zu gegebenen Kan-
tenldngen schon lange untersucht, sowohl in Hinblick auf Probleme der Graphenvi-
sualisierung, als auch in Hinblick auf die Statik von Geriisten. Obwohl der Fokus die-
ser Arbeit nicht auf Entfernungs- sondern auf Richtungsmessungen als Grundlage fiir
Lokalisierung liegen soll, werden ich das Thema immer im Vergleich mit Entfernungs-
messungen betrachten; das ist gewissermaflen das Modell, an dem man sich messen
lassen muss, und es gibt hier bereits mehr Ansétze, von denen man lernen kann.

Definition 7 (Lingenrealisierungsproblem) Gegeben einen zusammenhdingenden
Graphen G = (V, E) und eine konsistente Lingenzuweisung £, finde eine Einbettung
P, so dass p fiir G mat { vertrdglich ist.

Auch die Schwere dieses Problems ist schon lange bekannt: Saxe hat in [Sax79] gezeigt,
dass es N'P-schwer ist, zu einem Graphen und einer Lingenzuweisung zu entschei-
den, ob es eine vertrigliche Einbettung gibt. Wir werden im Rahmen von Kapitel 5
noch darauf eingehen, welche Fragestellungen aus kombinatorischer Sicht angegangen
wurden, wie sich zum Beispiel Graphen charakterisieren lassen, fiir die die induzierte
Langenzuweisung einer allgemeinen Einbettung diese eindeutig festlegt.

Rekonstruktionen lassen sich zwar danach bewerten, inwieweit eine Lingenzuweisung
eingehalten wurde, z. B.

. 3 [Py — Du| = £e)

Qoist(P; P) = n

Y

{uv}elE

man sollte sich aber vor Augen halten, dass selbst vollstindig eingehaltene Kan-
tenldngen mitunter mehrere vollig verschiedene Einbettungen zulassen.

Algorithmisch wurde das Problem vor allem dadurch angegangen, ausgehend von Kno-
ten, die ein Dreieck bilden, neue Knoten durch Trilateration anzubinden. Dieses Ver-
fahren lasst sich verhéltnisméfig leicht verteilt implementieren und — um Fehler zu
korrigieren — auch iterativ immer weiter verbessern ([SRBO1]). Es fufit auf der Beob-
achtung, dass so aufgebaute Graphen (trilateration graphs, [EGW™04]) in ihrer Ein-
bettung eindeutig bestimmt sind, wenn sich die Knoten in allgemeiner Lage befinden
(Abbildung 4.4). Dass dies nur eine Klassen von Graphen ist, fiir die das gilt, ist einer
der Punkte, die in Kapitel 5 vertieft werden.

Verbindung mit (Quasi-)Unit-Disk-Graphen

Gerade in neueren Arbeiten wird das Problem der entfernungsbasierten Lokalisierung
oft kombiniert mit der Annahme, dass sich Sensornetze als (Quasi-)Unit-Disk-Graphen
beschreiben lassen. Dieser Verkniipfung entsprang unter anderem eine Untersuchung,
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Abbildung 4.4.: Befinden sich die Knoten in allgemeiner Lage (links), reichen
drei Knoten mit bekannter Einbettung, um einen Knoten anzubinden. Liegen die
Einbettungen der Knoten auf einer Geraden (rechts), gibt es zwei Moglichkeiten.

ab welcher Dichte zufillige Sensornetzwerke, modelliert als Unit-Disk-Graphen mit
hoher Wahrscheinlichkeit durch iterative Trilateration komplett abgedeckt werden
konnen (ebenfalls [EGW™04]). Diese iterative Trilateration liefert als verteiltes Pro-
tokoll, eine Knotendichte von Q(logn) vorausgesetzt, in einer Laufzeit von O(n) mit
hoher Wahrscheinlichkeit eine Lokalisation aller Knoten.

Fiir Graphen solcher Struktur ist eine eindeutige Rekonstruktion bei Knoten in allge-
meiner Lage natiirlich moglich; die Kombination aus Léngenrealisierungsproblem und
Unit-Disk-Graph-Realisierungsproblem ist trotzdem ohne diese Voraussetzungen A/ P-
schwer, wie [AGY04] durch eine Reduktion von CIRCUITSATISFIABILITY auf UNIT-
DisSK GRAPHRECONSTRUCTION zeigt.

Ein Aspekt, der bei vielen dieser Verfahren verhéaltnisméfiig wenig beachtet wird, ist
der, dass die entfernungsbasierte Lokalisation von einem Knoten durch drei Anker-
knoten sehr anfillig gegeniiber Fehlern ist (sieche Abbildung 4.5). [MLRT04] schldgt
deshalb ein robustes, verteiltes Verfahren vor, das auf der Auslegung von stabilen
Vierecken (4-Cliquen) basiert. Dies erhoht zwar die Anforderungen an den Grad der
Vernetzung bzw. verringert die erwartete Abdeckung, vermeidet aber fundamentale
Fehlentscheidungen in der Auslegung neuer Knoten.

Abbildung 4.5.: Bei auch nur schwach fehlerhafter Eingabe miissen die Einbet-
tungen der drei relevanten Knoten nicht unbedingt genau auf einer Geraden lie-
gen, damit man nicht mehr zwischen zwei grundverschiedenen Einbettungen des
néchsten Knotens unterscheiden kann.

Ein komplett anderer Ansatz stammt von den kréaftebasierten Verfahren zur Visuali-
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sierung von Graphen ab (zu diesen siche [BETT99]); ausgehend von einer Initiallésung
werden hier {iblicherweise durch anziehende und abstoflende Krifte zwischen verbunde-
nen bzw. nichtverbundenen Knoten gute Layouts erzeugt. [PBDT03] adaptiert dieses
Verfahren dazu, dass Kréfte nur so wirken, dass Kanten in die richtige Lange gezogen
bzw. gestaucht werden. Gerade bei einem solchen Vorgehen ist das Finden einer gu-
ten Initiallosung, d.h. einer Losung, die die Topologie bereits grundlegend annéhert,
wesentlich. Was es auf jeden Fall zu verhindern gilt, sind Faltungen des Graphen, die
sich durch lokale Kréfte nur selten beheben lassen. Die Autoren losen dieses Problem
durch ein Verfahren, das im wesentlichen auf der Auswahl von fiinf geschickt gewéhlten
Knoten (einer im Zentrum und vier am Rand ,,in allen Himmelsrichtungen*) und der
Auslegung der anderen Knoten auf Basis der graphentheoretischen Abstédnde zu die-
sen fiinf ausgewéhlten Knoten aufbaut. Dieses Verfahren lésst sich vollstédndig verteilt
umsetzen. In [GKO05] wird darauf aufbauend vorgeschlagen, stattdessen ein initiales
Layout durch spektrale Einbettung (auch eine Anleihe aus dem Bereich des Graphen-
zeichnens) zu ermitteln. Auch dieses Verfahren ist so entworfen, dass es sich verteilt
implementieren lasst.

4.2.2. Richtungen

Der Verwendung von Kantenldngen gegeniiber steht die Verwendung von Kantenrich-
tungen. Wie schon in Kapitel 3 erwihnt, ist es dabei letztlich irrelevant, ob man von
lokalen oder globalen Richtungen fiir die Kanten ausgeht, zumindest, solange man
ungestorten Eingaben betrachtet.

Definition 8 (Richtungsrealisierungsproblem) Gegeben einen Graphen G und
eine konsistente Richtungszuweisung o, finde eine Einbettung p, so dass p fir G mit
a vertrdglich ist.

Bemerkung 1 Fir das Richtungsrealisierungsproblem lisst sich O.B.d.A. annehmen,
dass a(i,7) # 0 fir alle {i,j} € E, ansonsten ldisst sich die Kante i,j kontrahieren,
da fiir alle mit € vertrdglichen Einbettungen p; = p; sein muss.

Richtungen lassen sich in naheliegender Weise zur sukzessiven Triangulation nutzen;
diese Nutzung wird auch (z.B. in [NNO3b]) parallel zur Trilateration durch Ent-
fernungsmessungen aufgefiihrt. Insgesamt wurden richtungsbasierte Verfahren jedoch
weitaus weniger untersucht, obwohl sich, von der hardwareseitigen Implementierung
einmal abgesehen, viele Griinde fiir solche Verfahren finden lassen: Das Finden von
vertraglichen Einbettungen ist in Polynomialzeit méglich und die Rigidity Theory lie-
fert — wenn auch eher in Form von Randbemerkungen — auch die Aussage, dass die
Entscheidung, ob eine solche Einbettung eindeutig bestimmt ist, verhéltnisméafig leicht
ist. Aulerdem ist der Grad der Vernetzung, das heifit die Anzahl der Verbindungen,
die zur Rekonstruktion benttigt werden, signifikant niedriger. Diese Aspekte werden,
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vor allem in der Gegeniiberstellung zu entfernungsbasierter Rekonstruktion, in Kapi-
tel 5 beleuchtet. In der Sensorlokalisierung wurden sie bisher verhéltnisméflig wenig
aufgegriffen. [EWMT03] geht zwar auf die Hintergriinde und die Gemeinsamkeiten von
Entfernungs- und Richtungsmessungen aus kombinatorischer Sicht ein, algorithmischer
Nutzen ist aus den Unterschieden jedoch bisher kaum gezogen worden

Erst vor kurzem wurde mit [BGJ05] der Beweis geliefert, dass die Entscheidung, ob ein
Graph unter Beriicksichtigung einer Richtungszuweisung als Unit-Disk-Graph einge-
bettet werden kann, N'P-schwer ist. Vorgeschlagen wurde allerdings ein Lineares Pro-
gramm als praktische, ndherungsweise Losung. Die Nebenbedingungen ergaben sich
dabei zum einen aus der Richtungszuweisung, zum anderen daraus, dass unter Kennt-
nis der Richtungen aller Kanten in Unit-Disk-Graphen alle Kantenkreuzungen ermit-
telt werden kénnen. Die Autoren geben ein Verfahren an, das die Anzahl der Variablen,
die den Kantenldngen entsprechen, schnell verringert, indem die Kantenldngenverhélt-
nisse in starren Subgraphen durch Triangulierung und Kanteniiberlappung ermittelt
werden. Dieses Vorgehen wird in Kapitel 6 noch nidher beschrieben. Die Autoren ge-
ben an, dass ihr Verfahren bei geringen Fehlerne auch fiir fehlerhafte Eingaben dazu
geeignet ist, eine Einbettung zu rekonstruieren, allerdings ohne die Bedingungen fiir
die Kantenkreuzungen. IThre Arbeit ist als Ausgangspunkt fiir die vorliegende Arbeit
zu bezeichnen, wird sich allerdings vor allem in den folgenden, wesentlichen Punkten
davon abheben:

In [BGJO5] wird nicht darauf eingegangen, dass das Finden vertréiglicher Einbettung
ohne Beriicksichtigung der Unit-Disk-Graph-Bedingungen tatséchlich nur dem Ldosen
des Linearen Programms entspricht und wann {iberhaupt zusétzliche Einschrankungen
benotigt werden. Tatséchlich ist der Beitrag von Unit-Disk-Graph-Einschrankungen in
vielen Féllen nur gering, abhéingig von der Dichte des Netzes. Die vorliegende Arbeit
wird deshalb das Problem auch fiir Quasi-Unit-Disk-Graphen betrachten.

Diese Erkenntnis ist dicht damit verkniipft, das in [BGJ05] zwar durch die Winkel-
messungen eindeutig bestimmte Subgraphen identifiziert und genutzt wurden, um die
Anzahl der Variablen zu verringern; dieses Verfahren ist aber nicht erschopfend. Die-
se Arbeit wird viel Gewicht darauf legen, wie man auf Basis der Richtungsangaben
maximal viele Variablen eliminieren kann. In diesem Zusammenhang werden hierfiir
auch schnelle Verfahren mit einer ausgedehnten Analyse vorgestellt, so dass sich zeigt,
in welchen Féllen das Lineare Programm {iberhaupt noch zur Losung beitrégt, bezie-
hungsweise wie grofl der Gewinn gegeniiber dem vorigen Verfahren ist.

Obwohl [BGJ05] angibt, dass das beschriebene Verfahren auch bei fehlerhafter Einga-
be angewandt werden konne, lassen sich Beispiele finden, in denen das dort vorgestellte
Lineare Programm an beliebig kleinen Storungen scheitern kann, d.h. fiir die die for-
mulierten Nebenbedingungen iiberhaupt nicht mehr erfiillbar sind. Fiir die fehlertole-
rante Rekonstruktion wird deshalb ein Verfahren vorgestellt, das ohne das Losen eines
Linearen Programms auskommt. Es basiert im wesentlichen auf denselben Schritten,
die vorher zum Reduzieren der Variablen des Linearen Programms verwendet wurden,
zusammen mit lokaler Optimierung und der Nutzung vorhandener Redundanz.



5. Kombinatorische Aspekte

Neben den skizzierten Aussagen zur NP-Schwere bestimmter Probleme, die gewisser-
mafen Schranken fiir algorithmische Losungen der Lokalisierungsprobleme aufweisen,
liefert die Theorie zur Starrheit von Geriisten, die Rigidity Theory®, hilfreiche Aussagen
dariiber, welche Eigenschaften Graphen haben miissen, um eindeutige Lokalisierung
bei bekannten Langen oder Richtungen der eingebetteten Kanten zu erméglichen. Sie
offenbart auch, wie fundamental der Unterschied beider Problemstellungen trotz enor-
mer Analogien schon auf diesem Gebiet ist.

Im folgenden werde ich versuchen, eine kurze Zusammenfassung wesentlicher Ergeb-
nisse und deren Motivation zu geben. Sie basiert in weiten Teilen auf der sehr zu emp-
fehlenden Darstellung in [Whi96], wenngleich ich versuchen werde, Notationen und
Aussagen nur soweit aufzugreifen, wie es hier dem Verstédndnis der Probleme niitzt.
An geeigneten Stellen werde ich mit eigenen Uberlegungen ergéinzen, inwiefern die-
se Ergebnisse fiir die Lokalisierung, insbesondere aus algorithmischer Sicht, genutzt
werden koénnen.

5.1. Vereinbarungen

Die Rigidity Theory hat ihre Wurzeln in der Betrachtung von Geriisten als physika-
lischen Gebilden. Sie untersuchte die Frage, wann ein Geriist, bestehend aus festen
Holmen und flexiblen Gelenken, starr ist in dem Sinne, dass es keine kontinuierli-
che Verformung zulésst, ohne die Holme selbst zu verformen. Solche Geriiste werden
Gelenkgeriiste (bar-and-joint frameworks) genannt und lassen sich leicht motivieren:
Geriiste dieser Art lassen sich sich in Briickenbau oder Fachwerkhéusern, ja selbst in
schwedischen Selbstbaumébeln finden, die Schrigverstrebungen benétigen, um nicht
zusammenzuklappen. Mehr theoretischer Natur sind sogenannte Teleskopgeriiste (te-
lescoping frameworks). Sie bestehen aus Holmen variabler Lénge, die durch starre Ge-
lenke verbunden sind. Der Zusammenhang dieser beider Geriisttypen mit Netzwerken,
deren Kantenldngen oder -richtungen bekannt sind, ist schwer zu {ibersehen.

In Ermangelung eines griffigen deutschen Begriffes werde ich bei diesem Namen bleiben
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Abbildung 5.1.: Verformungen, die Gelenkgeriiste (links) bzw. Teleskopgeriiste
(rechts) zulassen

5.2. Starrheit

5.2.1. Gelenkgeriiste

Ich betrachte zunéchst Eigenschaften von Geriisten, die aus festen Stangen, aber fle-
xiblen Verbindungen zusammengesetzt sind. Mit ihnen beschéftigt sich die Rigidity
Theory klassischerweise. Die Frage, wann solche Geriiste eindeutig durch die Kennt-
nis der Kantenldngen festgelegt sind, korrespondiert direkt mit der Frage, wann ein
entsprechendes Sensornetzwerk mit bekannten Kommunikationsentferungen eindeutig
rekonstruierbar ist.

Die Eigenschaft eines Geriistes, nicht kontinuierlich deformierbar zu sein, ohne die
die Holme zu stauchen oder zu strecken, wird als Starrheit bezeichnet. Sie entspricht
gewissermaflen einer lokalen Eindeutigkeit.

Definition 9 (Starrheit) Ein Gerist G(p) heifit flexibel, wenn es eine stetige Ab-
bildung p(t) : [0,1) — B(G, p) mit p(0) = p gibt, so dass fiir ein t die Einbettung p(t)
nicht kongruent zu p ist. Es heifit starr, wenn es nicht flexibel ist.

Abbildung 5.2 zeigt, dass derselbe Graph mit unterschiedlichen Einbettungen ein star-
res oder aber ein flexibles Geriist ergeben kann. Interessanter ist daher die generische
Starrheit, die im Gegensatz zur Starrheit eine einem Graphen inhérente Eigenschaft
ist. Generische Einbettungen bezeichnen dabei die Einbettungen ohne algebraische
Abhéngigkeiten der p(i);. Diese Einbettungen stellen eine offene und dichte Menge
im R4Vl dar ([Whi96]), und wihlt man zufillig nach einer stetigen Verteilung auf
R4V eine Einbettung, so ist diese mit Wahrscheinlichkeit 0 nicht generisch in diesem
Sinne. Wenn im folgenden von ,fast allen“ Einbettungen die Rede ist, sind damit die
generischen Einbettungen gemeint.

Definition 10 (Generische Starrheit) Ein Graph G heifit generisch n-starr, wenn
G(p) fir fast alle Einbettungen p € R™ starr ist.
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Abbildung 5.2.: starre und flexible Einbettung desselben Geriistes

Ich werde zunéchst beschreiben, wann ein Graph generisch 2-starr ist, was auf das Pro-
blem der Realisierung in der Ebene iibertragen bedeutet, dass eine Einbettung durch
eine realisierbare Lingenzuweisung zumindest lokal eindeutig bestimmt ist. Die Be-
schrinkung auf die Ebene ist hierbei notwendig, weil sich die Ergebnisse nicht bequem
verallgemeinern lassen.

Infinitesimale Starrheit

Die géangigste Herangehensweise zur Analyse der Starrheit einer Einbettung ist die Be-
rechnung von infinitesimalen Bewegungen, die ein Geriist G(p) zulésst, ohne dass sich
dabei Kantenléingen verdndern. Eine solche infinitesimale Bewegung wird beschrieben,
indem den Knoten ,,Geschwindigkeiten® durch einen Vektor u : V — R? zugewiesen
werden, wobei gelten muss, dass fiir alle {i,j} € E

(pPi — pj) - (w; —uy)
<~ (Pi—Pj) W+ (pj—Pi)-u; = 0,

was nichts anderes bedeutet, als dass die relative Geschwindigkeit von 7 zu j, u; — u;
senkrecht zur die beiden Knoten verbindenden Strecke stehen muss. Diese Geschwin-
digkeiten u € R4V lassen sich also als Kern der Rigidity-Matriz Rg(p) € RIFxdVI
beschreiben, wobei die zur Kante (i, j) korrespondierende Zeile gebildet wird als

Abbildung 5.3 zeigt ein Beispiel fiir eine Einbettung des Kj.

Bemerkung 2 Das Matroid, das die Zeilen der Matriz Rg(p) durch lineare Un-
abhdngigkeit bilden, lasst sich tbertragen auf die Kanten des Graphen. Dieses Matroid
wird als (ebenes) Rigidity-Matroid Rq(G, p) bezeichnet, sein Rang ist der Rang der zu-
gehorigen Matrix. Ein ebenes Geriist G(p) heifft unabhingig, wenn rank(Ry(G,p)) =
|E|. Fiir den Fall G = K,, wird auch Ra(n,p) geschrieben.
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Pi— P2 P2—Pi 0 0 -2 =12 1 0 0 0 0
P1—Ps 0 P3 — P1 0 1 =20 0 =12 0 0
P1 — P4 0 0 pai—p1 | | 0O =10 0 0 0 0 1
0 P2 —P3 P3— P2 0 - 0 0 3 -1 -31 0 0
0 P2 — P4 0 P4 — P2 0 0 2 0 0 0 -2 0
0 0 P3— P4 Pis—DP3 0O 0 0 0 —-11 1 -1

Abbildung 5.3.: RK4(p) fiir P1 = (070)7 P2 = (27 1)7 P3s = (_172)7 P4 = (Ov 1)

Sieht man von dem Fall, dass in einem Graphen alle Knoten auf denselben Punkt
eingebettet sind, dann gibt es einen dreidimensionalen Raum von trivialen Geschwin-
digkeiten, die sich zusammensetzen aus Verschiebungen entlang der Achsen und der
Drehung. Eine Basis aus diesen beiden Verschiebungen T, und 7}, und einer Drehung
(im Uhrzeigersinn) 7, lédsst sich explizit angeben und leicht verifizieren:

Tx 1 0 1 0o ... (3] (ST
T, = 0 1 0 1 ... = €y €9
T. —y1 T~y Ty ... Pi Py

Es ist also T, (i) = (1,0), T,,(¢) = (0,1), T,.(¢) = (—y;, ;) fiir alle ¢ € V. Entsprechend
ist rank (Rg(p)) < 2|V| —3 fiir alle G = (V, E) und alle Einbettungen in die Ebene p.

Definition 11 FEin ebenes Gerist G(p) heifit infinitesimal 2-starr, wenn es nur tri-
wiale Geschwindigkeiten zuldsst.

Diese infinitesimale Starrheit hat dariiber hinaus schon einen generischen Charakter:

Lemma 1 Fir jeden Graphen G = (V, E) sind dquivalent:

1. Es gibt eine Einbettung in die Ebene p, so dass G(p) infinitesimal 2-starr ist.

2. G st infinitesimal 2-starr fir fast alle Einbettungen in die Ebene.

Beweis. Hat Rg(p) den maximalen Rang 2|V| — 3, dann lasst sich durch entspre-
chende Wahl von je 2|V| — 3 Zeilen L und Spalten S ein Minor [Rg(p)]z.s mit vollem
Rang (und somit det[Rg(p)]r.s # 0) finden. Fasst man p als Variable im R4 auf, ist
det[R¢(p)|L,s ein Polynom in den durch p zugewiesenen Koordinaten. Als solches ist
es entweder iiberall 0 oder aber von 0 verschieden in fast allen Punkten. Hl

Zwischen infinitesimaler Starrheit und Starrheit gibt es einen direkten Zusammenhang.
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Lemma 2 (Infinitesimale Starrheit und generische Starrheit) Fiir einen Gra-
phen G und eine Einbettung p gilt:

1. Ist das Geriist G(p) infinitesimal starr, ist es auch starr.

2. G ist generisch starr genau dann, wenn er fir fast alle Einbettungen infinitesimal
starr 1st.

Der Beweis ist in [Whi96] und den dort angegebenen Quellen nachzulesen, interessant
ist zur Motivation allerdings, dass sich Rs(p) auch herleiten ldsst als Jakobi-Matrix
der indzuzieren Léngenzuweisung (¢ p.

Was bleibt, ist die Frage, wie sich Graphen charakterisieren lassen, die sich infinitesimal
starr einbetten lassen. Sie sind geméafl Lemma 1 fiir fast alle Einbettungen infinitesimal
starr, also fiir fast alle Einbettungen starr nach Lemma 2, also letztlich generisch starr.

Lemma 3 (Counting Lemma) Die Kantenmenge E eines Geriistes G(p) kann nur
unabhdingig sein, d.h. E € Ryo(G,p), wenn fir alle Teilmengen E' C E mit E' # ()
gilt, dass |E'| < 2|V[E']| — 3.

Diese Aussage ergibt sich unmittelbar daraus, dass der maximale Rang von Rge(p)
2|V [E']]) — 3 ist, mehr Zeilen also nie linear unabhéngig sein kénnen. Die Umkehrung
gilt auch, sie bildet einen der zentralen Sitze der Rigidity Theory, aber obwohl Beweis
sehr interessant ist, ndhme er hier unverhéaltnisméfig viel Platz ein, deshalb sei auch
hier auf [Whi96] verwiesen.

Theorem 1 (Lamans Theorem) Fin Graph G = (V, E) ist genau dann generisch
starr, wenn es eine Kantenmenge E' C E gibt mit |E'| = 2|V| — 3, so dass fir alle
nichtleeren E" C B’

|E"| < 2[VIE"]| =3

5.2.2. Teleskopgeriiste

Teleskopgeriiste sind wie oben erwahnt, Geriiste aus Holmen wvariabler Lénge, die in
fixierten Winkeln miteinander verbunden sind.

Die Starrheit von Teleskopgeriisten lésst sich zunéchst weitgehend analog zum Fall der
Gelenkgeriiste definieren. Macht man sich klar, dass bei solchen Geriisten durch die
Richtung einer Kante die Richtung aller Kanten festgelegt wird, kann man sich bei
der Suche nach Verformungen auf Einbettungen beschrianken, bei denen alle Kanten
ihre urspriingliche Richtung beibehalten. Auf der anderen Seite sind Einbettungen hier
nicht nur dann unwesentlich verschieden, wenn sie kongruent sind, sondern auch noch,
wenn sie dhnlich sind, denn jedes Teleskopgeriist G(p) lasst sich natiirlich auch unter
Beibehaltung der Richtungen einbetten durch G(cp) fiir beliebiges ¢ € R*.
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Definition 12 (Parallele Starrheit) Fin Gerist G(p) heifit parallel flexibel, wenn
es eine stetige Abbildung p(t) : [0,1) — D(G,p) mit p(0) = p gibt, so dass fir ein
t die Finbettung p(t) nicht dhnlich zu p ist. Es heifit parallel starr, wenn es nicht
parallel flexibel ist.

Abbildung 5.4.: parallel starre und flexible Einbettung desselben Teleskop-
geriistes

Auch hier gibt es Graphen, fiir die sich sowohl Einbettungen finden lassen, die zu
paralleler Starrheit des Geriistes fiihren, als auch solche, fiir die das Gertist parallel
flexibel bleibt (Abbildung 5.4). Entsprechend interessiert auch hier generische parallele
Starrheit als Eigenschaft eines Graphen:

Definition 13 (Generische Starrheit) Ein Graph G heifit generisch parallel n-
starr, wenn G(p) fir fast alle Einbettungen p € R™ parallel starr ist.

Parallele Einbettungen

Wie zuvor werden wir auch bei der parallelen Starrheit zunéchst eine Abwandlung des
Problems betrachten, ndmlich die Frage, welche parallelen Einbettungen es zu einem
Geriist iiberhaupt gibt. Wir werden uns auch hier auf den zweidimensionalen Fall
einschranken.

Bemerkung 3 (Parallele Einbettung) FEine FEinbettung q ist eine parallele Ein-
bettung eines ebenen Geristes G(p) genau dann, wenn fir alle {i,j} € E

(Pi—pj) - (ai—q;) = 0
= (pi—pj) - a+P—p)-q =

Die parallelen Einbettungen eines Geriistes bilden also den Kern der |E| x d|V|-Matrix
P (p), deren zur Kante {i, j} € F korrespondierende Zeile

(0 o Pi=p)* oo (=Pt ... 0)
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lautet, d.h. P(G, p) = ker Ps(p).

Die Ahnlichkeit mit Rg(p) ist frappierend, und es lisst sich wieder schnell ein drei-
dimensionaler Raum trivialer Losungen identifizieren, der aufgespannt wird von den
trivialen parallelen Einbettungen, den entlang der Achsen verschobenen Einbettungen
T,s, Tys und den skalierten Einbettungen Tp:

Tys p1t+te p2te
Tys | = | pir+e p2te

Dass diese drei Einbettungen tatsichlich im Kern von Pg(p) liegen und fiir Geriiste
mit zwei nicht gleich eingebetteten Knoten (also Knoten ¢ und j mit p; # p;) li-
near unabhéngig sind, lasst sich leicht {iberpriifen, wenn man sich klarmacht, dass
(Tys, Tys, Tp) = (T3, T, p), dass die drei genannten Einbettungen also denselben Raum
aufspannen wie

T;3 e e ... 1 0 1 0
Ty = € €y ... = 0 1 0 1
|Y P1 P2 .. T1 Y1 T2 Y2

Man beachte, dass eine Einbettung q genau dann trivial parallel ist, wenn G(p) und
G(q) ahnlich sind.

Bei all diesen Gemeinsamkeiten und der Ahnlichkeit der Definition verwundert nicht
weiter, dass fiir Geriiste infinitesimale Starrheit und parallele Eindeutigkeit dquivalent
sind:

Lemma 4 Fiir jedes ebene Geriist G(p) ist rank(Rg(p)) = rank(Pge(p))

€1

Beweis. Ist Rg(p)-u =0, dann ist fiir q mit q; := u;
V{i,jt € E:(Pi—pj) wi+(p;—Pi) u; =0
— Vi,j}€E:(pi—p)" - ul + (p; —pi)-uf =0

= VY{i,j}eE:(pi—-p) i+ Pj—p)-q=0,

also q € ker Pg(p) und vice versa. Da aber u,v,w,--- € RIFI*2Vl genau dann li-
near unabhiingig sind, wenn u’, v, w', ... dies sind, lisst sich zu jeder Basis von
ker Rg(p) eine gleichgrofie Basis von ker Pg(p) finden und umgekehrt.

Korollar 1 Folgende Figenschaften eines ebenen Geriistes G(p) sind dquivalent:

1. G(p) ist infinitesimal starr.

2. G(p) hat nur triviale parallele Einbettungen.
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Fiir den néchsten Schritt ist folgendes wesentlich:

Lemma 5 P(G,p) ist konvex und fir q € D(G,p) und ¢ € P(G,p) gibt es ein
e € (0,1], so dass fiir alle ¢ € [0, €)

(1-¢)-q+c-d €DG,p) .

Beweis. Zunichst ist P(G,p) als Untervektorraum des RV sicher konvex. Dann
verdndern sich auf dem Weg von q € D(G,p) nach ' € P(G,p) die gerichteten
Kantenléngen sicher stetig, d.h. fiir q;(t) := (1 —1¢)-q; —t-q; fiir t € [0,1) ist jede

der Funktionen
- 1

lij(t) = | (pj — pi) - (q;(t) — q;(t))

P; — Pi

fiir alle (4, j) € E stetig und positiv fiir q(t) € D(G, p), also zumindest fiir ¢ = 0 und
also auch fiir ¢ < e fiir hinreichend kleines e. H]

Lemma 6 FEin ebenes Gertist ist parallel 2-starr genau dann, wenn es nur triviale
parallele Einbettungen zuldsst.

Beweis. Ist ein Geriist G(p) nicht parallel 2-starr, dann gibt es eine nicht-dhnliche
Einbettung q € D(G, p). Es gibt also eine nichttriviale parallele Einbettung. Gibt es
umgekehrt eine nichttriviale parallele Einbettung q € P(G,p), dann sind auch alle
p + cq nichttriviale parallele Einbettungen und es gibt ein ¢, so dass p+cq € D(G, p)
fiir alle ¢ < €. Hl

Lemma 7 Fiir einen Graphen G sind dquivalent:

1. G = (V,E) enthilt eine Kantenmenge E' C E mit |E'| = 2|V | — 3 so, dass fiir
alle nichtleeren E" C E' |E"| < 2|V[E"]| — 3

2. G ist generisch 2-starr.

3. G ist generisch parallel 2-starr.

Beweis. Die Aquivalenz von 1. und 2. entspricht Lamans Theorem, die Aquivalenz
von 2. und 3. ergibt sich aus Lemma 2, Korollar 1 und Lemma 6.
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5.3. Eindeutigkeit und vertragliche Einbettungen

Die Untersuchung der Starrheit von Geriisten setzt die Kenntnis einer Einbettung vor-
aus; es wird nach kontinuierlichen Verformungen gesucht. Bei der Lokalisierung von
Netzwerken kann man davon ausgehen, dass es eine tatsédchliche Einbettung gibt, die
mit den erhobenen Daten, also einer Léngen- oder Richtungszuweisung, vertréglich
ist, die Aufgaben bestehen aber darin, eine solche zu finden und Eindeutigkeit zu-
zusichern. Dafiir ist die Starrheit der tatséchlichen Einbettung natiirlich notwendige
Voraussetzung, aber nicht unbedingt ausreichend, wie wir sehen werden.

5.3.1. Gelenkgeriiste

Abseits von kontinuierlichen Verformungen lassen Gelenkgeriiste auch diskontinuierli-
che Verformungen zu. Ein einfaches Beispiel hierfiir sind Spiegelungen von Subgraphen
an zwel Knoten (Abbildung 5.5). Insofern geht Frage nach der Eindeutigkeit einer Ein-
bettung wirklich {iber die Frage nach der Starrheit hinaus.

Abbildung 5.5.: Spiegelung an zwei Knoten; jeder nicht dreifach knotenzusam-
menhéngende Graph lisst diese nicht kontinuierliche Verformung zu.

Hendrickson setzt sich in [Hen92] mit der Frage nach dieser Eindeutigkeit wieder un-
ter der Einschrankung auseinander, dass die urspriingliche Einbettung generisch ist.
Er fiihrt die Beobachtung an, dass Spiegelungen nur dann unméglich sind, wenn der
Graph dreifach knotenzusammenhéingend ist, weil jeweils zwei Knoten, die den Gra-
phen separieren, eine zuldssige Spiegelachse vorgeben. Leider ist das immer noch nicht
ausreichend; trotz dreifachen Knotenzusammenhangs sind fiir generisch starre Gra-
phen, die nach Wegnahme einer Kante nicht mehr generisch starr sind, Verformungen
wie in Abbildung 5.6 moglich. Graphen, die generisch starr sind auch nach Wegnahme
einer beliebigen Kante noch erfiillen, werden dagegen als redundant generisch starr
bezeichnet.

Das Ergebnis von [Hen92] sind notwendige Bedingungen dafiir, dass (generisch) ein-
gebettete Graphen durch die Kantenldngen eindeutig beschrieben werden, und auch
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Abbildung 5.6.: Ist ein Graph (links oben) nach Wegnahme einer Kante nicht
mehr generisch starr, gibt es eine kontinuierliche Verformung (Bewegung des blauen
Subgraphen), bei der alle anderen Lingen eingehalten werden. Die Kurve, die der
Endpunkt der entfernten Kante beschreibt, schneidet eine zweite zuldssige Position.

Algorithmen zur Identifizierung von Subgraphen, die diese Bedingungen erfiillen:

1. redundante generische Starrheit, impliziert generische Starrheit

2. dreifacher Knotenzusammenhang (im R? (d + 1)-fach)

Leider ist nicht bekannt, ob diese Bedingungen zumindest in der Ebene auch hinrei-
chend sind; in héheren Dimensionen gibt es explizite Gegenbeispiele.

Trotzdem lassen sich leicht Graphen konstruieren, fiir die generische Einbettungen si-
cher eindeutig rekonstruierbar sind. Die wohl einfachsten sind Trilaterationsgraphen
([EGWT04]), die sich konstruieren lassen, indem man ausgehend von einem Dreieck
(K3) neue Knoten immer so hinzufiigt, dass er mit mindestens drei bereits vorhan-
denen Knoten verbunden ist. Diese Klasse lésst sich noch erweitern um Vereinigung
zweier solcher Graphen, die sich an mindestens drei Knoten iiberlappen, und so wei-
ter. Ich werden diese Vorgehensweise dhnlich und etwas formaler fiir Teleskopgeriiste
vorfiithren.
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Finden vertraglicher Einbettungen

So wie es an Aussagen dazu mangelt, wann ein Graph generisch eindeutig durch sei-
ne Kantenldngen beschrieben ist, so mangelt es auch an entsprechenden Verfahren
zur Rekonstruktion. Lésst man algebraische Abhéngigkeiten der Knotenpositionen zu,
also auch nicht generische Einbettungen, ist dieses Problem N P-schwer, fiir den ge-
nerischen Fall fehlen weitere Ergebnisse.

Leicht dagegen ist das Finden vertriaglicher Einbettungen wieder fiir generisch einge-
bettete Trilaterationsgraphen. Eine zuléssige Auslegung des zugrundeliegenden Drei-
ecks léasst sich leicht finden, danach sind die Knoten sukzessive durch jeweils drei
Léangen eindeutig in ihrer Position festgelegt.

5.3.2. Teleskopgeriiste

Sehr viel iibersichtlicher gestaltet sich die Lage bei den Teleskopgeriisten, wie schon in
Abschnitt 5.2.2 zur parallelen Starrheit anklang. Hier ist Starrheit nicht nur notwendig,
sondern auch hinreichend.

Lemma 8 Genau jeder generisch starre Graph G = (V, E) ist fir fast alle Einbettun-
gen p durch agp eindeutig bis auf Streckung, Drehung und Verschiebung bestimmdt.

Beweis. Diese Aussage ist schon auf dem Weg zur parallelen Starrheit abgefallen, von
der wir wissen, dass sie dquivalent ist zum Fehlen nichttrivialer paralleler Einbettun-

gen (Lemma 6). Generische parallele Starrheit wiederum ist dasselbe wie generische
Starrheit (Lemma 7).

Ich werde diesen Zusammenhang im weiteren nicht stdndig wiederholen; wann im-
mer von generisch starren Graphen die Rede ist, liegt das Hauptaugenmerk darauf,
dass diese Graphen fiir allgemeine Einbettungen bis auf unvermeidliche Freiheitsgrade
eindeutig durch die Kantenrichtungen festgelegt sind.

Lemma 9 Uber folgende Schritte lassen sich leicht einfache Graphen konstruieren,
generisch starr sind®:

(i) K ist generisch starr.

(i1) Ist G = (V, E) generisch starr, dann auch G' = (V', E") mit V' =V U {v'} und
E' = EU{{uy, v Hug,v'}} fiir uy,uy € V (2-verbundene Knotenaddition).

(i1i) Ist G = (V, E) generisch starr, dann auch jeder Graph G' = (V' E'") mit V! =V
und E C E' (Kantenaddition).

2Der offensichtliche Fall, dass Graphen genau dann generisch starr sind, wenn ein isomorpher Graph
generisch starr ist, ist nicht aufgezihlt.
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(iv) Sind G = (V,E) und G' = (V', E') generisch starr und V NV' > 2, dann ist
auch G = <XA/, E) mit V=V UV und E = EUE' generisch starr (Knoteniiber-
lappunyg).

(v) Sind G = (V,E) und G' = (V' E") generisch starr und E N E" # 0, dann ist
auch G = (V, E’) mit V.=V UV' und E = EUE' generisch starr (Kanteniiber-
lappunyg).

Graphen, die sich nur durch (i), (i) und (iii) charakterisieren lassen, heiffen 2-simpel,
kommen (iv) bzw. (v) hinzu, spricht man von 2-knoteniiberlappenden bzw. kanteniiber-
lappenden 2-simplen Graphen.

Beweis. Die Beweise lieflen sich natiirlich alle auch auf Basis von Lamans Theorem
(Theorem 1) fiihren; einsichtiger sind sie aber wohl, wenn man jeweils iiber die Eindeu-
tig einer parallelen Einbettung (bis auf Streckung und Verschiebung) argumentiert.

(i) Der K ist bei festgelegter Kantenrichtung offensichtlich eindeutig auszulegen

(ii) Hat man fiir G eine Einbettung gewihlt, ist fiir v’ offenbar nur eine Position
zuléssig.

(iii) Hinzufiigen von Kanten kann Eindeutigkeit natiirlich nicht zerstoren.

(iv) Wahlt man je eine Einbettung fiir beide Subgraphen und fixiert die eine, dann
gibt es offensichtlich nur genau eine Streckung und Verschiebung der zweiten, so
dass die Schnittknoten an dieselbe Stelle eingebettet werden.

(v) Dies ist lediglich ein Sonderfall von (iv).

Bemerkung 4 FEs lassen sich nicht alle generisch starren Graphen durch die Schritte
aus Lemma 9 charakterisieren. Abbildung 5.9 zeigt ein einfaches Gegenbeispiel.

Finden vertraglicher Einbettungen

Auch die Frage nach vertriaglichen Einbettungen, ob eindeutig oder nicht, gestaltet sich
sehr viel iibersichtlicher. Unter Kenntnis einer Richtungszuweisung « ist eine Léngen-
zuweisung ¢ entweder mit « nicht zu vereinbaren ist, oder eine Einbettung ist durch «
und ¢ bis auf Drehung und Verschiebung eindeutig beschrieben. Die Suche nach ver-
traglichen Einbettungen fiir einen Graphen G mit einer Richtungszuweisung o lésst
sich daher auch vereinfachen zu einer Suche nach vertraglichen Léngenzuweisungen,
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Abbildung 5.7.: Ein 2-simpler Graph

Abbildung 5.8.: Kanteniiberlappung und Knoteniiberlappung 2-simpler Graphen

wobei man zugleich auf die Freiheitsgrade der Drehung und Verschiebung verzichtet.
Einzig die Streckung bleibt; ist eine Liangenzuweisung ¢ fiir einen Graphen G mit «
vereinbar, dann ist es auch ¢/ fiir alle ¢ € R*. Nun lisst sich eine solche Lingenzu-
weisung wiederum sehr leicht charakterisieren, wenn man sich klarmacht, dass jede
Zuweisung von positiven Kantenldngen an einen Spannbaum zuléssig sein muss, und
das erst Kreise solche Langenzuweisungen weiter einschrénken.

Lemma 10 Sei G = (V, E) ein zusammenhdngender Graph mit einer Richtungszu-
weisung . Dann sei S C E ein Spannbaum von G. Sei fiir eine Nichtspannbaumkante
(i,7) € E\ S mit Ci; = {(i1,71) .-, (ix, Jx)} der (eindeutige) Pfad von j nach i auf
dem Spannbaum. Seien dann Cjf = {(i,j) € S| (i,j) € C} die Vorwirtskanten und
analog Cy; = {(i,j) € S| (j,i) € C} die Riickwértskanten Eine Lingenzuweisung {
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Abbildung 5.9.: Generisch starrer Graph, der sich nicht durch einen Schritt aus
Lemma 9 aufbauen lasst.

Abbildung 5.10.: Jede Nichtspannbaumkante (gestrichelt) schliefit einen Kreis
zusammen mit Spannbaumkanten. Jeder solche Kreis (z.B. aus der roten Nicht-
spannbaumkante und den blauen Spannbaumkanten) ldsst sich nach Kanten auf-
teilen, die in dieselbe Richtung zeigen wie die Nichtspannbaumkante zeigen (CT)
und die anderen (C'~), wenn man von einer beliebigen Kantenrichtung ausgeht.

ist genau dann vereinbar mit «, wenn fir alle Nichtspannbaumkanten (i,7) € E'\ S:

Z (u,v) - a(u,v), — Z (u,v) - au,v),

(uv)€CHU{(i5)} (u,w)EC—
Z l(u,v) - a(u,v), — Z l(u,v) - a(u,v),
(u,0)eCHTU{(3,5)} (u,v)eC—

Beweis. Zum einen ist klar, dass die Bedingungen fiir jede vertrdaglich Einbettung
erfiillt sein miissen, denn sie beschreiben nach z- und y-Koordinate getrennt genau
den Kreis aus Kanten, den die Nichtspannbaumkante auf dem Spannbaum schlief3t
(siche Abbildung 5.10. Zeichnet man zum anderen den Spannbaum mit den Léngen
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einer Losung der Gleichungen, dann ist fiir die entstehende Einbettung p

(pj—P)a= 3 Luwv)-a(wv),— > Uu,v)-alu,v), =L ]) ali,j)

(u,v)eC+ (u,v)eC—

(analog fur die y-Koordinate). Die Léngenzuweisung ¢ entspricht also fgp, und ist
damit konsistent.

B

Korollar 2 Identifiziert man eine Ldngenzuweisung mit einem Punkt des (R*)'E‘,

dann entsprechen zuldssige Lisungen den primal zuldssigen Losungen dieses Linearen
Programmes

max  f(¢)
u.d.N. AG,a,5)- (=0 (5.1)
>0

fiir eine beliebige lineare Optimierungsfunktion f und A(G,«,S), die sich aus den in
Lemma 10 beschriebenen Gleichungen ergebende Matrix.

Korollar 3 Zu gegebenem Graphen G und einer Richtungszuweisung o ldsst sich in
Polynomialzeit entscheiden, ob es eine vertrdgliche Finbettung p gibt und gegebenen-
falls eine solche angeben.

Korollar 4 Sei ein Graph G = (V, E) generisch starr, S ein beliebiger Spannbaum
und p eine allgemeine Einbettung in die Ebene. Dann ist der Kern von A(G,agp, S)
eindimensional und fir 0 # | € kerA(G, agp,S) ist entweder | > 0 oder —I > 0.
Entsprechend induzieren agp und l bzw. —1 die bis auf Drehung, Streckung und Ver-
schiebung eindeutige Einbettung p.

5.4. Hohere Dimensionen

Ein weiterer Unterschied zwischen den vorgestellten Ergebnissen fiir bekannte Kan-
tenldngen beziehungsweise Kantenrichtungen ist der, dass sich die Ergebnisse fiir be-
kannte Richtungen leicht verallgemeinern lassen. Es bleibt hier dabei, dass parallele
Starrheit dasselbe ist wie parallele Eindeutigkeit, und diese lésst sich auch durch eine
allgemeine Form von Lamans Bedingung charakterisieren:

Theorem 2 (Parallele Starrheit im R?) Ein Graph ist generisch parallel d-starr
genau dann, wenn es eine Kantenmenge E' C E gibt mit (d — 1)|E'| = d|V | — (d + 1)
so, dass fiir alle nichtleeren E" C E’

(d=DIE"| <dV[E"]| = (d+1) .
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Analoges Vorgehen scheitert fiir die Variante, in der Kantenldngen bekannt sind, leider
vollig. Hier lasst sich noch nicht einmal die generische Starrheit leicht verallgemeinern.
Es sei allerdings nicht verschwiegen, dass es eine Vielzahl von hinreichenden Charakte-
risierungen generisch 3-starrer Klassen von Graphen gibt. Siehe hierzu wieder [Whi96].



6. Richtungsbasierte Lokalisation in
Quasi-Unit-Disk-Graphen

Eine mit einer lokalen Richtungszuweisung vertrégliche Einbettung eines Graphen zu
bestimmen ist nicht schwerer als das Losen eines Linearen Programms. In Szenarien
mit Zehntausenden von Knoten ist das immer noch auflerhalb des Moglichen, ins-
besondere, wenn man vor Augen hat, dass bei jedem nicht verteilten Vorgehen die
Stéarke eines Sensornetzwerkes, viele Berechnungen parallel durchfithren zu koénnen,
vollig brachliegt, wiahrend die Schwiche, die begrenzte Leistungsfahigkeit jedes ein-
zelnen Knotens, voll zum Tragen kommt. Auf der anderen Seite sind in Kapitel 5
keine weiteren Annahmen an die Struktur der Netzwerke eingeflossen, wie wir sie in
Kapitel 4 bereits kennengelernt haben. Im folgenden werde ich ausgehend von einigen
Annahmen beschreiben, durch welche Schritte sich die Anzahl der Variablen schnell re-
duzieren lassen, und wie eine grofle Abdeckung einer Lokalisierung auch ohne das Losen
eines Linearen Programmes oder vergleichbar aufwendigen Verfahren erreichen kann.
Sie bauen auf den Ideen von Bruck et al. [BGJ05] auf, gehen aber ab Abschnitt 6.2.2
iitber diese hinaus und werden auflerdem eingehend auf ihre Laufzeit hin untersucht.
Die vorgestellten Verfahren werden hier nur sequentiell entworfen und implementiert,
allerdings werde ich einige Gedanken zur verteilten Berechnung im Ausblick in Kapi-
tel 9 aufgreifen.

Das Problem, mit dem ich mich im weiteren beschéftige, ist eine Form des Reali-
sierungsproblems fiir lokalen Richtungszuweisungen fiir Quasi-Unit-Disk-Graphen mit
einem beliebigen Parameter d € (0, 1]. Das Problem lésst sich also beschreiben als

Realitat Ein Parameter d und ein zusammenhéingender d-Quasi-Unit-Disk-Graph G =
(V, E) mit einer entsprechenden Einbettung p in die Ebene, einschliellich einer
Ausrichtung der Sensoren

Abstraktion Der Parameter d, der Graph G und die lokale Richtungszuweisung weq p

Rekonstruktion Eine Einbettung q hoher Qualitit gemessen an der Realitét p bezie-
hungsweise der Abstraktion

Der letzte Punkt ist bewusst vage gehalten; es werden verschiedene Qualitatskriterien
untersucht.

Zusatzlich werde ich von zwei weiteren Voraussetzungen ausgehen, die fiir realisti-
sche Szenarien sehr plausibel sind und die Analyse drastisch vereinfachen: Davon
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ausgehend, dass die Knoten iiblicherweise zumindest in entfernter Ndherung zuféllig,
gleichméfig und nicht unnotig dicht in einem gewissen Gebiet verteilt sind, kann man
zum einen voraussetzen, dass sich die Knoten in allgemeiner Lage befinden, d. h. dass es
keine algebraischen Abhéngigkeiten zwischen den tatséchlichen Knotenposition gibt,
und dass zum anderen von einem durch eine Konstante beschréankten maximalen Kno-
tengrad von G ausgegangen werden kann, also A € O(1) und damit auch m € O(n).
Zur Motivation des letzten Punktes lasst sich ergénzen, dass sich natiirlich auch durch
gleichméfiges Ausbringen von immer mehr Knoten in einem Gebiet fester Gréfle jeder
Schranke fiir einen maximalen Knotengrad brechen ldsst. Dem gegeniiber steht aller-
dings, dass ab einer bestimmten Dichte die Qualitdt einer Rekonstruktion kaum mehr
zunimmt; will man einen maximalen Knotengrad der Eingabe garantieren, kann man
die Eingabe ohne signifikante Einbuflen sukzessive um Knoten mit zu hohem Grad
bereinigen. Dariiber hinaus werden wir spéter (in Abschnitt 6.3.1) sehen, wie sich fiir
Knoten ab einem bestimmten Knotengrad in einer Vorberechnung schnell inzidente
Kanten entfernen lieflen.

6.1. Datenstruktur

Zunéchst werde ich eine Datenstruktur einfithren, auf der die folgenden Algorithmen
aufbauen. Sie vereinfacht hoffentlich die Verstédndlichkeit und Analyse und baut im we-
sentlichen auf einer listenbasierten Datenstruktur fiir Graphen auf, indem sie parasitér
Informationen zu Knoten und Kanten speichert. Abbildung 6.1 zeigt den prinzipiel-
len Aufbau in UML-&hnlicher Weise. Nicht ndher bezeichnet sind die Details der aus
Graph, Knoten und Kante gebildeten Graphendatenstruktur (siehe dazu Abschnitt 3.3
zu Graphendatenstrukuren). Diese Klassen sind nur aufgefiihrt, um zu zeigen, welche
Teile direkt mit ihnen korrespondieren.

Die Datenstruktur ldsst sich zundchst nach Funktion der Klassen beschreiben und
dann nach der der Methoden, die bei der Lokalisierung verwendet werden.

Klassen und Felder

Netzwerk, Sensor, Verbindung Diese Strukturen organisieren das Sensornetzwerk als
Graph. Zusétzlich kennt jede Verbindung die beiden lokalen Winkelzuweisungen
beziiglich der verbundenen Sensoren (richtung).

Einbettung Diese Struktur reprisentiert (partielle) Einbettungen der Sensoren eines
Netzwerks Dabei werden die von einer Einbettung erfassten Knoten in einer Liste
gespeichert (sensoren), und alle Einbettungen sind in einer Liste des Netzwerks
gespeichert. Auflerdem enthélt jede Verbindung eine Liste der Einbettungen,
beziiglich der beide betroffenen Sensoren bereits lokalisiert sind.

Lokalisierung Eine Lokalisierung bezeichnet die Einbettung eines einzelnen Kno-
tens. Sie besteht aus reellen z- und y-Koordinaten, einem Winkel als Ausrichtung
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Knoten Kante existierende
A Einbettungen
Sensor Verbindung
+lokalisiere(l:Lokalisierung): +richtung:Winkel[2]
+delokalisiere(p:Einbettung):
umgebende hobLok * |nbverb
* R *
sensoren Lokalisierungen|,"°P-° Verbindungen zu
Vorlokalisierung Nachbarn
erfasste Liste bekannter +lokalisiert:Boolean
Sensoren Lokalisierungen .
Liste der
Lokalisierungen
« | lok i der Nachbarn
nbLok
Lokalisierung Liste
_x:Reell gemeinsamer|
y:Reell Einbettungen
-ausrichtung:Winkel der Sensoren
Einbettung Einbettung
p p * |, einb * [ einb
Einbettung
+kombiniere(p:Einbettung,s:Sensor,s’:Sensor):

Abbildung 6.1.: Die verwendete Datenstruktur: Netzwerk, Sensoren und Ver-
bindungen entsprechen der Datenstruktur fiir Graphen. Weiter gibt es (partielle)
Einbettungen bestehend aus Lokalisierungen (aus Koordinaten und Ausrichtung)
von Sensoren. Jeder Sensor kennt alle ihn betreffenden Lokalisierungen und die
Lokalisierungen der benachbarten Sensoren, geordnet nach Einbettungen als Vor-
lokalisierungen. Die mit ,,x* gekennzeichneten Felder sind Listen.

und der Einbettung, zu der sie gehort.

Vorlokalisierung Eine Vorlokalisierung enthélt die Informationen, die einem Kno-
ten aus den Lokalisierungen seiner Nachbarn zur Verfiigung steht. Jedem Senso-
ren sind Vorlokalisierungen zu einer Einbettung bekannt, sobald mindestens ein
Nachbar von dieser Einbettung erfasst wurde. Eine Vorlokalisierung besteht aus
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der betroffenen Einbettung und zwei Listen, in denen fiir jeden erfassten Nach-
barn zum einen dessen Lokalisation und zum anderen die Kante, iiber die man ihn
erreicht, aufgefithrt wird. Die beiden Listen sind parallel organisiert, d. h. gleich-
zeitiges Traversieren liefert immer zueinander gehorige Paare. Sie enthélt aufler-
dem die Information, ob der Sensor selbst bereits von der Einbettung erfasst wird.
Solange eine Vorlokalisierung Informationen iiber eine Einbettung enthélt, die
den entsprechenden Knoten noch nicht erfasst, d. h. wenn lokalisiert=false,
spreche ich auch von einer offenen Vorlokalisierung.

Methoden Wihrend der Beschreibung der wenigen wichtigen Methoden, die fiir Al-
gorithmen zur Verfiigung stehen, lasst sich gleich feststellen, welche Laufzeitschranken
sich zusichern lassen. Dabei werde die jeweils aktuelle Anzahl der Lokalisierungen bzw.
Vorlokalisierungen eines Sensoren s als kr(s) bzw. als ky (s) bezeichnet.

lokalisiere(s,/) Ein Sensoren kann einer Einbettung hinzugefiigt werden. Dabei

wird die Lokalisierung der entsprechenden Liste des Sensoren in konstanter Zeit
hinzugefiigt, sowie der Sensor der Liste der lokalisierten Sensoren der Einbettung,
ebenfalls in konstanter Zeit. Die Liste der Vorlokalisierungen wird nach einem
entsprechenden Eintrag in O(ky(s)) Schritten durchgegangen und lokalisiert
auf true gesetzt. Fiir alle verbundenen Sensoren werden die Vorlokalisierungen
auf einen Eintrag zur betroffenen Einbettung durchsucht (gegebenenfalls wird
einer eingefiigt) und um die Lokalisierung [ und die zugehorige Verbindung er-
weitert. Ist der Nachbarsensor s’ bereits lokalisiert, wird die Einbettung der Liste
einb der Verbindung hinzugefiigt. Insgesamt sind das O(deg s+3_ x5y kv (')
Schritte. Wichtig ist: Da der Grad aller Sensoren durch eine Konstante A be-
schrankt ist, ldsst sich lokalisiere(s,!) in konstanter Zeit ausfithren, wenn ein
Algorithmus garantiert, dass sich auch ky fiir jeden Knoten durch eine Konstante
beschrénken ldsst.

delokalisiere(s,p) Die Lokalisierung eines Sensoren in einer Einbettung kann riick-

gingig gemacht werden, indem die zugehorige Lokalisation selbst wieder aus der
Liste entfernt wird (in O(kL(s)) Schritten), und ansonsten analog die Schritte
von lokalisiere(s,!) riickgéngig gemacht werden. Entsprechend lasst sich diese
Aufgabe in O(kr(s) +deg s+ >, cnp(s) kv (s)) Schritten durchfithren, also auch
in konstanter Zeit, wenn der Algorithmus garantiert, dass sich fiir alle Sensoren
die Anzahl der Lokalisierungen und der Vorlokalisierungen durch Konstanten
beschrénken lassen.

kombiniere(p, p/, s,s’) Haben zwei Sensoren s und s jeweils Lokalisierungen beziig-

lich zweier Einbettungene p und p’, lassen sich die Koordinaten eindeutig zwi-
schen den Einbettungen umrechnen, wenn man dafiir nur Transformationen
zuldsst, die sich aus einer Skalierung, einer Drehung und einer Verschiebung
zusammensetzen. Das wird unmittelbar einsichtig, wenn man sich iiberlegt, dass
die Skalierung sich aus den Abstdnden in den Einbettungen eindeutig ergibt,
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die Drehung ebenso eindeutig festgelegt ist, und sich danach die Verschiebung
ergibt, wenn fiir jeden der beiden Sensoren gelten muss

c-R(a) p'(s)+ (z,y) = p(s)

und ¢ # 0 und « bekannt sind. In diesem Fall kann man auf die Einbettung
p’ verzichten und dafiir fiir alle Sensoren, die beziiglich p’ lokalisiert waren, die
Lokalisierungen beziiglich p ausrechnen. Dies geschieht, indem {iber die Liste
aller beziiglich p’ lokalisierten Sensoren iteriert wird und dabei die Lokalisati-
on beziiglich p’ riickgéngig gemacht wird (delokalisiere), und diese Sensoren
beziiglich p lokalisiert (lokalisiere) werden. Es entsteht also bei konstanter
Beschrankung von ki und k7, maximal linearer Aufwand in der Anzahl der in p’
lokalisierten Sensoren.

Die Initialisierung dieser Struktur benotigt offenbar nur lineare Laufzeit; es werden
nur die Strukturen fiir Sensoren, Verbindungen und das Netzwerk angelegt, alle Listen
sind initial leer, es gibt keine Einbettungen, Lokalisierungen oder Vorlokalisierungen.

6.2. Kanteniiberlappende Triangulierung

Wie schon in Abschnitt 5.3.2 beschrieben, gibt es sehr schlichte Graphen, deren Einbet-
tung bei bekannten Kantenrichtungen eindeutig zu rekonstruieren ist. Der erste Schritt
nach der Initialisierung bestimmt zunéchst die Einbettungen von maximalen kan-
tendiberlappenden 2-simplen Subgraphen in O(nlogn) Schritten bei einem Speicherbe-
darf von O(n). Algorithmus 2 beschreibt die Vorgehensweise. Sie folgt der in [BGJ05]
geduBerten Idee, zur Reduzierung der Variablenzahl, fiir die allerdings kein Algorith-
mus oder Laufzeitschranke angegeben wird. Hierauf liegt im folgenden der Schwer-
punkt. Dabei bezeichne zu jedem Zeitpunkt V}, die von einer Einbettung p erfassten
Sensoren.

Der Algorithmus besteht aus drei elementaren Schritten, jeweils den Riimpfen der
Zeilen S (Saat), W (Wachstum) und K (Kombination) entsprechend. In kurzen Worten
besteht die Vorgehensweise daraus, eine Kante (7, j) als Grundlage einer Einbettung
zu wéhlen und die Endpunkte entsprechend zu lokalisieren (siche Abbildung 6.2) als

p(1) = (0,0) p'(i) = —w(ij)
p(j) = (1,0) p'(j) = m—w(ji) .

Das entspricht in Algorithmus 2 den Zeile S (Saat) folgenden Zeilen. Solange nun
ein Sensor s existiert, der zwei Nachbarn ¢t und ¢’ hat, die von einer Einbettung p
lokalisiert sind, wéihrend er es nicht ist, wird einer dieser Sensoren lokalisiert. Da die
allgemeine Lage der Sensoren vorausgesetzt wird, reicht dazu einfache Triangulierung
(siche Abbildung 6.3). Aus den bekannten, eingezeichneten Winkeln und Strecken
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Algorithmus 2 : Kanteniiberlappende Triangulierung

wiederhole
K wenn 7 Verbindung {i, j} mit zwei Einbettungen p, p’ dann
wenn |V,| > |V/| dann
Kombiniere p,p’ zu p //p’ kombiniere(p,i,j)
sonst
L Kombiniere p,p’ zu p’ //p.kombiniere(p’ i, j)

w sonst wenn 37 offene Vorlokalisierung v aus mind. 2 Nachbarn dann
| lokalisiere v.sensor durch Triangulation, Abb. 6.3
S sonst wenn 3 Verbindung {7, j} ohne Lokalisierung dann

Fiihre neue Einbettung p ein
pi; < (0,0), plT — —w(i,7) //i-lokalisiere(...)
p; — (1,0), p| — 7 —w(j,i) //jlokalisiere(...)

bis keiner der drei Falle mehr erfiillt ist

Abbildung 6.2.: Lokalisierung der ersten beiden Sensoren bei Einfiihrung einer
neuen Einbettung.

ergeben sich

sinw(t, s) — sinw(t', s)
—arg(py — pr) + Py + w(t', )
arg(ps —pi) = Pi+w(t,s)
Ps = P+ |Ps — P - (sinarg(ps — py), cosarg(ps — pr))
pl = pl 4wt s)+m—w(st) .

ps — Pl = |pt—prl|-

Das entspricht in Algorithmus 2 Zeile W (Wachstum) und den folgenden. Lésst sich
so kein weiterer Knoten beziiglich p lokalisieren, wird die néchste Kante ohne Ein-
bettung, d. h. ohne gemeinsame Einbettung der Endknoten, fiir eine neue Einbettung
ausgewdhlt, und wieder sukzessive erweitert. Wird wahrend dieses Verfahrens einer
Verbindung eine zweite Einbettung zugeordnet, werden entsprechend Zeile Kff. in Al-
gorithmus 2 vor weiteren Schritten die beiden Einbettungen kombiniert. Die Grundlage
dafiir bildet die Uberlegung in Abschnitt 6.1 zur Implementierung von kombiniere.
Die umgekehrte Reihenfolge dieser drei elementaren Schritte im Algorithmus entspricht
der jeweiligen Prioritat.
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Py

Abbildung 6.3.: Lokalisierung durch Triangulation bei der Anbindung eines Sen-
soren an eine bestehende Einbettung

6.2.1. Laufzeit und Speicherbedarf

Grundlegend fiir die Laufzeitschranken sind die folgenden Uberlegungen von Lemma 11
und Lemma 12.

Lemma 11 Folgende Invarianten gelten nach jedem Durchlauf einer der Blécke S, W
und K:

1. Die von einer Einbettung erfassten Sensoren induzieren einen Subgraphen G[V],
der entweder dem Ko entspricht oder aber zweifach knotenzusammenhdngend ist.

2. Jeder Sensor hat zu jedem Zeitpunkt maximal A 4+ 1 Lokalisierungen.

3. Jede Verbindung ist zu jedem Zeitpunkt mazimal von A + 1 Einbettungen loka-
lisiert.

4. Jeder Sensor hat zu jedem Zeitpunkt mazimal A% + A Vorlokalisierungen.

Beweis.

1. Eine Einbettung fingt immer bei zwei Knoten an, die verbunden sind (Kj).
Whiéchst eine Einbettung durch Lokalisierung eines neuen Knotens, dann ist die-
ser Knoten durch mindestens zwei Kanten mit bereits lokalisierten Knoten ver-
bunden, der Subgraph bleibt also zweifach knotenzusammenhéngend. Werden
zwei Einbettungen kombiniert und das Ergebnis wére nicht zweifach knotenzu-
sammenhéngend, gébe es einen Knoten, bei dessen Entfernung der abgedeckte
Subgraph zerfiele. Da aber bei Entfernung eines Knotens keiner der beiden Teile
zerfallt und die beiden auch immer noch mindestens einen Knoten gemeinsam
haben, muss auch das Ergebnis der Kombination zweier Einbettungen zweifach
knotenzusammenhéngend sein.
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2. Die Anzahl der Lokalisierungen eines Knotens erhoht sich jedesmal bei einer Lo-
kalisation durch Einfiihren einer neuen Einbettung oder durch Anbinden an eine
bestehende; auf jeden Fall nicht durch das Kombinieren von Einbettungen. Beim
Kombinieren von Einbettungen verringert sich die Anzahl der Lokalisierungen
eines Knotens, wenn der Knoten in beiden lokalisiert war. Eine Erhchung der An-
zahl der Lokalisierungen ist nur dann nicht direkt von einer Verringerung gefolgt,
wenn sie nur Kanten betrifft, die noch gar keine Lokalisierung haben (sonst wiére
der néchste Schritt eine Kombination der beiden Einbettungen). Das ist aber
nur A mal méglich. Immer wenn also eine (A + 1)-te Lokalisation hinzukommt,
muss der nichste Schritt eine Kombination der beiden Einbettungen sein.

3. Jede Verbindung kann nur von Einbettungen erfasst sein, in denen beide Sensoren
lokalisiert sind. Das konnen offenbar nicht mehr sein als A + 1, wenn jeder der
Sensoren nur so viele Lokalisierungen haben kann.

4. Jeder Sensor hat nur maximal A Nachbarn mit jeweils maximal A + 1 Lokalisie-
rungen, also Vorlokalisierungen beziiglich maximal A? + A Einbettungen.

Hl

Lemma 12 Der Aufwand fir das Ermaitteln von Verbindungen ohne Lokalisierung,
Verbindungen mit mehr als einer Lokalisierung und Vorlokalisierungen mit mehr als
einer Lokalisierung kann im O-Kalkiil vernachldssigt werden.

Beweis. Eine Liste mit Verbindungen ohne Lokalisierungen lasst sich in O(n) initiali-
sieren, dieser Aufwand kann der Initialisierung der Verbindungen zugeschlagen werden.
Diese Liste und eine Liste der Verbindungen mit mehr als einer Lokalisierung (die leer
initialisiert wird) lassen sich stets aktuell halten, indem beim Hinzufiigen einer Ein-
bettung zu einer Verbindung diese Verbindung aus den beiden Listen geloscht bzw.
eingefiigt wird (jeweils in konstanter Zeit, siche Abschnitt 3.3 zu verwendeten Listen).
Die Liste mit den Vorlokalisierungen mit mehr als einer Lokalisierung wird leer in-
itialisiert. Eine Vorlokalisierung wird ihr in konstanter Zeit hinzugefiigt, wenn einer
Vorlokalisierung eine zweite Lokalisierung angefiigt wird und ebenfalls in konstanter
Zeit entfernt, wenn entweder lokalisiert auf true gesetzt wird oder entfallt, weil
die zugehorige Einbettung in einer anderen aufgegangen ist. In beiden Fillen lésst sich
der Aufwand leicht diesen Operationen zuschlagen. H

Lemma 13 Die Anzahl der elementaren Schritte S, W und K liegt jeweils in O(n).

Beweis. Diese Aussage ist offensichtlich fiir Schritt S, da jede Kante maximal einmal
betroffen sein kann. Entsprechend gilt es auch fiir Schritt K, denn wenn nur O(n)
Einbettungen eingefiihrt werden, muss auch die Anzahl der Kombinationen in O(n)
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liegen, weil dabei immer eine Einbettung geloscht wird. Fiir Schritt W l&sst sich die
Schranke einsehen, wenn man sich klarmacht, dass fiir jede Lokalisierung eines Sensors
s in einer Einbettung zwei Nachbarn ¢, ¢ von s ,,verantwortlich* sind, die bereits loka-
lisiert sind. Solche Paare von Nachbarn gibt es nur AP-A viele, und es lésst sich leicht
einsehen, dass jedes Paar maximal % mal fiir die Lokalisation Pate stehen konnen,
denn ist ein Paar ¢, von Nachbarsensoren & mal Grundlage einer Lokalisation eines
Sensoren s, dann lésst sich zeigen, dass t mindestens den Grad 2k hat, indem induktiv
jeder Lokalisation exklusiv zwei zu t inzidente Kanten zugewiesen werden:

IV Nach der ersten Lokalisierung enthilt der Subgraph zur entsprechenden Ein-
bettung mehr als nur eine Kante, ist also nach Lemma 11 zweifach knotenzu-
sammenhéngend, es lassen sich also zwei Kanten von ¢ auswéhlen und dieser
Lokalisation zuordnen. Die zwei Fille dazu zeigt Abbildung 6.4.

IS Vor jeder weiteren Lokalisierung miissen ¢ und ¢’ beziiglich der entsprechenden
Einbettung p lokalisiert sein. Der zugehorige Subgraph kann nicht nur die Kante
{t,t'} enthalten, denn dann wére diese Einbettung in Schritt S entstanden, eine
Verbindung {t, ¢’} hétte aber schon vor der ersten Lokalisierung von s durch ¢ und
' lokalisiert sein miissen. Der zugehorige Subgraph ist also zweifach knotenzu-
sammenhéangend und enthélt damit auch mindestens zwei zu t inzidente Kanten.
Hétten diese einen Schnitt mit bereits zugeordneten Kanten, dann kdme es vor
einer Lokalisierung von s zu einem Schritt K. Diesen Ablauf skizziert das dritte
Bild von Abbildung 6.4.

Abbildung 6.4.: Skizze zu Lemma 13: Fiir die erste Lokalisierung von s muss ¢
mindestens den Grad zwei haben (links, mitte). Gegebenenfalls (links) muss man
dafiir die Kante zu s mitzéhlen. Fiir jede weitere Lokalisierung von s mmuss ¢ mit
t’ {iber zwei neue Pfade verbunden sein, sonst wiren die Einbettungen kombiniert
worden

Theorem 3 Die Laufzeit von Algorithmus 2 liegt in O(nlogn), der Platzbedarf in
O(n).
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Beweis. Laufzeit: Nach Lemma 11 sind die Bedingungen erfiillt, damit eine Lokalisie-
rung in konstanter Zeit durchgefiihrt werden kann. Damit lassen sich die jeweils O(n)
Ausfiihrungen der Schritte S und W auch in insgesamt O(n) Schritten durchfiihren.
Den Zeitaufwand von O(nlogn) sieht man ein, wenn man sich iiberlegt, dass bei je-
der Kombination zweier Einbettungen p und p’ mit |V,| > |V}/| jeder Sensor s € V
einem der vier folgenden Félle zuzuordnen ist, wobei jeweils konstanter Aufwand fiir
alle Sensoren entsteht, die beziiglich p’ lokalisiert sind:

s & Vo UVt In diesem Fall ist s nicht betroffen, es entsteht kein Aufwand.

s € Vp \ Vit Auch in diesem Fall ist fiir s nichts zu tun, es entsteht wieder kein Auf-
wand.

s € Vpr \ Vp In diesem Fall ist die Lokalisation beziiglich p’ zu 16schen und die Loka-
lisation beziiglich p einzufiigen. Nach den Uberlegungen aus Abschnitt 6.1 und
Lemma 11 reicht dafiir konstante Zeit.

s € Vp N Vy: In diesem Fall ist die Lokalisation beziiglich b schon vorhanden, aber die
Lokalisation beziiglich p’ ist zu entfernen. Das benétigt nicht mehr Aufwand als
der vorangegangene Fall.

Interessant sind also nur letzten beiden Félle. Wie oft kann ein Sensor einem dieser
Fille angehoren? Jeder Sensor kann nur maximal konstant oft gemé&f Schritt S lokali-
siert werden und auch nur konstant oft geméfl Schritt W (siehe den Beweis zu Lemma
13). Die Anzahl der Lokalisation von s kann sich also nur konstant oft erhthen. Im
letzten Fall fiir s € V, N Vy nimmt die Anzahl der Lokalisationen des Sensoren ab,
dieser Fall kann also auch nur konstant oft eintreten. Betrachtet man auf der anderen
Seite eine Einbettung, in der s in Schritt S oder W lokalisiert wurde, ldsst sich deren
Anzahl durch eine Konstante abschétzen. Somit liegt die Anzahl der Kombinationen,
bei der diese Einbettung bis zum Ende der Laufzeit als kleinerer Teil mit einer an-
deren Einbettung kombiniert wird, in O(logn) (siche dazu das folgende Lemma 14).
Somit kann auch die Zahl der Kombinationen, fiir die fiir einen Knoten s der dritte
Fall eintritt, in O(logn). Insgesamt fallt fiir jeden Sensoren also nur ein Aufwand von
O(logn) Operationen in Schritt K an, also iiber alle Sensoren O(nlogn) Platzbedarf:
Der Platzbedarf ergibt sich aus dem vorangegangenen Uberlegungen, dass die Struk-
turen fiir Sensor und Verbindung nur O(n) oft angelegt werden miissen, insgesamt
auch nur O(n) Einbettungen eingefiihrt werden und sich die Lange aller Listen jeweils
durch Konstanten beschréanken lassen. Da aber die Strukturen fiir Lokalisationen und
Vorlokalisationen nur in solchen Listen vorkommen, kann es zu jedem Zeitpunkt nur
linear viele Instanzen geben mit einem Gesamtplatzbedarf in O(n).

Lemma 14 Fine Einbettung kann nur in Einer Haiufigkeit aus O(logn) kleinerer Teil
bei einer Kombination sein, wenn fiir jeden Sensor nur ¢ € N mal der Fall eintreten
darf, dass er vor einer Kombination in beiden Teilen vorkommen darf.
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Beweis. Induktiv lédsst sich zeigen, dass nach k Kombinationen, bei denen die be-

trachtete Einbettung jeweils die kleinere ist, mindestens ol#1] Sensoren lokalisiert
sind. Das gilt offenbar vor der ersten Kombination, denn eine Einbettung existiert
nur mit mindestens 2 lokalisierten Sensoren. Hat aber eine Einbettung nach k solchen

Kombinationen 2#1] lokalisierte Sensoren, so muss fiir jeden Sensoren in mindestens
einer der folgenden ¢ + 1 Kombinationen mit einem gréferen Teil ein neuer Sensor
hinzukommen, denn in mindestens einer dieser Kombinationen darf der Sensor nicht
in beiden Teilen gleichzeitig liegen: Bei jeder Kombination mit n_ Knoten exklusiv
im kleineren Teil und ny Knoten exklusiv im grofleren bei n— gemeinsamen Knoten
hat das Ergebnis 2n_ + n— > 2n_ Knoten. Damit gilt aber, dass nach k£ 4+ ¢ + 1

Schritten mindestens 2 - 2L#7) = 2l*5] Sensoren in der betrachteten Einbettung

(beziehungsweise ihren Nachfolgern) liegen miissen. Da aber jede Einbettung nur ma-
ximal n Sensoren abdecken kann, gilt

/

-~

€0(logn)

k k
n>2ld@) = 1dn > —ldn+1> —— = (c+1)- (ldn+1) > k
c+1 c+1

6.2.2. Nachbedingungen und Erweiterung

Das Ergebnis von Algorithmus 2 lésst sich vor allem durch die Subgraphen charakte-
risieren, die von den partiellen Einbettungen abgedeckt werden.

Lemma 15 Nach Algorithmus 2 ist jede Verbindung in genau einer Einbettung loka-
lisiert. Die Subgraphen die in einer Einbettung lokalisiert sind, sind genau mazimale
kanteniiberlappende 2-simple Subgraphen.

Beweis. Dass jede Verbindung in genau einer Einbettung lokalisiert ist, ist klar, sonst
hétte der Algorithmus nicht terminiert. Dass jeder lokalisierte Subgraph kanteniiber-
lappend 2-simpel ist, ist ebenso klar, denn das ist eine Invariante iiber jeden der
drei elementaren Schritte S, W und K. Andersherum gibt es fiir jeden maximalen
kanteniiberlappenden 2-simplen Subgraphen eine Folge von elementaren Schritten (je-
weils in Korresponz mit einem der Punkte zum induktiven Aufbeu solcher Graphen
aus Lemma 9), die dazu fiihren, dass dieser Subgraph von einer Einbettung abgedeckt
wird. Betrachtet man diese Folge von Schritten nach Algorithmus 2, so sind entweder
alle im Ergebnis bereits vorweggenommen, d.h. das Auslegen eines K, betrifft eine
Kante, die schon irgendwo eingebettet ist, die Knotenaddition betrifft einen Knoten,
der schon von derselben Einbettung erfasst wird, die Kanteniiberlappung betrifft zwei
Subgraphen, die schon gemeinsam eingebettet sind, oder aber es géibe einen ersten



58 Richtungsbasierte Lokalisation in Quasi-Unit-Disk-Graphen '0'

Schritt, der einen Subgraphen echt vergréfiern wiirde!. Dieser Schritt wire dann aber
auch in Algorithmus 2 schon ausgefiihrt worden. H

Abbildung 6.5.: Ergebnis der kanteniiberlappenden Triangulierung am Beispiel
eines Graphen mit 1400 Knoten bei einer Knotendichte von 3.5. Der grofite lokali-
sierte Subgraph ist rot eingefirbt.

Dieses Verfahren hat in vielen Féllen schon eine enorme Abdeckung, d. h. der gréfite so
lokalisierte Subgraph enthélt schon fiir geringe Dichten einen Grofiteil der Sensoren.
Abbildung 6.6 zeigt diesen Anteil in Abhéngigkeit von der Sensordichte bei zufilli-
gen Quasi-Unit-Disk-Graphen fiir d = 0.5. Da solche Graphen bei geringer Dichte
nicht notwendig zusammenhéngend sein miissen, ist die Grofle eines maximalen zu-
sammenhéngenden Subgraphen mit angegeben. Auf ihn beschréinkte sich der Algorith-
mus.

Dieses Verfahren lésst sich leicht dahingehend erweitern, dass es auch maximal 2-iiber-
lappende 2-simple Subgraphen lokalisiert. Dazu ist es notwendig, Kombinationsopera-
tionen nicht nur dann durchzufiihren, wenn es ein adjazentes Sensorpaar gibt, das in
zwei Einbettungen lokalisiert wurde, sondern auch, wenn dies fiir ein beliebiges Sen-
sorpaar gilt. Fiihrt man diesen Algorithmus 3 nach Algorithmus 2 aus, bezeichne ng
die Anzahl der Einbettungen nach Algorithmus 2.

Lemma 16 Die Erweiterung um Algorithmus 3 lisst sich so implementieren, dass
sich Laufzeit und Platzbedarf um O(n%) erhdhen.

Beweis. Indiziert man die bestehenden Einbettungen eineindeutig als pi,...,Pn,
(neue Einbettungen kommen nicht mehr hinzu), reicht es, ein zusétzliches ngp X npg-
Array von Listen L; ; anzulegen und

IMan beachte, dass in Algorithmus 2 die Kantenaddition quasi en passant immer dann ausgefiihrt
wird, wenn sie moglich ist
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Abbildung 6.6.: Abdeckung des gréfiten von Algorithmus 2 eingebetten Sub-
graph bei zunehmender Knotendichte im Vergleich zur Gréfie des maximalen zu-
sammenhédngenden Subgraphen bei 8000 Knoten.

[50 Messungen, Breite des 0.95-Vertrauensintervalls immer unter 0.1]

(i) initial alle Knoten zu durchlaufen und fiir je zwei Lokalisierungen p;, p; eines
Knotens s den Knoten s der Liste L; ; hinzuzufiigen, sofern dort noch keine zwei
Knoten vorhanden sind,

(ii) bei jeder Lokalisation eines Knotens s in einer Einbettung p;, der bereits beziig-
lich pj,,...,p;, lokalisiert ist, den Listen L;j, den Sensor s hinzufiigen,

(iii) beim Kombinieren einer Einbettung alle zugehorigen Listen zu leeren,

(iv) eine Schlange zu verwalten, in der alle Listen L; ; vermerkt sind, die schon zwei
Knoten enthalten.

Damit liegt der Platzbedarf sicher in ©(n%), aber allein die Initialisierung benétigt
auch eine Laufzeit in ©(n%). Dariiber hinaus erhoht sich die Laufzeit aber nicht, denn
bei Initialisierung und der Lokalisation eines Knotens sind immer nur maximal A + 1
Lokalisierungen vorhanden, also sind von (i) maximal AQ; 2 Listen L, ; betroffen, von
(ii) maximal A viele. (iii) entspricht amortisiert dem Aufwand der Initialisierung und

(iv) ist leicht durch parasitéres Speichern withrend der anderen Schritte zu erledigen. H

Lemma 15 gilt jetzt analog fiir Knoteniiberlappung. Abbildung 6.8 zeigt, wie sich die
Abdeckung durch diesen Schritt erhoht.
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Algorithmus 3 : Knoteniiberlappende Triangulierung

wiederhole
I wenn 3 Sensorpaar {7, j} mit zwei Einbettungenen p,p’ dann
wenn |V,| > |V/| dann
Kombiniere p,p’ zu p //p’ kombiniere(p,i,j)
sonst
L Kombiniere p,p’ zu p’ //p.kombiniere(p’ i, j)

w sonst wenn 37 offene Vorlokalisierung v aus mind. 2 Nachbarn dann
| lokalisiere v.sensor durch Triangulation, Abb. 6.3

bis keiner der beiden Falle mehr erfiillt ist

Abbildung 6.7.: Der Graph aus Beispiel 6.5 nach Algorithmus 3. Die Kno-
teniiberlappung sorgt zumindest an einer Stelle fiir eine Kombination, was dazu
fithrt, dass nun ein anderer Subgraph grofiter lokalisierter Subgraph ist (rot).

6.3. Maximale eindeutige Subgraphen

Die ersten beiden Stufen haben Sensoren so lokalisiert, dass maximale 2-knoteniiber-
lappende 2-simple Graphen vollstdndig in einer Einbettung lokalisiert wurden. Damit
ist aber noch nicht garantiert, dass tatséchlich auch maximale eindeutige Subgraphen
lokalisiert wurden. Abbildung 5.9 zeigte bereits ein einfaches Gegenbeispiel.

Wir sind nach den bisherigen Schritten in der Situation, dass wir eine ,, Aufteilung*
des Graphen G = (V, E) in Subgraphen S; = (V}, E,),...,S,, = (V,,,E,, ) kennen,
derart, dass die Kanten der Subgraphen die Kanten von G = (V, E) partitionieren und
dass eine Einbettung jedes der Subgraphen S; durch die lokale Richtungszuweisung
wg p eindeutig bis auf Drehung, Streckung und Verschiebung bestimmt ist (die \S; sind
generisch starr und p ist eine allgemeine Einbettung). Fiir jeden S; ist eine zuldssige

Einbettung x bekannt.

Ein Weg zur Einbettung groflerer Subgraphen besteht nun darin, sukzessive Mengen
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Abbildung 6.8.: Abdeckung von Algorithmus 2 und Algorithmus 3 bei zuneh-
mender Knotendichte im Vergleich zur Grofle des maximalen zusammenhéngenden
Subgraphen bei 8000 Knoten in einem quadratischen Gebiet

[50 Messungen, Breite des 0.95-Vertrauensintervalls immer unter 0.1]

von Subgraphen zu finden, die zusammen einen generisch starren Subgraphen bilden
und fiir ihn geméafl Korollar 4 eine ebenso eindeutige Einbettung zu berechnen.

Definition 14 Fine Menge von Subgraphen S = {51, ..., Sk} mit S; = (Vi, E;) eines
Graphen G = (V, E) heiffe generisch starre Partitionierung von G = (V, E), wenn

e Die Subgraphen alle Knoten und alle Kanten abdecken; die Kanten dabei disjunkt,
also
k -k
V= L_le und E={]) E
und

e alle Subgraphen S; generisch starr sind.

Es werden dann fir jede Teilmenge 8" C S := {S] = (V/,E}),.... S, = (V/,E])} in-
duzierte Knoten und Kantenmengen bezeichnet durch V(S') := Ui:l V! und E(S') =
Ui:l E!, der induzierte Subgraph durch G(S') = (V(S'), E(S")) und durch

mvg (v) ;= [{S"' = (V,E')e S |veV'}

die Vielfachheit oder Mehrfachverwendung des Vorkommens eines Knotens in den
ausgewdhlten Subgraphen.
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Abbildung 6.9.: Eine generisch starre Partitionierung eines Graphen mit ein-
gefirbten Subgraphen. Die Menge der Subgraphen &’ mit durchgezogenen Kanten
ist minimal darin, dass 3 (|S'| — 1) < 2> pev(sy (mvs(v) —1) und erfiillt damit
Theorem 4. Der Ubersichtlichkeit halber ist fiir jeden Subgraphen nur eine un-
abhdngige Kantenmenge eingezeichnet.

Theorem 4 (Eindeutige Subgraphenmengen) Sei S eine generisch starre Parti-
tionierung von G = (V, E). Ist S minimal mit folgenden FEigenschaften:

(a) |S] =2
(b) 3(IS] = 1) €23 cp(s) (mvs(v) = 1)

dann ist G(S) generisch starr.

Beweis. Jeder der Graphen S, = (V,, E;) € § ist generisch starr und hat 2|V;| — 3
beziiglich jeder allgemeinen Einbettung p unabhingige Kanten. Wir betrachten fiir je-

den dieser Graphen im folgenden nur noch eine solche Kantenmenge als E;, willkiirlich
gewihlt. Der Graph G(S) hat nur

= > IVil= ) (mvs(v) 1) (6.1)

(Vi Ei)ES VeV (S)

visi=| U v

(VZ',E'Z')GS

Knoten (die Knotenzahl summiert sich wegen Mehrfachvorkommen nicht einfach auf),
aber

= ) (@Wi-3) (6.2)

(Vi,E;)€ES
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Kanten. Aus 2. wird so

3(IS[-1) < 2 ZUGV(S) (mvs(v) — 1)
= 3IS| < 2)ev(s) (mvs(v) —1) =3
< 2 Z(\/;,Ei)es Vil =3|s| > 2 Z(Vi,Ei)eS Vil —2 Zvev(S) (mvs(v) —1) =3
A Z(Vi,Ei)eS 2[Vil=3) > 2 Z(Vi,Ei)eS Vil —2 ZveV(S) (mvs(v) —1) =3
& ES)] = 2[V(S)|-3

(6.3)
Nun ldsst sich Lamans Theorem (1) auch wie folgt lesen: Fin Graph G = (V, E)
mit mindestens 2|V | — 3 Kanten ist entweder generisch starr, oder er enthdlt einen
(nichtleeren) Subgraphen G' = (V' E') mit |E'| > 2|V’| — 3 Kanten®. Nehmen wir
also an, G(S) wire nicht generisch starr. Dann gibt es einen minimalen Subgraphen
G' = (V',E') mit |E'| > 2|V’| — 3. Dieser Subgraph ist generisch starr, denn sonst
gébe es (wieder nach Lamans Theorem) einen kleineren Subgraphen im Widerspruch
zur Minimalitidt von G’. Betrachtet man die Subgraphen S; € S, die mit G’ eine Kante
teilen, die Menge von Subgraphen &', gegeben durch

S ={S,=(V,E)eS|ENE #0} .

ist wegen der Kanteniiberlappung generisch starrer Graphen klar, dass G(S’) generisch
starr ist. Nach Annahme ist aber G(S) nicht generisch starr, also muss &’ C S sein.
Es gilt nun aber auch, dass |F(S’)| > 2|V(S’)| — 3 und ganz analog zu Umformung
6.3, dass dann auch (b) erfiillt ist. Gleichzeitig muss aber auch (a) erfiillt sein, also
|S’| > 2, denn fiir |S'| = 1 wire G(S') = 5; € S einer der generisch starren Graphen,
die wir auf die notwendigen Kanten reduziert hatten, hier miisste eine Kantenmenge
E’' = E; unabhéngig sein. Dass nun aber &’ (a) und (b) erfiillt und gleichzeitig echt
kleiner als S, steht im Widerspruch zur Minimalitéit von S. g

Dieses Theorem ergénzt gewissermaflien Lemma 9 um eine weitere Art, wie man aus
generisch starren Graphen einen neuen generisch starren Graphen zusammensetzen
kann, indem man sicherstellt, dass sie, ohne Kanten mehrfach zu nutzen, insgesamt
genug Knoten mehrfach benutzen, ohne dass dies schon fiir eine Teilmenge der Fall
ist. Genauer sind die Knoteniiberlappung und damit auch die Kanteniiberlappung nur
Sonderfille fir |S| = 2. Der Beweis liefert eine weitere Aussage (fast) mit, die den
vorangegangenen Charakterisierungen fehlte: Diese Charakterisierung ist erschépfend.

Lemma 17 Seien 8’ # S generisch starre Partitionierung eines Graphen G so, dass
S eine Vergroberung von S’ darstellt, d. h. so, dass es fir jedes S} = (V/, E}) € §' ein
S; = (Vj, Ej) € S gibt, so dass V; CV;. Dann enthdilt S’ eine Menge von Subgraphen
S* C S’ mit den in Theorem 4 geforderten Eigenschaften.

Beweis. Da S eine echte Vergroberung von S’ darstellt, muss es eine Menge S° =

{S5 = (V& By, ..., S = (VE, E;)} € 8 geben mit |8 > 1undein S; = (V,,E;) € S

2fiir mehr als 2|V| — 3 Kante kann auch beides eintreten
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gibt, so dass V® C V; fiir alle S§ = (V?, Ef) € S°. Da G; generisch starr sein sollte,
erfiillt S® (entsprechend der Umformung 6.3) beide Bedingungen aus Theorem 4. Dann
gibt es natiirlich auch eine minimale solche Menge S™* C &'. H

Das sukzessive Auffinden und Zusammenfassen von generisch starren Subgraphen in
einer generisch starren Uberdeckung nach Theorem 4 ist also erst dann nicht maglich,
wenn eine generisch starre Uberdeckung nicht mehr zu vergrébern ist, die enthaltenen
generisch starren Subgraphen also maximal sind.

6.3.1. Graphen-Schnittknoten-Netzwerk

Eine generisch starre Partitionierung korrespondiert mit einem leicht zu bildenden bi-
partiten Graphen zwischen den Subgraphen und den Schnittknoten, wobei die Kanten
dem Enthaltensein entsprechen:

Definition 15 Sei S eine generisch starre Partitionierung eines Graphen G = (V, E).
Der bipartite Graph B(S) = (L, S, A) mit

L = {veV | mvs(v)>1}
A = {(v,(Vi, E)) [v eV}

heifst Mehrfachverwendungsgraph von S.

Abbildung 6.10.: Mehrfachverwendungsgraph einer generisch starren Partitio-
nierung. Die Subgraphen und die zugehorigen Knoten im bipartiten Graph sind
eingefarbt.
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Bemerkung 5 Ist S die generisch starre Partitionierung eines Graphen nach Al-
gorithmus 2/3, dann sind |L|,|S|,|A] € O(n). Das folgt zum einen daraus, dass es
nicht mehr Schnittknoten als Knoten (also O(n)), nicht mehr (kantendisjunkte) Sub-
graphen als Kanten (also auch O(n)) und nur konstant beschrinkt viele Inklusionen

jedes Schnittknotens in solchen Subgraphen geben kann, wenn der Grad jedes Knotens
in O(1) liegt.

Aber auch ohne die Gradbeschrinkung, die fiir die Laufzeitabschiatzung der Algorith-
men 2/3 notwendig war, kann man sich tiberlegen, dass es danach unabhéngig vom
maximalen Knotengrad eine konstante Schranke fiir die Anzahl der Inklusionen jedes
Knotens v in Subgraphen gibt, und somit die lineare Schranke fiir die Gréfle von A
und S:

Haben zwei Nachbarn von v einen Abstand geringer als d voneinander, dann haben
sie sicher eine Verbindung und bilden damit ein Dreieck mit v. Sie liegen dann auf
jeden Fall in demselben Subgraphen von S. Auf die Art ldasst sich von vornherein die

- h
Nachbarschaft von v als | J,_,N; = Nb(v) partitionieren (als transitiver Abschluss der
Kantenrelation auf G(Nb(v)), sieche Abbildung 6.11). Aus genannten Griinden ist fiir

N
-

.
O 7
o
Abbildung 6.11.: Die Nachbarschaft jedes Knotens lésst sich nach Erreichbarkeit
(innerhalb der Nachbarschaft) partitionieren

dieses v in B(S) als Ergebnis von Algorithmus 2/3 die Anzahl der Kanten beschrénkt
durch h, denn Nachbarn, die Dreiecke mit v bilden, sind jeweils von derselben Ein-
bettung erfasst. Nun nehmen wir an, es wére moglich, einen Knoten und eine Nach-
barschaft so einzubetten, dass h > ((2\/§/alﬂ2 =: m(d). Wahlt man aus jedem der
N; einen Knoten aus, hat man h Knoten, die paarweise unverbunden sind. Keiner
der Knoten ist von v weiter entfernt als 1. Teilt man das achsenparallele Quadrat von
p(v)—(1,1) bis p(v)+ (1, 1) aber in m(d) Quadrate auf, muss es ein Quadrat geben, in
dem mindestens 2 Knoten liegen. Es hat aber jedes Quadrat eine Kantenldnge kleiner
oder gleich 2/ (2v/2/d) = d/v/2 und damit eine Diagonale kleiner oder gleich d. Die
Knoten miissten somit verbunden sein im Widerspruch dazu, dass sie unterschiedli-
chen N; entstammten. Es lésst sich festhalten, dass zu diesem Zeitpunkt kein Knoten
mehr als ((2\/5 / d)] ? Partitionen angehorte, selbst wenn der Knotengrad nicht a priori
als konstant beschréankt angenommen werden konnte.
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6.3.2. Bestimmung minimaler eindeutiger Subgraphenmengen

Theorem 4 und Lemma 17 liefern ein Verfahren, wie man ausgehend von einer generisch
starren Partitionierung sukzessive vergrobert, bis es keine weitere Vergréoberung gibt,
und man damit auch maximale generisch starre Subgraphen identifiziert hat. Wie
aber lassen sich Subgraphen einer generisch starren Partitionierung finden, die sich so
zusammenfassen lassen?

Wir fassen dazu B(S) als bipartites Flussnetzwerk (von L nach S auf) mit Knotenbe-
wertungen b : L US — Ny und Kantenkapazitidten x : A — N. Ein Fluss f: A — Ny
heifle zulassig, wenn

Vee A: fle) < k(e)
Wwel: Yo geerfle) < b)
VGeS: > _serlle) < b(S)
und maximal, wenn |f| := " ., f(e) maximal unter allen zuléssigen Fliissen ist.

Diese Formulierung eines Flussproblems lésst sich leicht auf ein einfaches Flussproblem
mit einer Quelle und einer Senke zuriickfithren, indem man diese Knoten ¢ und s,
Kanten (s,v) mit Kapazitdt b(v) und Kanten (S,t) mit Kapazitdt b(S) zusétzlich
einfiihrt.

Hier liegen allerdings die Knotenbewertungen b nicht fest, sondern sie werden im Laufe
des Verfahrens éndern. Kanten hingegen haben alle eine feste Kapazitét von 2 (k = 2).
Initial seien alle Bewertungen 0, und der Fluss f = 0; f ist also zuldssig. Zu sehen
sind diese Ausgangswerte in Abbildung 6.12. Geéndert werden diirfen Bewertungen
nur erhbhend, dadurch bleiben zuléssige Fliisse zuléssig. Ein Fluss sdttigt einen Sub-
graphen S € S, wenn »__, s f(€) = b(S5), er lastet einen Knoten v € L aus, wenn

Ze:(v,S)GA fe) =b(v).

Abbildung 6.12.: Initiale Bewertungen und Fluss. Knoten und Subgraphen sind
jeweils mit den Bewertungen, die Kanten mit dem Fluss markiert.

Grundlegender Algorithmus

Die grundlegende Vorgehensweise ist beschrieben in Algorithmus 4. Hier ist zu se-
hen, wie die Subgraphen aus S sukzessive einer Menge von ,aktiven“ Subgraphen
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hinzugefiigt werden (Zeilen 1/2). Der jeweils letzte hinzugefiigte Subgraph S™" hat
b(S™") = 0 (wie initial), alle anderen aktiven Subgraphen S haben b(S) = 3 (Zeile 9).
Fiir Knoten v, die in mindestens einem der Subgraphen aus S,y enthalten sind, wird
immer b(v) = 2(mvg,, . (v)—1) gesetzt (Zeile 4) und anschliefend der Fluss maximiert.

aktiv

Diese ersten sechs Durchlédufe sind in Abbildung 6.13 zu sehen.

Algorithmus 4 : Sukzessives Verschmelzen eindeutiger Subgraphenmengen

fiir alle S™" € S tue
Saktiv - Saktiv U {Sneu}
fiir alle v € L : (v, 5™") € A tue
L b(v) < 2(mvgaxiiv(v) — 1)
maximiere f
wiederhole
(8, L") «+ starr(Saktiv, S, f)
wenn (8’ L) # (0,0) dann verschmelze Subgraphen aus &’ zu S™"
bis (S, L) = (0,0)
9 b(S™") «— 3

W N =

® J o w»

Nach jeder Flussmaximierung wird iiberpriift, ob es eine Menge von Subgraphen gibt,
die die Bedingungen aus Theorem 4 (minimal) erfiillen (Zeile 7). Das passiert in Algo-
rithmus 5. Ist eine solche Menge gefunden worden, kénnen die enthaltenen Subgraphen
verschmolzen werden (Zeile 8). Auf die dafiir notwendigen Schritte — das Berechnen
einer gemeinsamen Einbettung und eine konsistente Anpassung von B(S) — werde ich
spater noch eingehen. Dieser Schritt wird so lange wiederholt, bis in Zeile 7 keine
Menge mehr gefunden wird, dann wird der néchste Subgraph aktiviert usw.

Algorithmus 5 : starr(S,kiiv, 5™, f)

fiir alle v € L: (v, 5™") € A tue
fiir alle S # S™" € SV : (v, 5) € A tue
8/ «— {Sneu7 S/}
L' 10
wiederhole

L'—LuU{velL|3SeS: f(v,S) >0}

S—8Su{SeS|wel: fvS) <2}

wenn S’ einen ungeséttigten Subgraphen enthélt dann
L beginne mit nidchstem Durchlauf von Schleife 2

10 gib zuriick (S', L)

bis zum Abschluss

© 00 N o ok~ W N =

11 gib zuriick (0, ()

Algorithmus 5 iiberpriift, ob es in S* eine Menge gibt, die die in Theorem 4 ge-
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Abbildung 6.13.: Sukzessive Aktivierung der Subgraphen und Verdnderung der
Bewertungen. Aktivierte Subgraphen sind jeweils fett umrandet. Alle Fliisse sind
maximal fiir den jeweiligen Schritt.

forderten Eigenschaften erfiillt. Dazu wird von dem letzten aktivierten Graphen S™"
und jeweils einem angrenzenden Subgraphen S (siehe Zeilen 1/2) der Abschluss iiber
(L' =0,8 ={S"",S}) so gebildet, dass L' am Ende alle Knoten enthélt, die Ein-
fluss nach &’ haben und S’ alle Subgraphen enthilt, fiir die es eine Kante von einem
Knoten v € L' gibt, die keinen maximalen Fluss fiihrt. Anders ausgedriickt enthélt
der Abschluss immer genau die Subgraphen und Knoten, die auf einem erhohenden



':' 6.3 Maximale eindeutige Subgraphen 69

Pfad vom initialen L' U 8’ erreichbar sind. Abbildung 6.14 zeigt einen Fall, in dem

Abbildung 6.14.: Algorithmus 5 findet eine Menge von Subgraphen mit Schnitt-
knoten als Abschluss, die zusammen generisch starr sind.

Algorithmus 5 ein Ergebnis zuriickliefert. Die ausgewihlten Subgraphen sind zusam-
men generisch starr (siehe dazu den urspriinglichen Graphen aus Abbildung 6.3.1). Im
folgenden wird fiir (S’, L’) dieser Abschluss durch (87, L) gekennzeichnet.

Korrektheit

Zunéchst komme ich zur Korrektheit dieser Schritte bis zur ersten Verschmelzung, erst
danach werde ich auf die Ausfithrung des Verschmelzungsschrittes aus Zeile 7 in Algo-
rithmus 4 und die Korrektheit iiber diesen Schritt hinaus eingehen. Unter Korrektheit
ist unter dieser Einschrinkung zu verstehen, dass

1. eine Menge von Subgraphen zum Verschmelzen durch Algorithmus 5 ausgewahlt
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wird, sobald S®'V eine Menge von Subgraphen enthélt, die zusammen einen
generisch starren Subgraphen von G bilden und

2. eine ausgewdhlte Menge von Subgraphen immer einen generisch starren Subgra-
phen bildet.

Fiir beide Aussagen ist der Abschluss aus Algorithmus 5 besonders wichtig:

Lemma 18 Werden beziiglich eines Flusses f Mengen (S, L") durch die Schritte der
Zeilen 6/7 von Algorithmus 5 abgeschlossen, dann erfiillt fiir den Abschluss (S', L")
die Subgraphenmenge S’ das Kriterium (b) aus Theorem 4, wenn f alle Subgraphen
aus S’ sittigt.

Beweis. Durch die Art, wie die Mengen L’ und &' gebildet werden, gelten folgende
zwei Eigenschaften:

(i) Subgraphen aus S’ bekommt nur Einfluss aus L’

(ii) Knoten aus L’ haben zu aktiven Subgraphen aufierhalb von &’ immer den ma-
ximalen Fluss 2.

Zusitzlich gilt, dass Subgraphen aus S’ jeweils vollen Einfluss b(S) haben. Der Einfluss
nach &' betrigt somit 3(|S’| — 1) (maximal der Subgraph S™" hat b(S"*") = 0, sonst
gilt b(S) = 3). Fiir den Fluss nach &’ steht aber jedem Knoten v € L’ nur ein Fluss von
23 c7(mvg(v) — 1) zur Verfiigung, denn von den aktuellen 23 7 (mvgaiv(v) — 1)
muss fiir jeden Subgraphen S € S\ & ja schon ein potentieller Fluss von 2 nicht
nach & gehen. Da nun von Anfang an |§'| > 2 und 3(|8'|—1) < 23", m(mvg(v) — 1),
sind die beiden Kriterien erfiillt. Hl

Zunéchst zum ersten Teil, dem Nachweis, dass Algorithmus 5 ein Ergebnis liefert,
sobald SV eine generisch starre Vergroberung besitzt. Lisst sich S8V vergrobern,
dann gibt es nach Lemma 17 eine minimale Menge von Subgraphen &’ C S die die
Eigenschaften (a) und (b) aus Theorem 4 erfiillt. Davon ausgehend liefern die beiden
folgenden Aussagen den gewiinschten Nachweis.

Lemma 19 Enthdlt S** durch Hinzufiigen von S™" eine minimale Menge von Sub-
graphen S', die die Kriterien (a) und (b), erfillen, dann sind nach der entsprechenden
Flussmazximierung in Algorithmus 4 alle Subgraphen aus S’ gesdttigt.

Beweis. Sei L' die Menge von Knoten, die zu mindestens zwei der Subgraphen aus &’
gehoren. Ignorieren wir zunéchst, dass es auch aktivierte Subgraphen, die nicht zu S’
und Knoten, die nicht zu L’ gehoren, gibt, dann ist die Bewertung der Knoten aus L'

D b)) =) 2mve(v) —1) > 3(ST-1) = Y b(S)

vel! vel! Ses’
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also mindestens gleich der Bewertung der Subgraphen in &’. Nehmen wir an, dass die
Subgraphen aus S’ nicht alle gesattigt sind, dann muss es einen Knoten x € L’ geben,
der noch keinen maximalen Ausfluss hat. Wird jetzt (S* = 0, L* = {z}) abgeschlossen
wie in Algorithmus 5 zu (S%, L®), also minimal gegen

1. 8T S*u{SesS|Fvel”: f(v,S) <2}

2. LI* — L*U{vel |35 S : f(v,S) >0}
dann ergibt sich folgendes Bild:

e |S7| > 2, denn wie alle Knoten in L' ist die Knotenbewertung gerade ausreichend,
um mvg (z)—1 der ausgehenden mvg () Kanten auszulasten. Da die Bewertung
aber nicht ausgenutzt wurde, muss es schon zwei von x ausgehende Kanten (z, 5)
geben mit f(x,S) < 2.

e Alle Subgraphen in S* miissen gesittigt sein, denn durch die Art des Abschlusses
ist sichergestellt, dass alle Subgraphen aus S® auf einem erhéhenden Pfad von z
aus erreichbar sind. Der Fluss ist aber maximal nach Voraussetzung und x nicht
ausgelastet.

Damit gilt fiir (§%, L*) aber zusammen mit Lemma 18, dass S* die Kriterien (a) und
(b) erfiillt. Das widerspricht aber entweder der Minimalitdt von &' (fiir S* # &') oder
der Annahme, dass ein Subgraph aus &’ nicht geséttigt ist (fir S* = &’).

Abbildung 6.15.: Wird eine Menge von Subgraphen durch einen maximalen Fluss
geséttigt von mehrfach genutzen Knoten geséttigt, ist das unabhéngig von zusétz-
lichen Subgraphen oder Knoten.

Jetzt fehlt noch die Sicherheit, dass zusétzliche Knoten und Subgraphen daran nichts
andern konnen, dass bei einem maximalen Fluss alle Knoten von &’ geséttigt sind:
Zusétzliche Knoten konnten bestenfalls zuséitzlichen Einfluss nach S’ liefern, zusétzli-
che Subgraphen in S,y \ S’ konnen aber von jedem der Knoten aus V' nur einen Fluss
von 2 aufnehmen, wihrend sie gleichzeitig die Knotenbewertung um zwei erh6hen. Ab-
bildung 6.15 illustriert dies.
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Lemma 20 Sobald eine Menge von Subgraphen aktiviert ist, die die Kriterien (a) und
(b) erfillen, dann liefert Algorithmus 5 ein Ergebnis.

Bewers. Existiert eine solche Menge durch Hinzufiigen von S™", dann existiert auch
eine minimale solche &'. Der letzte zu S*' hinzugefiigte Graph S"°" gehort ihr an,
denn sonst hétte es schon vorher eine solche Menge von Subgraphen gegeben, auflerdem
sei S ein weiterer Subgraph aus &', benachbart zu S™". Es bezeichne L’ die Knoten mit
mvg (v) > 2. Nach Lemma 19 sind also nach der entsprechenden Flussmaximierung alle
Subgraphen aus S’ geséttigt. Betrachten wir den Durchlauf der in Zeile 5 beginnenden
Schleife, in der der Abschluss (S”, L") iiber (8" = {S™1, S'}, L” = )) gebildet wird.
Angenommen, dieser wird nicht als Ergebnis zuriickgeliefert. Dann enthilt S” einen
nicht gesittigten Subgraphen S ¢ §'. Die Art des Abschlusses garantiert, dass es von
S’ zu S einen erhéhenden Pfad gibt, denn S™" ist fiir den Abschluss irrelevant wegen

b(Smeu) = 0.

Es konnen die Knoten aus L’ nur dann alle vollen Ausfluss haben, wenn alle Kanten
von L' nach §#4 \ & vollen Fluss haben und gleichzeitig Subgraphen aus S’ nur
Fluss aus L' empfangen. Es muss auf dem Pfad von S’ nach S aber entweder eine
Kante (v,5) € (L\ L) x & mit f(v,S) > 0 (hinzufiigen von v ¢ L') oder eine Kante
(v,S) € L' x (8§39 \ §) mit f(v,S) < 2 (Hinzufiigen von S ¢ S’) liegen. Also gibt es
einen nicht ausgelasteten Knoten x € L' mit ) ¢ gueuv f(2,5) < b(x).

Nun lisst sich wieder der Abschluss von (8% = 0, L, = {z}), (5%, L*) bilden und
analog zum Beweis von Lemma 19 gilt, dass S* C S (a) und (b) erfiillt. Dieser
Abschluss muss S™" € S* enthalten, weil sonst vor dem Aktivieren von S™" schon
eine solche Menge existiert hétte, also auch eine minimale, die generisch starr gewesen
wire. Gleiches giilte, wenn S nicht gleichzeitig auch noch einen an S™" angrenzenden
Subgraphen S” enthielte. Damit muss aber zumindest der Durchlauf der in Zeile 5 be-
ginnenden Schleife in Algorithmus 5, der den Abschluss iiber S™" und S” als Ergebnis
eine Teilmenge von S* zuriickgeliefert werden, denn der Abschluss kann nicht iiber S*
hinausgehen und hier sind alle Subgraphen geséttigt.

Damit haben wir die Garantie, dass, sobald eine Menge von Subgraphen, die zusammen
einen generisch starren Subgraphen bildet, aktiviert ist, Algorithmus 5 ein Ergebnis lie-
fert. Nun ist noch zu zeigen, dass sobald Algorithmus 5 ein Menge von Subgraphen als
Ergebnis liefert, diese Subgraphen zusammen einen generisch starren Graphen bilden.
Diese Aussage liefern die néchsten beiden Lemmata:

Lemma 21 Findet Algorithmus 5 eine Menge von Subgraphen zum Verschmelzen,
dann erfillt diese die Kriterien (a) und (b) aus Theorem 4.

Beweis. Diese Aussage folgt direkt aus Lemma 18: Algorithmus 5 bildet den Abschluss
so, dass zum einen &’ mindestens zwei Subgraphen enthélt, denn &’ enthélt schon zu
Beginn zwei Subgraphen (Kriterium (a)) und zum anderen liefert es nur ein Ergebnis,
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wenn alle Subgraphen aus S’ durch f gesiittigt sind. Damit sind die Bedingungen aus
Lemma 18 erfiillt, also auch Kriterium (b). g

Lemma 22 Liefert Algorithmus 5 zum ersten Mal eine Menge von Subgraphen S,
dann ist G(S™®) generisch starr.

Beweis. Liefert Algorithmus 5 eine Menge von Subgraphen §™°, dann erfiillt diese die
Bedingungen (a) und (b) von Theorem 4. Diese Menge muss aber nicht notwendiger-
weise minimal sein (das zeigt Abbildung 6.16), ist aber trotzdem generisch starr:

Abbildung 6.16.: In dieser Konstellation besteht die erste Menge von Subgra-
phen, die zuriickgegeben wird, aus allen Subgraphen, obwohl jeweils drei minimal
und generisch starr wéren, wenn sie den roten Subgraphen einschlielen.

Um das einzusehen, mache man sich zunéchst klar, dass der letzte aktivierte Subgraph
S immer zu 8™ gehort. Sonst hétte es schon frither eine Menge von Subgraphen
gegeben, die zusammen (a) und (b) erfiillen und damit hétte Algorithmus 5 nach
Lemma 20 auch schon frither ein Ergebnis geliefert. Auflerdem ist entweder S selbst
generisch starr, oder aber es gibt eine Teilmenge S™" C 8™ mit |S™"| > 2, die
generisch starr und minimal mit dieser Eigenschaft ist. Dabei muss wiederum S™" €
S™n gein — mit derselben Begriindung wie zuvor. Wir nennen die Knoten, die in in
Subgraphen aus §™ vorkommen, L™. Es reicht, zu zeigen, dass die Subgraphen aus
S die Bedingungen (a) und (b) immer noch erfiillen, wenn man die Subgraphen aus
S™n 7zu einem Subgraphen kontrahierte. Das kann man dann sukzessive wiederholen,
bis & generisch starr ist; es kann schliellich nur endlich oft eine kleinere Teilmenge
geben, die generisch starr und damit minimal ist, da sich die Grofle von S§™° mit
jeder Kontraktion verkleinert. Bei der Kontraktion werden alle Subgraphen aus S™®
durch einen Subgraphen G[S™1] =: S™M mit b(S™") = 0 ersetzt, der damit die Stelle
von S™" einnimmt. Alle anderen Subgraphen aus S werden einfach iibernommen;
S = (8™ \ S™in) U {S™"} bezeichne die entstehende Subgraphenmenge. Die Knoten
bleiben alle erhalten, alle Kanten zu Subgraphen aus S\ S™in ebenso, fiir jeden
Knoten v, der zu mindestens einem Subgraphen aus S™® verbunden war, wird eine
Kante (v, S™m) eingefiigt. Abbildung 6.17 illustriert einen solchen Kontraktionsschritt.

Nun ist zu zeigen, dass §* die Eigenschaften (a) und (b) nach der Kontraktion immer
noch erfiillt. Dabei ist (a) trivial, denn da nicht alle Subgraphen kontrahiert werden,
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Abbildung 6.17.: Ergebnis nach der Kontraktion eines minimalen generisch star-
ren Subgraphen aus einer Riickgabe; Bedingungen (a) und (b) bleiben erfiillt.

bleiben notwendig noch mindestens zwei iibrig. Fiir (b) reicht es, zu zeigen, dass sich
bei so einer Kontraktion ein konsistenter Fluss finden lisst, fiir den die Ergebnisse aus
Lemma 18 weiter gelten. Dafiir wihlen wir den neuen Fluss f wie folgt:

o fiir alle v € Loty \ Lmin, S # S™0 setze f(v,S) = f(v,5). Das schafft keine
Probleme, da sich b(v) fiir diese Knoten nicht dndert, weil sie ja keinem der
kontrahierten Subgraphen angehoren.

o fiir alle v € L,;, setze f (v, Smin) = 0. Auch hier kann es zu keiner Verletzung
der Flusseigenschaften kommen.

o fiir alle v € Ly, S # S™" setze f(v,5) = f(v,5). Auch das schafft keine
Probleme, denn der Einfluss in alle Subgraphen S # S™ bleibt insgesamt wie
vor der Kontraktion (also 3), und fiir jeden Knoten v € V; ist b(v) = 2(mvg(v)) —
1) bei mvg(v)) — 1 ausgehenden Kanten und bereits einer Kante (der zu S™™)
mit Fluss 0, d. h. alle anderen Kanten kénnen den alten Fluss (< 2) behalten.

Dieser Fluss séttigt alle Knoten, die vorher geséttigt waren, also auch alle aus 8™,
einschliefllich des kontrahierten Knotens. g

Es fehlt nun die Zusicherung, dass nach einem Verschmelzungsschritt von Subgraphen
aus S*U die Voraussetzungen dieselben sind, wie wenn diese Subgraphen von vornher-
ein verschmolzen gewesen wéren. Genau genommen ist dieser im letzten Beweis schon
umrissen worden, hier sei er der Vollstdndigkeit halber noch vollstdndig beschrieben.

Sind die Subgraphen S aktiviert und wird eine Menge von Subgraphen S’ mit
zugehorigen Schnittknoten L' identifiziert, fiir die G(S’) generisch starr ist und die
den letzten aktivierten Subgraphen S™" enthélt, dann aktualisieren wir B(S) durch
folgende Schritte:

e Die Subgraphen aus &’ aufier S™" werden entfernt.

e Alle Knoten aus v € L’ werden mit S™" verbunden, wenn sie es noch nicht sind.
Hat ein Knoten danach nur diese Kante von S™", wird er geloscht. Dabei wird
die Bewertung jedes Knotens v € L’ um 2(mvg/(v) — 1) verringert.
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e Der Fluss f bleibt fiir alle alten Kanten unverdndert, fiir neu eingefiigte Kanten
wird er auf 0 gesetzt.

Abbildung 6.18.: Die Kontraktion am bekannten Beispiel. Zu beachten ist, dass
der néchste Schritt nicht die Aktivierung des nichsten Subgraphen ist, sondern
wieder die Suche aus Algorithmus 5, die dann die Subgraphen in Pink, Schwarz
und das Ergebnis der Kontraktion auffindet.

Vergleichen wir nun das Ergebnis mit dem, was wir vorgefunden hétten, wenn wir
von S = (§\ &) U{G(S')} ausgegangen wiiren und die Graphen aus S*4V\ & zuerst
aktiviert worden wéren — hier konnte ja eben keine interessante Menge von Subgraphen
gefunden werden — und dann G(S'):

e Es sind nach Konstruktion dieselben Subgraphen und Schnittknoten vorhanden.

e Die Bewertungen der Subgraphen stimmen iiberein, fiir S € S*4\ &' ist b(S) =
3, fur S™" = G(8') ist b(S™") = 0.

e Die Bewertungen der Schnittknoten stimmen {iberein, denn nach Konstruktion
ist die Bewertung fiir alle Schnittknoten, die in mindestens einem aktiven Subgra-
phen vorkommen, nach wie vor 2(mvgawiv (v) — 1): Bei der Kontraktion wurden
nur Kanten zu aktiven Subgraphen entfernt, und entsprechend die Bewertung
verringert.

e Der Fluss f bleibt zuléssig. Hier gilt dieselbe Argumentation wie im Beweis zu
Lemma 22: Interessant ist dabei nur Fluss von Schnittknoten, die Kanten zu
aktiven Subgraphen (also Bewertung) verloren haben, also Knoten v € L’. Diese
Knoten haben aber sicher eine Kante zu S™" mit f(v, S™") = 0. Entsprechend
konnen alle anderen ausgehenden Kanten vollen Fluss haben, ohne dass zu viel
Fluss v verlédsst.

Dieses Vorgehen ist dasselbe wie in Abbildung 6.17 zuziiglich der Entfernung von
Schnittknoten, die nur noch zum kontrahierten Subgraphen adjazent sind.

Berechnung einer gemeinsamen Einbettung

Neben der Identifikation von Subgraphen, die zusammengenommen einen generisch
starren Graphen bilden, sollte immer auch eine mit den lokalen Richtungszuweisun-
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gen vertrigliche Einbettung jedes Subgraphen aus S bekannt sein. Das ist zu Be-
ginn so, denn die Subgraphen, von denen man ausgeht, bestehen jeweils aus den
Knoten, die beziiglich einer Einbettung lokalisiert wurden. Werden jetzt Subgraphen
S ={S=V],E)),..., S, = (V[, E})} gefunden, die zusammen auch noch generisch
starr sind, dann l&sst sich analog zu Korollar 4 eine vertriagliche Einbettung berechnen:

1. Wihle aus jedem Subgraphen S, der ng der Schnittknoten {v1, ..., v,,} enthilt,
2ng — 3 unabhéngige Kanten, die genau einen generisch starren Subgraphen {iber
den betroffenen Schnittknoten aufspannen. Als solche Kantenmenge bietet sich
{{v1,v2}} U {{wi, v} | i < 2,5 >3} an. Dabei ist es kein Problem, dass diese
Kanten oft nicht existieren: Da die Lage aller Knoten relativ zueinander bekannt
ist, lassen sich solche Kanten zu diesem Zweck , erfinden”, ihre Richtungen Abbil-
dung 6.19 illustriert dies am Beispiel der nicht vollig trivialen Subgraphenmenge

aus Abbildung 6.3.

Abbildung 6.19.: Kantenauswahl zur Verschmelzung; gestrichelt die urspriingli-
chen Kanten, fett die zur Berechnung einer gemeinsamen Einbettung verwendeten
Kanten

2. Beziiglich des sich ergebenden Graphen G lassen sich zuldssige Langen jetzt als
Kern der entsprechenden Matrix A(G, agp, 1) fiir einen beliebigen Spannbaum
T berechnen und damit auch die Skalierungen der einzelnen Subgraphen und da-
mit ausgehend vom grofiten Subgraphen entlang des Spannbaumes fiir jeden der
anderen Subgraphen eine Umrechnung der Positionen der enthaltenen Knoten.

Laufzeitanalyse

Die Laufzeit dieses Vorgehens lésst sich zumindest grob in bezug auf |S|, |L| und
|A| beschranken. Die Initialisierung dieser Mengen lésst sich leicht in O(n) Schritten
erledigen, indem man einmalig {iber alle Knoten iteriert und fiir diejenigen Knoten, die
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beziiglich mehrerer Einbettungen ihre Positionen kennen, Schnittknoten anlegt und sie
mit den betroffenen Einbettungen in B(S) verbindet.

Zunichst zu den Schritten aus Algorithmus 4: Die Schleife, die in Zeile 1 beginnt, wird
maximal |S| mal ausgefiihrt, die Schleife aus den Zeilen 3/4 kann insgesamt nur |A|
mal ausgefithrt werden. Da die Bewertungen aller Schnittknoten aus L somit insgesamt
weniger als |A| mal um 2 erhoht wird, kann ein Maximalfluss immer nur einen Wert aus
O(|A|) erreichen, die bis zu |S| Flusserhéhungen sind also durchfithrbar in 2|A| + |S]
(versuchten) Erhohungsschritten mit einem jeweiligen Aufwand von O(]A|) Schritten
fiir die Tiefen- oder Breitensuche nach einem erhohenden Pfad. Insgesamt werden also
in Algorithmus 4 auferhalb der Schieife aus Zeile 6 nur O(|S]| - |A| + |A|?) Schritte
ausgefiihrt.

Algorithmus 5 wird insgesamt maximal 2|S| mal aufgerufen, weil jeder Aufruf entweder
zum Abbruch der Schleife aus Zeile 6 fiithrt oder aber zum Verschmelzen zweier Knoten.
Selbst groBziigig abgeschitzt wird dann in Algorithmus 5 nur maximal 2|S|? mal der
Abschluss gebildet, jeweils, weil der Abschluss durch eine Tiefen- oder Breitensuche
zu bilden ist, in O(|A|) Schritten. Insgesamt ldsst sich die Laufzeit von Algorithmus 5
also durch O(|S|*|A]) abschétzen.

Das Verschmelzen einer Menge von Subgraphen &’ benotigt nur O(|S’|) Schnittknoten
L', denn mehr als 3|S’| Schnittknoten konnen nicht gleichzeitig Fluss nach & haben.
Damit ist auch die Anzahl der Kanten in B(S) zwischen L' und &', |A'| € O(|S]),
denn jeder Schnittknoten kam schon zu Beginn nur in O(1) Subgraphen vor, was sich
durch das Verschmelzen nicht erhéhen konnte. In G(S’) werden nur O(|S’|) Kanten
E ausgewiihlt (siche Abbildung 6.19), denn in jedem Subgraphen S, der ng Schnitt-
knoten enthilt, werden 2ng — 3 Kanten ausgewihlt, also im Schnitt fiir jedes Paar
aus Schnittknoten und Vorkommnis in einem Subgraphen weniger als 2. Gleichzeitig
gibt es fiir jedes solche Paar genau eine Kante in A’, aber wie schon festgestellt, ist

Al € O(|S"]).

Wie aufwendig ist es nun, eine vertrigliche Einbettung fiir G = (L ,E) aus jeweils
O(|S’|) Knoten (Schnittknoten) und Kanten zu berechnen? Fir das Aufstellen der
Matrix A(G, agp, 1) miissen ein Spannbaum konstruiert und vor allem Nichtspann-
baumkanten identifiziert werden. Fiir jede Nichtspannbaumkante miissen der zugehori-
ge Kreis iiber den Spannbaum traversiert und dabei die Eintrége der Matrix aufgefiillt
werden. Spannbaum- und Nichtspannbaumkannten auszuwihlen, benétigt O(|E|) C
O(|S’|) Schritte, das Traversieren der Spannbaumkanten bendtigt maximal |L/| €
O(|S’|) Schritte, also insgesamt reichen O(|S'|?) Schritte, um die (|[E| — |L/|) x |L/|-
Matrix auszufiillen. Diese Matrix lésst sich sogar noch kleiner halten, indem man die
Spalten, die zu Spannbaumkanten aus demselben Subgraphen S gehéren, zusammen-
fasst; fiir die zugehorigen Kantenlédngen ist das Verhiltnis schon bekannt, die Matrix
hat damit nur |S’| Spalten. Jetzt ldsst sich auch die Anzahl der Schritte fiir die Be-
rechnung des Kerns nach dem Gauf-Verfahren durch O(|S’|?) abschiitzen. Es lisst sich
nun fiir alle Schnittknoten schnell eine gemeinsamen Einbettung berechnen, wiederum
durch Traversieren des Spannbaumes, und wenn man dabei von Anfang an vom gréfiten
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der beteiligten Subgraphen ausgeht, damit auch die Transformation der Einbettung, in
der die Spannbaumkante lokalisiert ist, zur grofiten Einbettung. So kann man analog
zur Laufzeitberechnung der kanteniiberlappenden Triangulierung in Abschnitt 6.2.1
davon ausgehen, dass jeder Knoten v nur in einer Haufigkeit aus O(logn) auf diese
Art und Weise in einen neuen Subgraphen aufgeht. Dieser Aufwand von O(nlogn)
Schritten ist gewissermaflen schon dadurch abgedeckt, dass wir diesen Aufwand fiir
alle Verschmelzungen schon den Algorithmen 2/3 angerechnet haben.

Der Aufwand von O(|8'|?) pro Verschmelzung wiederum summiert sich zu maximal
O(|S|?) auf. Das folgt daraus, dass in jedem Verschmelzungsschritt mit k; > 2 Subgra-
phen ein Aufwand von O(k}) anfillt, aber gleichzeitig gilt, dass Y, k; — 1 < |S] — 1,
denn in jeder Verschmelzung , verschwinden® k; — 1 Subgraphen, maximal kénnen aber
|S| — 1 Subgraphen verschwinden. Dass aber

3
> K< (Z(/@-—nﬂ) fiir k; > 2

()

ist im Anhang A.2 ausgefiihrt. Es entsteht also fiir Verschmelzungen insgesamt ein
Aufwand aus O(|S]?).

Somit haben wir fiir die in Algorithmus 4 aufgefiihrten Schritte eine Laufzeit aus
O(|S|-]A|+|AJ?), fiir alle Aufrufe von Algorithmus 5 eine (grob abgeschétzte) Laufzeit
aus O(|S|? - |A]) und fiir alle Verschmelzungen insgesamt eine Laufzeit von O(|S]?).

In jedem Fall lisst sich diese Laufzeit abschéitzen durch O(|L[?). Das bedeutet im
schlimmsten Fall O(n?), allerdings spiegelt das nicht wider, dass in realistischen Fillen
nach den Algorithmen 4 und 5 nur ein sehr kleiner Teil der Knoten Lokalisierungen in
mehreren Einbettungen besitzen.

6.3.3. Abdeckung

Dieser weitere Schritt senkt die fiir eine weitgehende Abdeckung notwendige Dichte
weiter ab, Abbildung 6.21 zeigt, wie sie sich Abdeckung (des jeweils grofiten lokalisier-
ten Subgraphen) gegeniiber den ,leichteren® Algorithmen unterscheidet.

6.3.4. Skalierung und Vervollstandigung der Einbettung

In allen bisherigen Schritten wurden ausschliefSlich die Richtungsinformationen ge-
nutzt®. Das ist zum einen positiv zu bewerten, weil man so auf die Quasi-Unit-Disk-
Graph-Beschrankungen verzichten kann. Zum anderen hat man so keinerlei Informa-
tionen iiber die Skalierung der Einbettung. Nimmt man hingegen die Information, dass
die Eingabe in der Realitdt als Quasi-Unit-Disk-Graph eingebettet war, lédsst sich die
korrekte Skalierung c fiir eine rekonstruierte Einbettung xg, eines Subgraphen, d. h. die

3Mit Ausnahme der Laufzeitanalyse



'o 6.3 Maximale eindeutige Subgraphen 79

Abbildung 6.20.: Der Graph aus Beispiel 6.5 nach Algorithmus 4. Bei dieser
Dichte erhoht dieser Schritt die Abdeckung iiblicherweise deutlich.
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Abbildung 6.21.: Abdeckung aller vorgestellten Verfahren bei zunehmender
Dichte im Vergleich zur Grofle des maximalen zusammenhingenden Subgraphen
bei 8000 Knoten

[50 Messungen, Breite des 0.95-Vertrauensintervalls immer unter 0.1]

Skalierung, fiir die c¢x sich nur noch um Drehung und Verschiebung von der tataséchli-
chen Einbettung p unterscheidet, bei hinreichend vielen Knoten sehr leicht eingrenzen,
indem man

1. die Verbindung {i,j} € E ermittelt, fiir die |x; — x;| maximal ist; dann muss



80 Richtungsbasierte Lokalisation in Quasi-Unit-Disk-Graphen ':'

¢ < Cmax := 1/]x; — x| sein.

2. das Paar von Sensoren {7, j} ¢ E ermittelt, fiir das |x; — x;| minimal ist; dann
IMUSS € > i, 1= d/|x;—%;| sein. Ist ein Subgraph S vollstandig, ist cyin(S) := 0.

Vor dem Hintergrund der bisherigen Laufzeitabschiatzungen wirkt es storend, dass fiir
den zweiten Punkt naiv ©(n?) Sensorpaare untersucht werden miissten. Hierfiir gibt
es zwei mogliche Abhilfen: Zum ersten kann man sich auf Sensorpaare {i,j} ¢ E be-
schranken, die einen gemeinsamen Nachbarn haben, d.h. fiir die es einen Sensoren k
gibt mit {k,i},{k,j} € E. Zum anderen lésst sich das Gebiet, in dem die Sensoren
durch x eingebettet sind, in ein Gitter aus Zellen der Kantenldnge c,., einteilen, um
Sensorpaare zu finden, die dichter als ¢, beieinander liegen, indem man nur benach-
barte Gitterzellen untersucht. Die erste Variante hat den Nachteil, dass gegeniiber der
urspriinglichen Variante die Skalierung gegebenenfalls nicht so gut eingegrenzt wird
(siehe 6.22). Dafiir hat sie gegeniiber der zweiten Variante den Vorteil, ausschlieflich

Abbildung 6.22.: Nicht immer haben dichteste nichtverbundene Knoten (griin)
einen gemeinsamen Nachbarn.

lokale Information zu nutzen. Abbildung 6.23 zeigt die Konvergenz des Intervalls bei
der Lokalisierung zufalliger 0.5-Quasi-Unit-Disk-Graphen, wenn man sich nur auf die
Untersuchung von Sensoren mit einem gemeinsamen Nachbarn beschréankt.

Die bisher vorgestellten Algorithmen sichern die Eindeutigkeit berechneter Einbettun-
gen zu, liefern dafiir aber keine Einbettung fiir alle Sensoren, sondern immer nur fiir
Teilmengen, fiir die es nur aufgrund der Richtungsinformationen moglich ist, eine Ein-
bettung eindeutig zu bestimmen. Eine weitere Herausforderung ist es aber immer, alle
Knoten zu lokalisieren, und dabei gegebenenfalls nur eine gute Naherung anzubieten.

Zu diesem Zeitpunkt kennen wir mit S eine generisch starre Partitionierung, die nicht
mehr weiter zu vergrébern ist. Wir kennen fiir jeden Subgraphen eine Einbettung,
die eindeutig bis auf die iiblichen Freiheitsgrade ist, und haben die Skalierung jedes
Subgraphen S bestimmt bis auf ein Interval [cpin(.S), ¢max(S)]. Das Verfahren aus Ab-
schnitt 6.3.2 zum Verschmelzen von Subgraphenmengen bediente sich der Tatsache,
dass die zu verschmelzenden Subgraphen zusammen generisch starr waren. Das war
notwendig, um Losungen als (eindimensionalen) Kern der entwickelten Matrix able-
sen zu konnen. Ohne diese Eigenschaft bleibt aber immer noch der Riickschritt zum
Ergebnis von Korollar 2: Eine vertriagliche Losung lédsst sich immer noch finden als
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Abbildung 6.23.: Konvergenz von Cpin/C¢mqz bei zunehmender Zahl lokalisierter
Knoten
[50 Messungen, Breite des Vertrauensintervalls kleiner 0.01]

Losung des Linearen Programms 5.1 mit |S| Variablen, den Skalierungen jedes Sub-
graphen (siehe die Reduktion der Spalten in Abschnitt 6.3.2). Abbildung 6.24 zeigt so
eine Rekonstruktion.

Abbildung 6.24.: Vollstindige Rekonstruktion des Beispiels aus Abbildung 6.5

Zu beachten ist, dass so eine Rekonstruktion garantiert, dass alle Richtungen mit der
Vorgabe iibereinstimmen, aber nicht garantiert, dass die Rekonstruktion eine Ein-
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bettung als d-Quasi-Unit-Disk-Graph darstellt. Das wére vor dem Hintergrund, dass
dieses Problem zumindest fiir d = 1 bewiesenermafien N P-schwer ist, auch sehr ver-
wunderlich.

6.3.5. Testergebnisse

Ohne Verwendung des Linearen Programms entsprachen die ermittelten partiellen
Einbettungen der tatsédchlichen Einbettung bis auf Drehung, Verschiebung und Ska-
lierung. Die interessanten Fragen sind daher nur die nach der Abdeckung und nach
der Qualitidt der gewéhlten Skalierung — die anderen Freiheitsgrade sind ohne abso-
lute Informationen nicht zu eliminieren. Die Abbildungen 6.21 und 6.23 zeigten das
Verhalten fiir zufillig generierte Sensornetzwerke.

Bei der Verwendung des Linearen Programms sind aber tatséchlich Fehler zu erwar-
ten. Sie lassen sich am besten ablesen am Fehler Qgrg, der Ubereinstimmung mit
der Eingabe bei optimaler Drehung, Verschiebung und Skalierung vergleicht (Abbil-
dung 6.25), sowie der dafiir verwendeten Skalierung (Abbildung 6.26). Die Ergebnisse
zeigen, dass zum einen die optimierte Einbettung schon bei geringen Dichten sehr
prizise die tatsichlichen Knotenpositionen annihert*

und dass zum anderen die dafiir verwendete Skalierung einen immer kleiner wer-
denden Fehler aufweist. Gegebenenfalls ist bei den Tests die halbe Breite des 0.95-
Vertrauensintervalls als [.,,r angegeben, d.h. die Mittelwerte sind mit 95-prozentiger
Sicherheit auf £/ ,¢ eingegrenzt.

Betrachtet man statt der Dichte eine variable Anzahl von Knoten, lisst sich able-
sen, wie sich die Laufzeiten in verschiedenen Situationen empirisch verhalten. Abbil-
dung 6.27 zeigt, wie sich die Laufzeit bei unterschiedlich weit gehender Implementie-
rung jeweils bei einer Dichte verhilt, bei der gerade eine hohe Abdeckung erreicht wird.
So wird gewéhrleistet, dass die entsprechende Stufe tatséchlich einen Beitrag leistet.
Es zeigt sich, daB der Gewinn, den das Auslegen 2-knoteniiberlappender Subgraphen
bringt, kaum durch Laufzeiteinbuflen erkauft wurde, dal aber das Auffinden maxima-
ler generisch starrer Subgraphen das Laufzeitverhalten bereits deutlich verschlechtert,
allerdings bei weitem nicht so sehr wie das weitere Herabsenken der Dichte unter Nut-
zung des Linearen Programms.

Dieses Laufzeitverhalten gibt allerdings nicht wieder, welchen Gewinn das Auffinden
maximaler starrer Subgraphen fiir das Losen des Linearen Programms gebracht hat.
Diesen kann man ablesen, wenn man die Anzahl der zur Optimierung verbleibenden
Subgraphen — entsprechend den Variablen — betrachtet. Abbildung 6.28 zeigt, dass bei
Knotendichten um 3.5 die Anzahl verbliebener Variablen bis auf 55% der nach der
kanteniiberlappenden Triangulerung noch vorhandenen Variablen gesenkt wurde.

4 Hier wire gegebenenfalls einzuwenden, dass sich durch das Steigern der Dichte bei gleicher Knoten-
zahl die Fldche des Gebietes verringert. Man beachte allerdings, dass sich bei einer Verdoppelung
der Dichte die Kantenlinge des quadratischen Bereichs nur um den Faktor 1/v/2 verringert.
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Abbildung 6.25.: Die mittlere Wert von Qgyg, des Mittelwerts der Abweichung
der Knoten von ihrer tatséchlichen Position unter optimaler Drehung, Verschiebung
und Skalierung bei 8000 Knoten und zunehmender Dichte
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Abbildung 6.26.: Die durchschnittliche absolute Abweichung der fiir die Ergeb-
nisse von Abbildung 6.25 verwendeten Skalierung
[50 Messungen, leons < 0.01]



Richtungsbasierte Lokalisation in Quasi-Unit-Disk-Graphen '0'

84
o
Q-
o
N
o LP-Losung (Dichte 3.2)
@ 1 _||£ kantenlberlapp. Triang. (Dichte 4.1)
= — + knoteniberlapp. Triang. (Dichte 3.8)
..g X maximal starre Subgraphen (Dichte 3.5)
o
S 47
o
2 -
o
e 5 T T T T
0 2000 4000 6000 8000
Knoten

identifizierte Subgraphen
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riablen des LPs zum Finden vertriglicher Losungen bei zufilligen Graphen mit
8000 Knoten und unterschiedlichen Knotendichten
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7. Fehlertolerante Rekonstruktion

Die bisher vorgeschlagenen Algorithmen bauten wesentlich darauf auf, dass die Einga-
ben, d. h. die Richtungsmessungen fehlerfrei waren und die zusétzlichen Beschrankun-
gen, dass z. B. die tatsdchliche Einbettung die Eigenschaft des Kommunikationsgra-
phen, ein d-Quasi-Unit-Disk-Graph zu sein, belegt, strikt eingehalten wurden. Die-
se Voraussetzungen sind zwar fiir theoretische Betrachtungen fruchtbar gewesen, aus
schon bei der Vorstellung verwendeter Sensorik in Kapitel 2 angefiihrten Griinden wére
es allerdings wiinschenswert, Verfahren zur Hand zu haben, die auch fiir fehlerbehaftete
Eingaben zu guten Ergebnissen kommen.

Solche Fehler lassen sich dadurch modellieren, dass die Eingabe, sprich alle w(i, j),
nach einem bestimmten Modell verdndert werden:

(:«7(27]) = ferr(w(ivj))

Dabei kann f,, entweder einen zufilligen Messfehler modellieren als f(x) := z + r mit
einem gleich- oder normalverteilten r, aber auch Diskretisierungsfehler durch f(x) :=
|x/a] - a.

Zu beachten ist, dass eine so fehlerbehaftete Eingabe mit fast volliger Sicherheit nicht
mehr konsistent ist. Das lédsst sich leicht an einem Dreieck aus verbundenen und einge-
betteten Knoten erkennen: Eine lokale Richtungszuweisung umfasst 6 Richtungen zur
jeweiligen Ausrichtung der Knoten, aus jeweils zweien ldsst sich ein Innenwinkel des
Dreiecks berechnen. Nur fiir sehr spezielle Messfehler (bzw. Einbettungen, wenn man
Diskretisierungsfehler betrachtet) wird die Winkelsumme wieder 7 betragen.

Ein damit einhergehendes Problem besteht darin, dass eine Rekonstruktion zwar an der
Abweichung zur Realitdt gemessen wird (objektive Qualitét), man letztlich aber kaum
erwarten kann, dass eine Rekonstruktion mehr leistet, als eine Losung zu finden, die
konsistent ist und moglichst wenig von der Eingabe abweicht (subjektive Qualitét).
Bisher habe ich nur QualitdtsmaBe fiir den ersten Fall vorgestellt. Der wesentliche
Nachteil ist, dass bei fehlerbehafteter Eingabe anhand dieser nur schwer Aussagen
dariiber zu treffen sind, welchen Anteil an einer fehlerhaften Rekonstruktion bereits
die fehlerhafte Eingabe hat. Da die Eingabe im wesentlichen nur aus einer lokalen
Richtungszuweisung besteht, betrachte ich die drei lokalen Richtungszuweisungen w
(Realitit), @ (Eingabe) und @ (Rekonstruktion) und bezeichne als Abstand zweier
lokaler Richtungszuweisungen w und w':

() = \/ﬁ S (@) — w9 + (@0 8) — (1))
{i,j}€F
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Das entspricht fiir eine feste Kantenmenge £ dem skalierten euklidischen Abstand im
R?™. Alle paarweisen Absténde sind hier von gewissem Interesse:

d(w,w): Der Abstand der fehlerbehafteten Eingabe gegeniiber der durch die urspriing-
liche Einbettung induzierten Richtungszuweisung; ein Maf} fiir die Starke des
Fehlers.

d(w,w): Der Abstand zwischen der Richtungszuweisung der urspriinglichen Einbet-
tung gegeniiber der der Rekonstruktion; ein Maf§ fiir die objektive Qualitat der
Rekonstruktion.

d(w,w): Der Abstand zwischen der Richtungszuweisung der Rekonstruktion und der
fehlerbehafteten Eingabe; subjektives Maf fiir die Qualitdt der Rekonstruktion.

In diesem Zusammenhang sollte man sténdig im Blick haben, dass eine Rekonstruktion,
die im optimal ist in dem Sinne, dass sie minimal von der Eingabe abweicht, immer
auch eine Korrektur von der Realitit weg sein kann, d.h. das trotz d(w,w) < d(w,w)
— die Rekonstruktion liegt dichter an der Eingabe als die Realitdt — durch aus gelten
kann, dass d(w,w) > d(w,w) — die Rekonstruktion weicht von der Realitdt noch weiter
ab als die Eingabe; dem entgegenwirken kann nur die Redundanz vieler vorhandener
Messungen.

7.1. Algorithmus

Trotz der Inkonsistenz der Eingabe ldsst sich das iterative Vorgehen aus Kapitel 6
iibertragen. Dieses Verfahren lief§ sich grob in vier grundlegende Schritte unterteilen:

Saat Gibt es noch Kanten ganz ohne Lokalisation, kann eine neue Einbettung ein-
gefiithrt werden, in dem genau die beiden Endknoten als (0,0) und (1,0) lokali-
siert sind.

Wachstum Ein Knoten kann in einer Einbettung lokalisiert werden, wenn mindestens
zwei Nachbarn bereits erfafit sind.

Kombination zweier Einbettungen Uberlappen zwei Einbettungen in ihren abge-
deckten Knoten hinreichend, dann lassen sich die Koordinaten leicht umrechnen,
die Einbettung mit weniger lokalisierten Knoten geht in der anderen auf.

Kombination vieler Einbettungen Die Anordnung der verbleibenden Einbettungen
lésst sich iterativ ermitteln, indem man sukzessive nach Mengen von Einbettun-
gen sucht, deren lokalisierte Subgraphen zusammen starre Subgraphen bilden. Es
lassen sich dann die relativen Groflen und damit eine gemeinsame Einbettung
berechnen. In einem letzten Schritt wird nur noch nach vertréglichen relativen
Groflen der verbleibenden Einbettungen gesucht.
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Auf diesen Schritten wird auch das folgende Verfahren aufbauen; dabei wird es Redun-
danz und lokale Optimierung nutzen, um jeden Schritt zum einen initial moglichst gut
zu wéhlen und zum zweiten Losungen sténdig zu verbessern. Im einzelnen bedeutet
das fiir die ersten drei Schritte:

Saat Fiihrt man neue Einbettungen jeweils fiir Cliguen ein, statt fiir einzelne Kanten,
moglichst grof}, aber eine feste Groéfie nicht iiberschreitend, bilden diese eine
groflere Basis fiir ein Wachstum; neue Knoten kénnen von Anfang an iiber mehr
als nur zwei Knoten trianguliert werden.

Wachstum Lokalisiert man Knoten in einer Einbettung durch mdglichst viele Nach-
barn, erhoht dies die Wahrscheinlichkeit, dadurch auch gute Lokalisierungen zu
finden.

Kombination zweier Einbettungen Kombiniert man Einbettungen erst dann, wenn
sie starker als nur an zwei Knoten iiberlappen, lassen sich die fiir die Umrechnung
notwendigen Parameter mitteln.

Alle diese Schritte haben einen Parameter, gewissermaflien den Grad der Redundanz,
der sukzessive gesenkt wird bis hinab zum urspriinglichen Algorithmus. Algorithmus 6
skizziert dieses Verfahren in einer etwas allgemeinen Form.

Algorithmus 6 : Fehlertolerante Rekonstruktion

wiederhole

wenn 7 zwei Einbettungen p, p’ mit & gemeinsamen Sensoren dann
| Kombiniere die beiden Einbettungen

sonst wenn 3 Sensor s ¢ V, mit [Nb(s) N V,| > k dann
‘ lokalisiere s, sofern befriedigende Lokalisierung moglich //s. 7.1.2

sonst wenn seit letzter Optimierung eine Einbettung gewachsen ist dann
| optimiere alle betroffenen Einbettungen

sonst wenn 3 Clique C' mit |C| = k ohne gemeinsame Einbettung dann
\ Fiihre neue Einbettung ein, lokalisiere die Knoten aus C' //s. 7.1.2

sonst
| k—k—-1

bis k=1

solange J lokalisierte Subgraphen S, die zusammen generisch starr sind tue
| Verschmelze S, optimiere das Ergebnis

Verschmelze restliche Subgraphen, optimiere das Ergebnis

Diese Beschreibung léasst noch sehr offen, wie die einzelnen Schritte auszufiihren sind;
hier lassen sich zum Teil auch verschiedene Varianten vorstellen, von denen ich mich
jeweils fiir eine entschieden habe, die ich in den néchsten Abschnitten beschreibe.
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7.1.1. Optimierung

Weil auch die anderen Schritte darauf aufbauen werden, hier zunéchst zur Optimie-
rung: Ausgehend von der Minimierungsfunktion d(&,®)? lisst sich die Einbettung x,
eines Knotens auf zwei Arten unabhéngig voneinander schrittweise verbessern:

Anpassung der Ausrichtung

Der Beitrag eines Knotens s zur Minimierungsfunktion ist nicht unabhéngig von der
Ausrichtung x! des Knotens; die Summanden

Z (W(S,j) - d)(saj))Q
{s,j}€E
wird durch eine Drehung des Knotens s um einen Winkel v veréndert zu

Z (E‘)(S?]) - dj(‘S?.]) + 2)2

{s.g}eb E[:;,W)

Nun hat diese Funktion gegebenenfalls mehrere lokale Minima und Maxima, aber
wenn man davon ausgeht, dass alle Abweichungen §; = w(s,j) — @(s,j) € [-m,m)
verhéltnismaBig klein sind, dann lésst sich bei der Optimierung von

> B+’ (7.1)
{s,j}€E

nach v auf die Rechnung modulo 27 verzichten und das Problem in R betrachten.
Dort ist 4 := —ﬁ(s) > (s}eE B;, das arithmetische Mittel der Korrekturen, die einzige
Minimalstelle, denn die Ableitung von (7.1)

> 2-(Bi+7)
{s,j}eE
ist an dieser Stelle
D 2-(B+A) =INb(s)][-2:4+ > (2-8)= > 2:8)— > (2:8)=0
{s,j}eFE {s,j}eE {s,j}eFE {s,j}eFE

gleichzeitig ist es offenbar fiir alle v > ¥ strikt grofler 0, fiir alle v < 4 strikt kleiner 0.
Auf diese Art ldsst sich zu gegebener Einbettung leicht fiir jeden Knoten berechnen,
welche Drehung optimal ist bei Beibehaltung aller Positionen. Abbildung 7.1 zeigt
einen Knoten vor und nach dieser Optimierung.

Optimierung der Position

Die Berechnung einer optimalen Position in einem Zug ist nicht so leicht mdéglich.
Aber analog ldsst sich auch hier zunéchst der durch die Position induzierte Fehler
betrachten.
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Abbildung 7.1.: Optimierung der Ausrichtung

Stellkrafte Betrachtent man dabei zuerst den Beitrag einer Abweichung (w(s, j) —
(s, 7))?, also den Fehler zwischen der aktuellen Einbettung und der Messung fiir die
Position eines Nachbarn durch einen Knoten s. Abbildung 7.2 zeigt diese Situation,
es bezeichne wey, 1= W(s,j) —w(s,j). Fir kleine Fehler ist in guter Néherung we,, ~
tan(werr) = ;Tj' und man kann wiederum in guter Ndherung davon ausgehen, dass
der Gradient minimal wird parallel zu x; — x}; und dem Betrag nach proportional ist

.. xj—x, . .
zu =2 denn fiir v = ——% ist damit
s —x;1 I —x|
2 2
Owgy 5 err Jov = 2Tery | 2Werr
v x5 — x| x5 — X x5 — %
X

§¥wer1 <0
X5 = X;

w(s, J)

w(s, j)

i f}(_')ll(

Abbildung 7.2.: Optimierung der Knotenposition durch eigene Messung der Rich-
tung zu einem Nachbarn

Ganz analoge Uberlegungen lassen sich auch fiir die Messung durch den Nachbarn an-
stellen; ein Verschieben eines Knotens s verdndert alle 2|Nb(s)| Richtungsmessungen,
mit denselben Ergebnissen fiir die Bezeichnungen aus Abbildung 7.3.



90 Fehlertolerante Rekonstruktion ':'

Ixs — ;]

Abbildung 7.3.: Optimierung der Knotenposition durch Messung der Richtung
durch einem Nachbarn

Damit ergibt sich zusammengenommen eine Optimierung in Richtung von

E[—il’,ﬂ') 6[—1,7r)

Fuen(s) = Z 5)(8,]’) —w(s,]) +fu(j, s) — (], 53 R

x5 —Xj’

{s,j}€E

Analog lasst sich auch wie in kriftebasierten Verfahren zur Léngenrealisierung ein
physikalisches Modell beschreiben, in dem die Kanten als feste Teleskopstangen durch
Stellfedern in eine Richtung gezogen werden; auch hier wiirde die Kraft senkrecht
zur Verbindung zum Nachbarknoten wirken und der Abweichung von der Ideallage
proportional sein.

Weitere Krafte Da in dieses Verfahren an keiner Stelle Informationen iiber die Ska-
lierung einfliefen, kann es schnell vorkommen, dass sich Fehler dahingehend aufsum-
mieren, dass Teile des Graphen grofler eingebettet werden als andere. Auf der anderen
Seite steht mit der Einbettbarkeit als Quasi-Unit-Disk-Graph zumindest eine Skalie-
rungsinformation zur Verfiigung. Dabei macht das Einfiihren einer Komponente, die
Kantenldngen oberhalb von 1 verhindern soll, wenig Schwierigkeiten, wenn man zum
Beispiel eine Kraft

0 Cxy— x| <1
Fanz(s) = Z { |x;—xs|—1 !

G | BT O =) b — x>

hinzunimmt. Schwerer einzubringen ist eine abstoflende Komponente, die das Néhern
von unverbundenen Knotenpaaren auf unter d verhindert, aus denselben Griinden
wie in Abschnitt 6.3.4 bei der Bestimmung des Intervalls giiltiger Skalierungen eines
starren Subgraphen: Zum einen sind massiv mehr Knotenpaare (6(n?)) betroffen, zum
anderen ginge bei direkter Umsetzung jegliche Lokalitét verloren. Deshalb bietet sich
auch hier derselbe Weg an wie dort — es werden nur die Knotenpaare fiir abstoflende
Kréfte betrachtet, die mit dem Knoten s einen gemeinsamen Nachbarn haben. Die
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Kraft lasst sich dann ganz &hnlich wie bei der Anziehung definieren als

0 D% — x| > d

d—|x;—xs|

Fabst(s) - { .
jENb2(S)I{S,j}€E |Xj—xs| (X] Xs) . |X] Xsl < d

Hier lieflen sich eine Vielzahl von Varianten denken, vor dem Hintergrund, dass diese
Kréft nur fiir eine korrekte Skalierung sorgen sollen, ist diese Wahl nicht allzu entschei-
dend; wichtiger ist, dass sie gemessen an Fi schwicher einflieBen und das Verhalten
nicht dominieren.

Solche Optimierungen sind dabei unabhéngig fiir unterschiedliche Einbettungen. Fiir
die Optimierung der Einbettung eines Knotens in einer bestimmten Einbettung bezieht
sich die Nachbarschaft jeweils nur auf Knoten, die auch von dieser Einbettung erfasst
sind.

Ablauf Durch diese beiden Optimierungsschritte ldsst sich eine Einbettung eines
Knotens verbessern, indem beide Optimierungen solange abwechselnd ausgefiihrt wer-
den, bis keinen nennenswerte Krifte mehr wirken. Véllig analog lasst sich aber auch
die Einbettung vieler Knoten gleichzeitig verbessern, indem wiederholt die beiden Op-
timierungen fir alle ausgewdhlten Knoten ausgefithrt werden.

Algorithmus 7 : Verbessere Einbettung von V'

wiederhole

fiir alle v € V' tue
L Optimiere Ausrichtung von v

Verschiebe v um Cy (Cstell . Fstell(”) + Canz ° Fanz(v) + Cabst ° Fabst<v))

bis keine nennenswerte Verbesserung eintritt

Dieses Verfahren aus Algorithmus 7 ist in vielfdltigen Varianten aus kréftebasierten
Layoutverfahren bekannt (siehe [BETT99]), und es sind viele Beschleunigungsverfah-
ren untersucht worden. Diese Arbeit soll allerdings vor allem zeigen, dass mit solchen
Verfahren auch unter der Einschrankung, dass nur lokale Informationen genutzt wer-
den, Einbettungen trotz bestimmter Fehler gut rekonstruiert werden kénnen. Fiir die
Evaluation wurden die Parameter empirisch gewahlt als cgen = 1, Cany = 0.2, Capst =
0.1, die Schrittweite ¢, wurde dynamisch angepasst, d. h. verkleinert, sobald bei einer
Verschiebung eine Verschlechterung auftrat, und vergroflert, wenn auch eine zweite
Verscheibung noch eine Verbesserung brachte.

7.1.2. Auslegung von Cliquen, Anbinden von Knoten

Die ersten ausgelegten Knoten sind immer die Knoten einer Clique. Sie bilden wegen
ihrer vollstdandigen Messung eine sehr stabile Grundlage und erlauben Korrekturen
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auch bei sehr stark fehlerbehafteter Eingabe. Aus Komplexitéitsgriinden wird hier-
bei die Suche auf Cliquen einer festen maximalen Grofle —der Maximalgrad kann die
Anzahl méglicher Cliquen und die Zeit fiir die Suche aus praktischer Sicht schon zu
weit treiben, zumal 5 oder 6 Knoten schon vo6llig ausreichend sind — beschrankt. Auch
ansonsten kann man sich hier weitgehend auf die lokale Optimierung verlassen, das
Vorgehen aus Algorithmus 8 fiihrt bereits zu sehr guten Ergebnissen. Es nutzt aus,
dass sich beziiglich zweier fest gewéhlter Knoten ein dritter, verbundener Knoten leicht
optimal einbetten lasst: Drei Knoten bilden genau dann ein Dreieck, wenn die Innen-
winkel sich zu 7 aufsummieren. Dies tun sie — den Messungen nach — nicht; die Winkel,
die sich aus den Messungen ergeben, konnen zusammen einen Uberschuss haben oder
aber eine zu geringe Summe haben. In beiden Féllen ldsst sich der Fehler gleichmdfig
auf die 4 nicht festgelegten Messungen verteilen, so dass die Optimierungsfunktion hier
minimiert wird (siche Abbildung 7.4).

Algorithmus 8 : Einbetten einer Clique C' = {vy,...,vg }

x; < (0,0)
X1 — —w(vy, v2)
1 1, U2
X9 — (1, O)
Xy — 1 — w(vy, vy)
fiir i € {2,...,k} tue
| Lege v; optimal beziiglich vy, vy aus
Optimiere Einbettung von C

Abbildung 7.4.: Ein neuer Knoten wird so ausgelegt, dass die vier noch festge-
legten Winkel gleichméfig von der Vorgabe abweichen

Der Vollstédndigkeit halber sei erwéhnt, dass dieses Vorgehen in wenigen Féllen nicht
so einfach umzusetzen ist; in diesen Féllen muss man leicht von obigem Vorgehen
abweichen.

1. Nicht immer ist die Drehrichtung eindeutig; in diesem Fall wird dem grofiten
Winkel gefolgt.



':' 7.1 Algorithmus 93

2. Ist die Winkelsumme der Messungen zu grof3, miissen die Innenwinkel verkleinert
werden. Das kann dann zum Problem werden, wenn dabei einer der Winkel einen
negativen Wert annehmen wiirde. In diesem Fall wird der betroffene Winkel nur
bis zu diesem Punkt verkleinert, die anderen dafiir entsprechend mehr.

Um allzu extreme initiale Einbettungen zu vermeiden, sollte in Punkt 2 die Untergrenze
fiir einen Winkel auf einen kleinen positiven Wert (statt 0) gesetzt werden.

Abbildung 7.5.: Rekonstruierte Einbettung einer Clique bei gleichverteiltem Feh-
ler im Intervall von [—20°; +20°]

Ein Beispiel fiir das Auslegen einer Clique der Grofle 5 zeigt Abbildung 7.5.

Sehr dhnlich wie das Auslegen von Cliquen lésst sich auch das Anbinden neuer Knoten
umsetzen. Hat ein Knoten £ lokalisierte Nachbarn (bei mehr wird ausgewéhlt), kénnen
alle Paare darunter als Grundlage fiir eine Dreiecksbildung wie im letzten Abschnitt
ausgewdhlt und das Ergebnis jeweils lokal unter Beriicksichtigung aller Nachbarn op-
timiert werden. Die beste Lokalisierung wird iibernommen, wenn keiner der einzelnen
Winkel dabei zu weit von der Eingabe abweicht. Die besten Ergebnisse lielen sich al-
lerdings erzielen, wenn zunéchst fiir alle in Frage kommenden Knoten die jeweils beste
Lokalisierung ermittelt wurde und diese dann immer fiir die Knoten, die jeweils den
geringsten Fehler einfiihrten, {ibernommen wurden.

Fiir das Herabsetzen der Redundanz der einzelnen Schritte sind verschiedene Schemata
denkbar. Die einfachste, ndmlich alle drei Parameter parallel herabzusetzen, fiihrt
zu guten Ergebnissen. Als Ausgangswerte lielen sich fiir groflere Werte als k£ = 6
keine besseren Ergebnisse mehr erzielen. Wird beim Herabsetzten k& = 2 erreicht,
entspricht der Algorithmus prinzipiell dem Algorithmus fiir fehlerfreie Eingabe bis zur
Knoteniiberlappung, mit der Ausnahme, dass bisher auf das Anbinden von Knoten
verzichtet wurden, die einen zu groflen Fehler in die Einbettung hineintrugen. Auf
diese Einschrankung muss in einem zusétzlichen Durchlauf verzichtet werden, um eine
Lokalisierung aller Knoten in mindestens einer Einbettung zu garantieren.

7.1.3. Kombinieren der Einbettungen

Die Parameter fiir das Kombinieren zweier Einbettungen, Drehung, Skalierung und
Verschiebung, waren im fehlerfreien Fall eindeutig definiert durch zwei Knoten, die
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in beiden Systemen lokalisiert waren. Lange und Richtung der Differenzen ergaben
Drehung und Skalierung, die Verschiebung lief sich dann an einem der Knoten ablesen.
Im fehlerbehafteten Fall kann die Ermittlung dieser Parameter auf Basis mehrerer
Knotenpaare stabilere Ergebnisse liefern; die Drehung und Skalierung lédsst sich aus
den einzelnen Drehungen und Skalierungen aller Paare unter den k£ Knoten mitteln und
anschliefSend lésst sich die Verschiebung ebenso aus den Verschiebungen aller Knoten
mitteln.

In der letzten Phase werden, weitgehend wie im fehlerfreien Fall, Einbettungen gesucht,
deren erfafite Knoten und Kanten gemeinsam generisch starre Subgraphen bilden (sie-
he Algoritmus 4). Im Gegensatz zu Kapitel 6 ldsst sich die Skalierung nun leider nicht
als Kern einer Matrix ablesen, weil die Richtungen der Eingabe sogar sehr wahrschein-
lich nicht konsistent sind; das &ndert natiirlich nichts daran, dass der Kern der Matrix
A(G,agp, S) bis auf entartete Fille eindimensional ist, es ist aber nicht garantiert,
dass er einen Vektor mit ausschliefllich positiven Eintragen enthalt. Dafiir sorgt die
lokale Optimierung durchgehend fiir eine gleichméfige Skalierung; fiir eine gute initia-
le Losung ist es daher ausreichend, die Subgraphen ohne weitere Skalierung zusam-
menzusetzen. Das iterative Vorgehen hat, im Gegensatz zur Alternative, einfach alle
nach der ersten Phase verbliebenen Subgraphen so miteinander zu verschmelzen, dabei
trotzdem den Vorteil, dass immer wieder optimiert werden kann, sobald die Grundla-
ge dafiir, die Eindeutigkeit der Groflenverhéltnisse, geschaffen ist. Entsprechend wird
dann auch im letzten Schritt beim Kombinieren der verbliebenen Einbettungen kein
Lineares Programm gelost, zumal gegebenenfalls auch noch die Nebenbedingungen
aus langsten Kanten und kiirzesten Nichtkanten widerspriichlich sein kénnen, sondern
auch hier werden die Einbettungen in der Skalierung miteinander kombiniert, die sich
aus der lokalen Optimierung zuvor ergeben hat. Die Abbildungen 7.6 und 7.7 zeigen
Beispiele fiir solche Rekonstruktionen.

Abbildung 7.6.: Rekonstruktion eines mit einer Knotendichte von 3.5 verhalt-
nisméfig diinnen Graphen bei gleichverteiltem Fehler aus [—5°; 5°]
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Abbildung 7.7.: Rekonstruktion eines mit einer Knotendichte von 5.0 deutlich
dichteren Graphen bei gleichverteiltem Fehler aus [—8°; 8°]

In [BGJO5] wurde auch bei fehlerhafter Eingabe das Lineare Programm aus Bedin-
gungen fiir die Kreise (entsprechend A(G, ag p, S)) und Kantenléngen, dort fir d =1
modelliert als

Vee B : 0</(e) <1
Vey = {u,v1},ea = {u, v} € Ejuy £ vg ANvy, 00} € E © l(er) +l(ex) >d

verwendet. Dass allerdings eine beliebig geringe Storung der Winkelmessung schon
dazu fithren kann, dass das entsprechende Lineare Programm keine zuléssige Losung
mehr hat, zeigt Abbildung 7.8: Es lassen sich fiir jedes d Strecken konstruieren, die
beliebig genau in ihrer Lénge festzulegen sind und daraus Vielecke, die bereits bei
minimaler Storung eines Winkels inkonsistent sind.

Diese Figur ist natiirlich konstruiert, aber vor dem Hintergrund, dass die Skalierung
von generisch starren Subgraphen durch die (Quasi-)Unit-Disk-Graph-Bedingungen
schnell duerst eng eingegegrenzt wird, verwundert es nicht, dass es tatsdchlich und
vor allem bei grofleren Netzen zu solchen nicht erfiillbaren Nebenbedingungen kommt.

7.2. Testergebnisse

Das vorgestellte Verfahren wurde zur Ermittelung der Qualitdt der Rekonstruktion
ausgiebig an zuféllig generierten Quasi-Unit-Disk-Graphen getestet. Dafiir wurden,
sofern die Knotenzahl nicht variabel war, Graphen mit 500 Knoten generiert. Gegebe-
nenfalls ist wieder die halbe Breite des 0.95-Vertrauensintervalls als [..,s angegeben,
allerdings zum Teil eingeschrankt, weil die Ergebnisse in Bereichen, in denen die Re-
konstruktion nicht durchgehend gelingt, die Streuung so enorm ist, dass statistische
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jeweils d/2 + € jeweils d/2 +e g

2k

jeweils 1

Abbildung 7.8.: Links: Ein Dreieck aus maximal langen Kanten an der Basis
und minimal langen Kanten an den anderen Seiten. Die Anzahl der Abschnitte
auf den Kanten koénnen in diesem Rahmen recht frei gewéhlt werden, sie ergeben
die Winkel; weitere notwendige Kanten koénnen eingefiigt werden (gestrichelt). Die
Basis ist so durch die Winkel in der Lénge beliebig genau festgelegt. Rechts: Stort
man in einem Vieleck aus solchen Strecken an einer Stelle, wird das entstehende
Lineare Programm inkonsistent.

Relevanz kaum zu erreichen ist. Diese Werte sind dann trotzdem als Anhaltspunkte
in den Diagrammen enthalten. Betrachtet man in Tests zunichst die Abstinde zu
Beginn dieses Kapitels eingefiithrten Abstéinde zwischen den lokalen Richtungszuwei-
sungen in der Realitét (w), der fehlerbehafteten Eingabe (0) und der Rekonstruktion
(@), lasst sich folgendes Verhalten ablesen. So zeigt Abbildung 7.9 Ergebnisse fiir stei-
gende Dichte bei einem normalverteiltem Fehler mit einer Standardabweichung von 5
Grad: Wéhrend der Abstand von der Eingabe zu tatséchlichen Einbettung natiirlich
durchgehend dieselbe ist, nimmt die Qualitdt der Richtungsrealisierung — egal, ob an
der Realitéit oder an der Eingabe gemessen — mit zunehmender Dichte zunéchst ab.
Das lésst sich leicht dadurch erkléren, dass fiir diese Knotendichten die Eingabe relativ
wenig widerspriichlich ist, weil es nur verhéltnisméfig kleine starre Subgraphen gibt.
Die Eingabe kann entsprechend gut realisiert werden; der Abstand der Rekonstruk-
tion ist also klein zur Eingabe, der Abstand zur Realitdt liegt zunéchst im Bereich
des Eingabefehlers. Dieser Effekt nimmt mit der Dichte ab, die Rekonstruktion ist bei
Knotendichten um die 3.6 am schlechtesten. Nicht zufillig ist das der Bereich, ab dem
nicht nur grofle Subgraphen eindeutig auszulegen sind, sondern zunehmend auch red-
undante Information enthalten. Mit weiter zunehmender Knotendichte verbessert sich
die Qualitit der Rekonstruktion dann; der Abstand zur Eingabe liegt im Bereich des
Eingabefehlers, wogegen der Abstand zur Realitéit noch darunter fillt. Ahnliches Ver-
halten lasst sich auch fiir gleichverteilte Fehler und Diskretisierungsfehler beobachten
(Abbildungen A.1 und A.2), wenn man davon absieht, dafl Diskretisierungsfehler, weil
sie systematisch in eine Richtung gehen, gegeniiber der Eingabe leicht zu verbessern
sind.

Interessant ist natiirlich unter dem Strich vor allem, wie gut die Rekonstruktion der
Topologie ist. Analog zu Abschnitt 6.3.5 wird dafiir getrennt der Fehler Qg und die
dafiir verwendete Skalierung betrachtet. Der um Drehung, Streckung und Skalierung
bereinigte Fehler der Knotenpositionen nimmt — in Abbildung 7.10 fiir ausgewéhlte
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Abbildung 7.9.: Die drei Fehler d(w, ), d(w,®) und d(@,®) bei normalverteiltem
Fehler bei einer Standardabweichung von 3° und zunehmender Knotendichte.
[200 Messungen, durchgehend l.onf < 0.6°, ab einer Dichte von 5 ist leons < 0.4°]

Fehler zu sehen — mit zunehmender Dichte ab. Fiir geringe Dichten ist nicht nur der
durchschnittliche Fehler deutlich hoher, sondern auch die Varianz. Das Risiko sehr
schlechter Rekonstruktionen ist hier deutlich hoher; hierauf sind auch die sehr unge-
nauen Werte fiir die Diskretisierungsfehler zuriickzufiithren. Festzuhalten ist aber, dass
fiir die ausgewéhlten Fehler eine Dichte ab ungefihr 5 fiir eine gute Rekonstruktion
ausreicht. Was die Skalierung der Rekonstruktion angeht, ist diese — wie in Abbil-
dung 7.11 zu sehen — durchgehend zu klein (zur Berechnung von Qg wurde das
Ergebnis im Schnitt 10-15% vergroflert). Anzumerken ist allerdings, dass dieser Effekt
der kréaftebasierten Optimierung relativ vorhersagbar auftritt und sich so zum Teil
kompensieren liefle.

Betrachtet man die Qualitidt der Rekonstruktion bei fester Dichte und zunehmendem
Fehler, lasst sich ablesen, bis zu welcher Storung noch verwertbare Ergebnisse zu er-
warten sind. Abbildung 7.12 zeigen diese Verhalten fiir normalverteilte Fehler bei drei
ausgewéahlten Knotendichten. Die Abbildungen A.3 und A.4 zeigen dhnliches Verhalten
fiir die anderen betrachteten Fehlertypen.

Abbildung 7.13 zeigt das empirische Laufzeitverhalten bei verschieden groflem Fehler.
Wegen der haufiger auszufithrenden lokalen Optimierung ist die Laufzeit wesentlich
von der Stérke des Fehlers abhéngig.
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Abbildung 7.10.: Mittlere Knotenabsténde Q&5 bei zunehmender Knotendichte
fiir drei ausgewéhlte Fehler.

[200 Messungen, ab einer Dichte von 4.4 ist lconr < 0.06, mit Ausnahme der Dichten 3.4
bsi 3.8 ist sonst leons < 0.12]
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Abbildung 7.11.: Abweichung der fiir die Berechnung von Qgrp verwendeten
Skalierung von 1 bei zunehmender Standardabweichung des normalverteilten Feh-
lers fiir ausgewéhlte Knotendichten

[200 Messungen, lcont < 0.017]
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Abbildung 7.12.: Mittlere Knotenabsténde Qg bei zunehmender Standardab-
weichung des normalverteilten Fehlers fiir ausgewéhlte Knotendichten

[100 Messungen, fiir Knotendichte 7 ist lcone < 0.08 (bis Standardabw. 4.5 l.one < 0.03),
fiir Knotendichte 5 lcons < 0.06 bis zur Standardabweichung von 4.2)]
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Abbildung 7.13.: Laufzeit bei zunehmender Knotenzahl bei normalverteilten Feh-
lern mit ausgewéhlten Standardabweichungen. Getestet wurden Graphen mit einer
Knotendichte von 4.8.

[60 Messungen, lcons < 4]



100 Fehlertolerante Rekonstruktion '0'




8. Implementierung und
Testumgebung

Die in den vergangenen Kapiteln vorgeschlagenen Algorithmen sind zur Evaluation und
zur Uberpriifung der Ergebnisse vollstdndig in Java in der aktuellen Version 1.5.0_04
implementiert.

Bei der Implementierung wurden folgende Bibliotheken von Drittanbietern verwendet:

yFiles Die Implementierung baut wesentlich auf den yFiles-Bibliotheken [Y] auf, einer
kommerziellen Bibliothek fiir Graphen- und Layoutalgorithmik. Diese Bibliothek
stellt die Datenstrukturen fiir Graphen und Listen wie in Kapitel 3 beschrie-
ben, zur Verfiigung. Dariiber hinaus bietet sie eine Schnittstelle zur Integration
von Algorithmen eine graphische Oberfliche, yEd; eine solche Integration ist fiir
die beschriebenen Algorithmen umgesetzt worden, so dass die Ergebnisse leicht
nachvollzogen werden kénnen.

Ip_solve, colt Als Teil von Algorithmus 4 werden Losungen eines Linearen Programms
bzw. eines homogenen linearen Gleichungssystems berechnet. Zur Losung dieser
Probleme wurden die frei verfiigbaren Bibliothek Ip_solve ([BEN05]), ein in C++
implementierter, quelloffener LP-Solver mit Java-Schnittstelle, bzw. die Colt-
Bibliotheken [Col], die hochoptimierte Matrix-Arithmetik zur Verfiigung stellt,
inklusive schneller numerischer Verfahren zur Losung linearer Gleichungssyste-
me, eingesetzt.

Die Ergebnisse der Tests basieren durchgehend auf mindestens 50 Messungen; die Zahl
der Messungen sowie die Léange des Vertrauensintervalls ist jeweils angegeben. Alle An-
gaben und Statistiken zur Laufzeit wurden auf Rechnern mit Intel Xeon Prozessoren
mit einer Taktrate von 2.8GHz und 512KB Cache (Messungen aus Kapitel 6) bzw.
AMD Opteron 252 mit einer Taktrate von 2.6GHz und 1024KB Cache (Messungen
aus Kapitel 7) gemessen und beziehen sich auf die Systemzeit. Obwohl darauf geachtet
wurde, dass verwendete Klassen durch Vorldufe schon vor der Messung geladen sind
und durch forciertes Aufrufen des Garbage-Collectors vor jedem Durchlauf Unterbre-
chungen durch die Java Virtual Machine verhindert werden, geben diese Messungen
also kein ganz genaues Abbild. Da jedoch weder das Augenmerk dieser Arbeit auf Op-
timierung der Laufzeit liegt, noch die Implementierung besonders darauthin untersucht
wurde, reichen diese Messungen aus, um ein typisches Laufzeitverhalten prinzipiell zu
beschreiben.
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9. Zusammenfassung und Ausblick

9.1. Zusammenfassung

In der Lokalisation von Sensornetzwerken wurde bisher wenig auf lokale Richtungsin-
formation aufgebaut. Arbeiten, die sich mit dieser Variante beschéftigten, setzten sich
wenig mit den fundamentalen Vorteilen auseindander. Diese Arbeit sollte vor allem
folgende Ergebnisse vermitteln:

e Richtungsbasierte Lokalisierung stellt fiir Eindeutigkeit niedrigere Anfoderun-
gen an die Struktur eines Netzes als entfernungsbasierte. Das Finden von ver-
traglichen Einbettungen ist ohne weitere Einschrankungen in polynomieller Zeit
moglich, im entfernungsbasierten Fall ist das ein NP-schweres Problem.

e Fiir Sensornetzwerke plausible Annahmen erlauben den Entwurf von Algorith-
men, die durch Richtungsinformationen eindeutig beschriebene Subgraphen iden-
tifiziert und korrekt einbettet. Diese Verfahren erreichen friith, d.h. schon bei
geringen Knotendichten hohe Abdeckungen, bei denen fiir entfernungsbasierte
Lokalisierung noch deutlich zu wenig Informationen vorldgen. Hier wurde das
von Bruck et al. in [BGJ05] skizzierte Verfahren deutlich und bis zur Maxima-
litdt ausgedehnt und in der Laufzeit analysiert. So lasst sich oft auf die dort
primér vorgeschlagene Vorgehensweise, das Losen eines Linearen Programmes,
verzichten.

e Die fehlende Skalierungsinformation ist durch Quasi-Unit-Disk-Graph-Bedingun-
gen sehr prézise zu rekonstruieren; obwohl richtungsbasierte Lokalisierung fiir
(Quasi-)Unit-Disk-Graphen wie die entfernungsbasierte Variante N'P-schwer ist,
fithrt die gewissermafien ,,orthogonale“ Information von Richtungen und (Quasi-
)Unit-Disk-Graph-Annahmen trotzdem zu sehr guten Rekonstruktionen auch bei
noch offenen Freiheitsgraden. Dies spiegelt direkt wider, dass vertréigliche Reali-
sierungen von Kantenrichtungen durch kontinuierliche Veranderungen ineinander
zu iiberfithren sind, wahrend mit Kantenldngen vertriagliche Einbettungen auch
viel komplexer miteinander ,, verwandt® sein kénnen.

e Die beschriebenen Verfahren lassen sich, zusammen mit der Nutzung vorhande-
ner Redundanz und lokaler Optimierung hervorragend zur Rekonstruktion bei
fehlerbehafteter Richtungsinformation verwenden.
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9.2. Ausblick

Lokalisationsverfahren sollten in letzter Konsequenz verteilt implementierbar sein; die
vorgestellten sind sdmtlich global entworfen und implementiert, allerdings durchge-
hend mit moglichst hoher Lokalitét, so dass man zumindest Teile gut auf eine verteilte
Umsetzung iibertragen kénnen sollte: Das Auffinden und Auslegen von kanteniiber-
lappenden 2-simplen Subgraphen lésst sich prinzipiell leicht verteilen, indem alle (oder
ausgewihlte) Kanten zu Beginn die Grundlage einer neuen Einbettung bilden, dann
wie gewohnt Einbettungen wachsen und bei Kanteniiberlappung die Information zur
Kombination entlang bereits eingebetteter Kanten propagiert werden. Entscheidungen,
welche Einbettung bereits mehr Knoten lokalisiert hat, konnten dabei allerdings nicht
getroffen werden; die Richtung der Kombination miisste aufgrund anderer (zwingend
asymmetrischer) Informationen wie Knoten-IDs o. 4. festgelegt werden. Das Kombi-
nieren knoteniiberlappender generisch starrer Subgraphen wiirde bereits eine gewis-
se Organisation dieser Subgraphen voraussetzen. Ist allerdings eine Kommunikation
zwischen Schnittknoten zu angrenzenden Subgraphen moglich (zum Beispiel entlang
cines Spannbaumes), lieBen sich doppelte Uberlappungen durchaus mit vertretbarem
Aufwand identifizieren. Bei der Kombination allgemeiner Subgraphenmengen kann
natiirlich beliebig weit reichende Kommunikation erfordern. Hier kénnte allerdings
eine Beobachtung aus der Praxis helfen: Die meisten Verschmelzungen nach Algo-
rithmus 4 betreffen verhéltnisméflig wenige Subgraphen, fast immer wiirde es reichen,
wenn jeder Subgraph das Problem eingeschréinkt auf eine sehr geringe Umgebung, z. B.
direkt angrenzende Subgraphen und deren direkte Nachbarn, kennen wiirde. Komple-
xere Szenarien kommen zwar vor, sind aber eine deutliche Ausnahme. Alle in Kapitel 7
vorgestellten lokalen Optimierungsverfahren sind leicht auch verteilt umzusetzen.

Im Ausklang von Kapitel 5 wurde erwéhnt, dass sich alle Ergebnisse zu Kantenrich-
tungen auf beliebige Dimensionen erweitern lassen. Das legt eine Beschéftigung vor
allem mit dem dreidimensionalen Fall nahe, ohne dabei wie im entfernungsbasierten
Fall einen viel komplexeren kombinatorischen Hintergrund (zudem mit vielen offenen
Fragen) vorzufinden.

Was das Laufzeitverhalten angeht, zeigt sich die lokale Optimierung (trotz aller Be-
schrankungen) in der bisherigen Umsetzung als dominierend; verglichen mit bekannten
Verfahren zur Léngenrealisierung durch kriftebasierte Optimierung konvergierte das
implementierte Verfahren jeweils verhéltnisméflig langsam.

Uber diese Punkte hinaus wird es mit steigendem tatsichlichen Einsatz von Sensor-
netzwerken immer mehr darum gehen, die sehr idealisierte Sichtweise vieler mathe-
matisch gepriagter Modellierungen den Gegebenheiten anzupassen, um relevante For-
schung und Aussagen présentieren zu konnen.



A. Anhang

A.1. Zusatzliche Tests

Die folgenden Seiten zeigen jeweils die in Kapitel 7 fiir normalverteilte Fehler vorge-
stellten Ergebnisse fiir gleichverteilte Fehler (in einem jeweils angegebenen Intervall)
und fiir Diskretisierungsfehler (zu einer jeweils angegebenen Schrittweite

o Abstand Realitat/Eingabe
A Abstand Realitéat/Rekonstruktion
+ Abstand Eingabe/Rekonstruktion
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Knotendichte

Abbildung A.1.: Die drei Fehler d(w,®), d(w,®) und d(w, ) bei gleichverteiltem
Fehler in einem Intervall von [—5°; 5°] und zunehmender Knotendichte.
[200 Messungen, durchgehend [.one < 0.6°, ab einer Dichte von 4.4 ist leons < 0.4°]
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Abbildung A.2.: Die drei Fehler d(w,®), d(w,®) und d(w,w) bei Diskretisierung
auf Vielfache von 12° und zunehmender Knotendichte.
[200 Messungen, durchgehend l.one < 0.6°, ab einer Dichte von 5.2 ist leonr < 0.4°]

A.2. Nebenrechnungen

Lemma 23 Sind kq, ...,k € N ganze Zahlen mit k; > 2, dann ist

Xl:kf < (i(k —-1)+ 1)

Beweis. Per Induktion iiber [ ldsst sich die Aussage zeigen:

IA, | = 2: Zu zeigen ist fiir [ = 2, dass a® + b < (a + b — 1)3, durch Umformung fiir

O.B.d.A.a>0:
a® + b (a+b—1)>3
a® + b (a+b)*—3(a+0b)*+3a+b) —1
a’ +b° a® + 3a’b + 3ab®> + b* — 3(a + b)* + 3(a+b) — 1

0 3a°b + 3ab®> — 3(a +b)* + 3(a+b) — 1
3a* + 6ab + 3b* + 1 3a*b + 3ab* + 3(a + b)

2 2 2 2
3a” + 3b” +6ab + 1 3ab+3ab” + 3(a + b)

<6a2 >6a2 >6ab >1

6a® + 6ab + 1 6a® + 6ab + 1

VAN VAN VAN VAN VAN VAN

IA



'o A.2 Nebenrechnungen 107

© o Knotendichte 3.0
o A Knotendichte 5.0
5 + Knotendichte 7.0
5
[t <
2 o 7
2
‘D
[e]
o o«
g
o |
o

maximaler Fehler

Abbildung A.3.: Mittlere Knotenabstéinde Q&g bei zunehmendem maximalen
Fehler des gleichverteilten Fehlers fiir ausgewdhlte Knotendichten

[100 Messungen, fiir Knotendichte 7 l.ons < 0.09 (bis Standardabw. 9.0 leons < 0.03), fiir
Knotendichte 5 leons < 0.1)]

IS, l=n~1l=n+1:

n+1 n l 3
Ei:c-kf = ;c-kf+k§+1: ;(ki—1)+1 + kpit®
—ia>2
— a3+b3

IN

((a=1)+(b—-1)+1)°

(i(ki—1)+1—1+(kn+1—1)+1>

= <n+ (k; — 1)+1>
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Abbildung A.4.: Mittlere Knotenabstéinde Qg bei zunehmender Schrittweite
des Diskretisierungsfehlers fiir ausgewéhlte Knotendichten
[100 Messungen, fiir Knotendichte 7 leont < 0.06, fir Knotendichte 5 long < 0.1)]
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