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Einfiihrung
Infolge des rasch anwachsenden Umfangs elektro-
nisch zuginglicher Daten werden Methoden zur
Lokalisierung relevanter Information und deren
intelligente Organisation immer wichtiger. Fiir
die Algorithmik stellt sich die Herausforderung,
effiziente und praktikable Algorithmen zur Clus-
terung von Daten zur Verfiigung zu stellen. In vielen
Anwendungen liegen die Daten in Form von Netz-
werken vor, wie zum Beispiel bei der Analyse sozialer Abb. 2 Zacharys Karateclub. Die Knotenform kennzeichnet zwei

Netzwerkstrukturen. Daher hat sich unter der Be- stark zusammenhdngende Gruppen

zeichnung Graphclustern die Suche nach sinnvollen

Clusterungen in Netzwerken bzw. Graphen als ei- von Qualitdtsmaflen versucht dieser Anforderung
gene Problemstellung etabliert. Basierend auf der gerecht zu werden, jedoch gibt es trotz etablierter
Intuition, dass Kanten in Graphen eine Beziehung Mafle und Algorithmen keinen allgemeingiiltigen
zwischen den entsprechenden Knoten modellieren, =~ Konsens beziiglich der Charakterisierung guter
sollen die als Cluster identifizierten Teilgraphen Clusterungen. Der wiederholten Einbeziehung der
hierbei gleichzeitig stark zusammenhangen und experimentellen Ergebnisse in den Entwurf und
untereinander nur lose verbunden sein. Abbil- die Analyse von Algorithmen gemif3 des Algo-
dung 2 zeigt ein klassisches Beispiel eines sozialen rithm-Engineering-Kreislaufs kommt daher eine
Netzwerks. Hierfiir wurde die Beziehungsstruktur besondere Bedeutung bei der Entwicklung effizi-
der Mitglieder eines Karateclubs durch Befragung enter Verfahren zur Berechnung aussagekriftiger
erhoben. Als eines Tages aufgrund eines Streits zwi-  Clusterungen von Graphen zu.

schen Manager und Trainer die Teilung des Clubs Dieser Artikel beschriankt sich im Weiteren
bevorstand, lies sich die konkrete Aufteilung der auf die Betrachtung disjunkter Cluster. Eine Clus-
Mitglieder bereits am strukturellen Zusammen- terung C entspricht somit einer Partitionierung
hang des Netzwerks erahnen [16]. Eine andere des Graphen G = (V, E) (V| = n, |E| = m). Der
Anwendung ist in Abb. 3 illustriert. Hier wurde Einfachheit halber beziehen sich die folgenden
Graphclustern dazu benutzt, Kundenprofile in einem

Drogeriemarkt zu extrahieren. DO! 10.1007/500287-013-0685-0
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Zusammenfassung
Algorithm Engineering fiir Graphclustern
beinhaltet mehr als die Entwicklung gut
funktionierender Algorithmen fiir konkrete
Anwendungen oder Datensitze. Es geht viel-
mehr um den systematischen Entwurf von
Algorithmen fiir formal sauber gefasste Pro-
bleme und deren Analyse und Evaluation
unter Betrachtung angemessener Qualitéts-
mafle. Die Wahl eines Qualitdtsmafles und eine
dementsprechend saubere Formulierung ei-
nes Optimierungsproblems ist bereits fiir das
intuitiv nahe liegende Paradigma eines star-
ken Zusammenhangs innerhalb der Cluster
gegeniiber einem schwachen Zusammenhang
zwischen den Clustern eine Herausforderung.
Umso bedeutender ist der Erkenntnisgewinn,
der aus der Methodik des Algorithm Enginee-
ring fiir Graphclustern erzielt werden kann.
Viele Aspekte, die in diesem Artikel nur kurz
angerissen werden, sind in der Arbeit [9]
ausfiihrlich beschrieben.

Ausfithrungen grofitenteils nur auf ungewichtete
Graphen. Die meisten hier vorgestellten Qualitts-
mafle und Algorithmen lassen sich jedoch relativ
leicht fiir die Anwendung auf gewichtete Graphen
verallgemeinern.

Qualitatsmafe
Das im Bereich des Graphclusterns verfolgte Pa-
radigma benennt als Merkmale einer gesuchten
Clusterung Intra-Cluster Density, das heif3t den star-
ken Zusammenhang der Knoten innerhalb eines
Clusters sowie Inter-Cluster Sparsity, also den schwa-
chen Zusammenhang der Cluster untereinander.
Daraus resultiert eine Fiille von Verhaltensweisen,
die ein sinnvolles Qualititsmaf intuitiv besitzen
sollte. So sollte zum Beispiel die Bewertung einer
Clusterung besser ausfallen, je mehr Kanten inner-
halb der Cluster verlaufen und je weniger Kanten
zwischen verschiedenen Clustern bestehen. Wei-
terhin sollten sich zusammenhéngende Cluster
positiv auf die Bewertung auswirken, wéihrend die
Aufspaltung von Cliquen (vollstindig verbundene
Teilgraphen) in verschiedene Cluster eher negativ
zu bewerten ist. Eine Clusterung bestehend aus un-
verbundenen Cliquen sollte mit maximaler Qualitét

Abb. 3 Netzwerk der Ahnlichkeit von Kassenzetteln in einem
Drogeriemarkt. Die Clusterung kann als Einteilung beziiglich
Kundenprofilen aufgefasst werden

bewertet werden. Dagegen wiirde man erwarten,
dass zufillige Clusterungen eher schlecht abschnei-
den. Bei grofien Graphen scheint es plausibel, ein
Qualitdtsmaf3 zur fordern, dessen Bewertung fiir
einen lokalen Teil der Clusterung unverandertbleibt,
auch wenn in einem anderen Teil eine neue Ein-
teilung der Knoten in Cluster vorgenommen wird.
Auch sollten sich die Bewertungen verschiedener
Zusammenhangskomponenten nicht gegenseitig be-
einflussen. Insbesondere sollte eine Clusterung, die
aus zwei identischen Clusterungen auf zwei Kopien
desselben Graphen besteht, weder schlechter noch
besser eingestuft werden als die Einzelclusterungen
der Kopien.

Bestehende und neue Mafle miissen sich an die-
sen Kriterien messen lassen. Einige nahe liegende
Mafle setzen sich auflerdem aus zwei getrennten
Mafen fiir den Zusammenhang innerhalb und
zwischen den Clustern zusammen, was eine Be-
trachtung des Graphclusterns als bikriterielles
Optimierungsproblem nahe legt. Die nachfolgend
beschriebenen Maf3e sind die nahe liegendsten und
in der Literatur am héufigsten betrachteten Quali-
titsmafle fiir das Graphclustern entsprechend dem
eingangs formulierten Paradigma.
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Abstract
Algorithmics is faced with the challenge of
providing efficient and feasible algorithms for
clustering relational data, i. e., graph clustering.
This does not only encompass the development
of algorithms that work well for specific appli-
cations or sets of data, but also the systematic
design of algorithms for formally and rigorously
defined problems, and their analysis and evalua-
tion with respect to adequate criteria of quality.
However, the choice of adequate quality mea-
sures and rigorous problem definitions are still
difficult tasks even under consideration of the
simple and intuitive paradigm of intra-cluster
density vs. inter-cluster sparsity. The method-
ology of algorithm engineering can help to
overcome this problem and result in important
new insights in graph clustering.

Zur Bewertung des Zusammenhangs innerhalb
und zwischen Clustern gibt es zwei grundlegende
Ansitze. Der erste Ansatz assoziiert einen Zusam-
menhang mit der Anzahl vorhandener Kanten im
Vergleich zur Anzahl potenziell méglicher Kanten
in verschiedenen Kontexten. So beschreibt zum Bei-
spiel die Dichte dens(G) = m/q eines Graphen G die
Anzahl der vorhandenen Kanten m im Verhiltnis
zur Anzahl g := 1/2(n(n—1)) der Knotenpaare in G,
also der Anzahl potenzieller Kanten. Daraus ergibt
sich direkt die Dichte eines Clusters, indem man
diesen als Teilgraph auffasst. Den Zusammenhang
der Cluster untereinander, also die Dichte zwischen
den Clustern, erhélt man analog, indem man die An-
zahl m der tatsdchlichen Kanten zwischen Clustern
im Verhiltnis zur Anzahl p der potenziellen Kanten
zwischen Clustern betrachtet. Entsprechend gibt

p — m die Anzahl der nicht vorhandenen Kanten und
damit richtig klassifizierten Knotenpaare zwischen
den Clustern an. Das recht simple Maf} Coverage
cov(C) = m/m betrachtet nur die Anzahl 771 der von
Clustern abgedeckten und damit richtig klassifi-
zierten Kanten im Verhéltnis zur Gesamtanzahl m
an Kanten in G. Letzteres kann als maximal mog-
liche Anzahl der von Clustern abgedeckten Kanten
bei Wahl einer beliebigen Clusterung interpretiert
werden. Entsprechend wird Coverage offensicht-
lich genau bei der Wahl der trivialen Clusterung,
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die alle Kanten in einem einzigen Cluster vereint,
maximal. Ohne eine zusétzliche Forderung an die
Anzahl der Cluster ist Coverage alleine also kein
sinnvolles Maf. Als Baustein in komplexeren Ma-
Ben findet Coverage jedoch durchaus Anwendung.
Demgegeniiber bewertet das Maf3 Performance
perf(C) = (m + p —m)/q die Gesamtqualitdt der
Clusterung, indem es die Anzahl der insgesamt
richtig klassifizierten Knotenpaare ins Verhdltnis
zur Gesamtzahl der Knotenpaare im Graph setzt.
Ein Manko dabei ist, dass in Graphen mit wenigen
Kanten, zu denen viele Echtweltdaten gehéren, der
Wert p — m stark dominiert und somit sehr feine
Clusterungen optimale Werte erzielen.

Der zweite Ansatz betrachtet die Gr63e von
Schnitten in der Graphstruktur und bewertet de-
ren Bedeutung anhand der Gréf3e der getrennten
Seiten. Schnitte kénnen als Flaschenhilse inter-
pretiert werden, die innerhalb von Clustern weit
(viele Schnittkanten) und zwischen Clustern eng
(wenige Schnittkanten) sein sollen. Auf dieser Sicht-
weise basierende Mafle betrachten zum Beispiel die
sogenannte Conductance geeigneter Schnitte. Die
Conductance des Schnitts, der die Knotenmengen A
und B trennt, setzt die Anzahl Schnittkanten |E(A, B)|
zwischen A und B ins Verhéltnis zum kleineren Volu-
men der beiden Seiten, das (im ungewichteten Fall)
als Summe der Knotengrade vol(A) = ) _, deg(v)
in A (bzw. B) definiert ist. Damit ist also die Con-
ductance des Schnitts, der A und B trennt gerade
con(A, B) = |E(A, B)|/ min{vol(A), vol(B)}. Der
kleinste Conductance-Wert unter allen Schnitten in
einem Cluster ist somit ein Mindestmaf fiir den Zu-
sammenhang innerhalb des Clusters und der Cluster
mit dem geringsten Zusammenhang induziert eine
untere Schranke fiir die Qualitét der gesamten Cluste-
rung. Die Conductance-Werte der Schnitte (C, V'\ C)
kénnen andererseits als Mafi fiir den Zusammenhang
zwischen den Clustern C € C aufgefasst werden, wel-
cher moglichst gering sein soll. Analoge Maf3e zur
Bewertung von Clusterungen unter Betrachtung von
Schnitten erhilt man, wenn man statt der Conduc-
tance die sogenannte Expansion zugrunde legt, bei
der statt der Summe der Knotengrade einfach die
Knotenanzahl der beiden Seiten im Nenner steht.

Eines der Mafle, die sowohl die Dichte innerhalb
der Cluster als auch die Abgetrenntheit zwischen
den Clustern in einem einzigen Mafd vereinen, ist



die 2004 von Newman und Girvan eingefiihrte
Modularity [13]. Modularity basiert auf der schon
angesprochenen Coverage, vergleicht diese jedoch
mit dem Erwartungswert fiir die Coverage derselben
Clusterung in einem Zufallsgraphen mit &hnlicher
Gradverteilung. Die Idee dahinter ist, einer Cluste-
rung nur dann einen positiven Wert zuzuordnen,
wenn ihre Coverage hoher ist als erwartet, also eine
gewisse Signifikanz besitzt. Der Zufallsgraph ent-
steht, indem alle Kanten neu im Graphen verteilt
werden, wobei beide Endknoten mit einer Wahr-
scheinlichkeit proportional zum Ursprungsgrad
deg(v) eines Knoten v gewéhlt werden.! Dies fiihrt
zu folgender erwarteter Coverage:

E(cov(@)) = 4%”2 Z (Z deg(v))

CeC \veC

Die Modularity mod(C) einer Clusterung € ist dann
die Differenz zwischen beobachteter Coverage und
ihrem Erwartungswert:

mod(C) = cov(C) — E(cov(C))

Clusterungen mit hoher Modularity weisen oft eine
hohe Ubereinstimmung mit menschlicher Intui-
tion auf, weshalb das Maf} schnell weite Anwendung
zum Beispiel in der Analyse von Okosystemen, wis-
senschaftlicher Kollaboration und der Biochemie
gefunden hat und dort bis heute populér ist. Ein
Kritikpunkt ist, dass die Frage, ob ein Cluster in
einer Modularity-optimalen Clusterung enthalten
ist, nicht nur von seiner unmittelbaren Umgebung
abhingt, sondern zusitzlich von der Dichte des Ge-
samtgraphen. Dies hat zur Folge, dass Modularity in
manchen Féllen intuitive und gut abgetrennte Clus-
ter zu grofleren Clustern verschmilzt. Dies geschieht
zum Beispiel in dem in Abb. 3 abgebildeten Cliquen-
ring. Ein weiterer Kritikpunkt ist, dass der fiir einen
Graph erreichbare absolute Wert der Modularity we-
nig dariiber aussagt, wie gut sich dieser tatsdchlich
in Cluster zerlegen ldsst; Graphklassen, die intui-
tiv keine signifikante Clusterstruktur besitzen, wie
Gitter oder Biume mit kleinem Maximalgrad, besit-
zen Clusterungen, deren Modularity fiir steigende
Graphgrofien gegen das absolute Maximum kon-
vergiert [4]. Auch Clusterungen von Zufallsgraphen
mit geringer Dichte kénnen eine hohe Modularity
aufweisen [12].

' Dabei konnen Mehrfachkanten und Schleifen entstehen.

Abb. 3 Eine Menge von r-Cliquen, die jeweils mit einer Kante zu
einem Ring verbunden sind. Wenn der Ring gro8 genug ist,
werden in einer Modularity-optimalen Clusterung mehrere
Cliquen zu einem Cluster zusammengefasst (aus [7])

Statt der Suche nach guten Clusterungen beziig-
lich eines geschlossenen Qualititsmafles kann das
Graphclustern auch als bikriterielles Optimierungs-
problem aufgefasst werden. Die Idee hierbei ist, nur
einen der beiden Aspekte, entweder den gewiinscht
starken Zusammenhang innerhalb der Cluster oder
den gewiinscht schwachen Zusammenhang zwi-
schen Clustern, zu optimieren, wahrend man fiir den
jeweils anderen Aspekt eine gewisse Mindestqualitit
fordert. So konnte man zum Beispiel nur Clusterun-
gen betrachten, bei denen alle Cluster eine gewisse
untere Schranke fiir die Expansion oder Conduc-
tance erfiillen. Allerdings ist bereits die Berechnung
der Expansion eines einzelnen Clusters NP-schwer,
was die Uberpriifung dieses Kriteriums schwierig
macht. Ein einfacher abpriifbares Kriterium ist da-
gegen die Dichte der Cluster. Die Bewertung der
gesamten Clusterung kann dann beispielsweise be-
ztiglich eines globalen Dichtebegriffs oder auf Basis
der minimalen Dichte oder der durchschnittlichen
Dichte iiber alle Cluster vorgenommen werden. Fiir
die Optimierung des Zusammenhangs zwischen
den Clustern, der ja moglichst klein sein soll, bietet
sich die Betrachtung von Trennschnitten zwischen
den Clustern an. Interessant ist dabei einerseits der
globale Schnitt, der die gesamte Partitionierung des
Graphen in Cluster charakterisiert und andererseits
sowohl Schnitte, die einzelne Cluster vom Rest des
Graphen trennen als auch Schnitte, die Paare von
Clustern trennen. Diese Schnitte konnen ebenfalls
beziiglich verschiedener Mafle, wie zum Beispiel
Dichte zwischen Clustern, Expansion oder Con-
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ductance, bewertet werden, was zu einer Vielzahl
verschiedener Problemvarianten im Rahmen der
bikriteriellen Optimierung fiihrt. Eine systemati-
sche Untersuchung dieser Varianten wurde in [10, 11]
mit dem Ergebnis vorgenommen, dass einzelne
Kombinationen dieser Mafle zu degenerierten Clus-
terungen fiihren, viele dieser Varianten sich aber
dhnlich verhalten.

Algorithmen
Allen bisher angesprochenen formalen Definitio-
nen fiir das Graphclustern liegt zugrunde, dass die
zugehorigen Optimierungsprobleme inklusive der
Optimierung von Modularity [2] NP-schwer sind.
Um auch groflere Graphen clustern zu kénnen, bie-
ten sich daher Heuristiken an, die in kurzer Zeit zwar
keine optimalen, aber immerhin ,,gute” Losungen
finden. Viele dieser Algorithmen lassen sich entwe-
der als divisive oder als agglomerative Algorithmen
charakterisieren.

Divisive Algorithmen verfahren nach dem
Top-Down-Prinzip und teilen ausgehend von ei-
nem Cluster, das den gesamten Graphen enthilt,
die Knotenmenge in zwei oder mehrere Teile,
wobei typischerweise nur wenige Kanten den
Schnitt kreuzen und die einzelnen Teile nicht zu
klein sein sollten. Diese Clusterung wird rekursiv
verfeinert, bis eine dem betrachteten Optimie-
rungsproblem entsprechende Clusterung erreicht
ist. Agglomerative Algorithmen dagegen verfolgen
das Bottom-Up-Prinzip und starten typischerweise
mit einer Clusterung, in der jeder Cluster genau
einen Knoten enthélt. Diese Clusterung wird suk-

\
|

Top-Down
Bottom-Up

Abb. 4 Divisive (links) und agglomerative (rechts)
Vorgehensweise
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zessive vergrobert, indem jeweils Mengen von
Clustern, die durch viele Kanten verbunden sind,
verschmolzen werden. Auch hier wird dieser Pro-
zess abhingig von der entsprechenden Zielfunktion
irgendwann abgebrochen und die aktuelle Cluste-
rung ausgegeben. Abbildung 4 veranschaulicht beide
Vorgehensweisen.

Eine grundlegende agglomerative Heuristik ist der
Greedy-Merge-Algorithmus (manchmal auch als
Single-Linkage bezeichnet), der iterativ Paare von
Clustern verschmilzt. Eine naive Vorgehensweise
wiirde zum Beispiel in jedem Schritt zwei Cluster,
die mit einer maximalen Anzahl an Kanten ver-
bunden sind, zusammenfassen. Da grofle Cluster
jedoch typischerweise stirker verbunden sind als
kleine Cluster, fiihrt dies im Allgemeinen zu Clus-
tern sehr unterschiedlicher Gréfle. Deshalb benutzt
man iiblicherweise Qualititsmafle, um verschiedene
Verschmelzungsoperationen zu bewerten. Beispiels-
weise wahlt man zur Optimierung von Modularity
in jedem Schritt zwei Cluster, deren Verschmelzung
zu einer Clusterung mit méglichst hoher Modula-
rity fithrt. Der Prozess bricht ab, sobald ein lokales
Optimum erreicht ist. Dieses Vorgehen ist also ein
klassischer gieriger Algorithmus. Beim Ablauf des
Greedy-Merge-Algorithmus kann ein sogenanntes
Dendrogramm erstellt werden, das die einzelnen
Schritte dokumentiert. Dies ist ein bindrer Wald,
dessen Blitter den Knoten im Ausgangsgraphen
entsprechen. Bei jedem Verschmelzungsschritt
wird ein neuer Knoten eingefiigt, der den neu
entstehenden Cluster repréisentiert und mit den
Ausgangsclustern verbunden wird. Abbildung 5
zeigt ein Beispiel fiir ein einfaches Dendrogramm.
Das Dendrogramm ermdglicht dem Benutzer, Zwi-
schenschritte des Algorithmus zu rekonstruieren
und damit einzelne Cluster nach Wunsch weiter zu
zerlegen.

Falls das zugrunde gelegte Qualitdtsmafd die
Eigenschaft hat, dass die qualitative Verbesserung,
die mit einer Verschmelzung erzielt werden kann,
nur von den beteiligten Clustern abhidngt und
nicht vom Rest der Clusterung, kénnen potenzielle
Verschmelzungen effizient in einer Prioritdtswarte-
schlange verwaltet werden. In diesem Fall miissen
nach jeder Verschmelzung O(c) nicht mehr existie-
rende Clusterpaare aus der Datenstruktur entfernt
und O(c) Paare, die durch den verschmolzenen



Abb. 5 Beispiel eines Dendrogramms der Héhe 5 mit zwei
Clustern

Cluster entstehen, in die Datenstruktur eingefiigt
werden. Dabei bezeichnet ¢ die Anzahl der Clus-
ter vor der Verschmelzung. Falls zusitzlich die
qualitative Verbesserung, die durch eine Verschmel-
zung erzielt wird, ,,einfach® zu berechnen ist, kann
der komplette Algorithmus mit einer Worst-Case-
Laufzeit von O(n?* log n) implementiert werden.
Einige Mafle haben die Eigenschaft, dass das Ver-
schmelzen von Clustern, zwischen denen keine
Kanten bestehen, das Qualititsmafd nie verbes-
sern kann. In diesem Fall kann die Laufzeit auch
durch O(mdlog n) abgeschitzt werden, wobei d
die Hohe des Dendrogramms ist, das beim Ablauf
des Algorithmus entsteht [3]. Dies trifft etwa fiir
Modularity zu.

Prinzipiell kann dieses Verfahren auch fiir bi-
kriterielle Optimierung benutzt werden, indem zum
Beispiel eines der Mafle unter der Einschrankung
optimiert wird, dass das andere Maf3 einer gewissen
Garantie gentigen muss. Ein einfaches Beispiel wére
die Minimierung der Anzahl der Kanten zwischen
Clustern, sodass die Dichte jedes Clusters einen
gewissen Wert o nicht unterschreitet.

Analog zu Verfahren aus dem Bereich der
Graphpartitionierung konnen agglomerative
Clusteralgorithmen um eine Verfeinerungsphase
erweitert werden und bilden damit ein Multi-Level-
Verfahren? (s. Abb. 6). Dazu miissen zusétzlich zum
Endergebnis des agglomerativen Verfahrens alle
Zwischenergebnisse gespeichert werden, was eine
Hierarchie von immer kleiner werdenden Graphen
ergibt. In der Verfeinerungsphase wird dann ausge-

2 Im Gegensatz zur Graphpartitionierung fallt die Initiale Partitionierungsphase
beim Clustern weg.

&
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Vergréberung

Abb. 6 Grobstruktur von Multilevel-Verfahren

hend vom kleinsten Graphen in der Hierarchie, der
dem Endergebnis des agglomerativen Verfahrens
entspricht, die aktuelle Clusterung jeweils auf den
néchstgrofleren Graphen projiziert. Im Anschluss
daran wird diese Clusterung durch lokale Verbes-
serungsschritte weiter verbessert. Die Clusterung
des grofiten Graphen ergibt dann das Endergeb-
nis des Algorithmus. Im Kontext der Optimierung
von Modularity hat sich dabei ein Multi-Level-
Verfahren etabliert, bei dem beide Phasen auf
lokalen Knotenverschiebungen beruhen. Dieses
Verfahren schneidet in der Praxis sowohl beziig-
lich der Laufzeit als auch der Qualitit besser ab als
der entsprechende Greedy-Merge-Algorithmus [15].
Alternative Verfahren, die beztiglich Laufzeit und
Qualitdt vergleichbar sind, basieren ebenfalls auf
dem Bottom-Up-Prinzip [14, 15].

Das 2004 von Flake et al. vorgestellte Cut-Clustering-
Verfahren [6] basiert auf der direkten Berechnung
minimaler s-#-Schnitte in einem Graphen mit Kan-
tengewichten. Zundchst wird in den Graphen G ein
zusitzlicher Knoten ¢ sowie Kanten von  zu jedem
Knoten in G eingefiigt. Diese zusétzlichen Kanten
werden mit einem Wert o gewichtet, wobei « ein
Eingabeparameter ist. Der Algorithmus berech-
net nun auf dem erweiterten Graphen eine Menge
von kreuzungsfreien minimalen s-¢-Schnitten (s va-
riabel, ¢ fest), die in ihrer Gesamtheit ¢ von allen
Knoten in G trennen. Aus dem 1961 von Gomory
und Hu vorgestellten Verfahren zur Berechnung
eines Schnittbaums [8] folgt die Existenz einer
solchen kreuzungsfreien Schnittmenge sowie eine
einfache Berechnungsmethode. Nach Loschung
von t induzieren diese Schnitte eine Clusterung
von G. Die Cluster dieser Clusterung sind zum
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einen jeweils nur schwach zum Rest des Graphen
verbunden, da sie durch minimale Schnitte indu-
ziert sind, zum anderen garantieren die eingefiigten
Zusatzkanten in G eine Mindestexpansion von «
innerhalb der Cluster. Dies ist insbesondere in-
teressant, da schon die direkte Berechnung der
Expansion eines Clusters NP-schwer ist. In Ab-
hingigkeit von der Wahl des Eingabeparameters

« erhdlt man nicht nur Clusterungen unterschiedli-
cher Granularitit, sondern fiir absteigende «-Werte
bilden die zugehorigen Clusterungen sogar eine
Hierarchie.

Die hier vorgestellten Algorithmen bilden notge-
drungen nur einen kleinen Ausschnitt der Literatur
iiber das Graphclustern ab. Trotz der NP-Schwere
der involvierten Clustermafle konnen kleine Instan-
zen in der Praxis durchaus optimal gel6st werden,
beispielsweise mithilfe von ganzzahligen linea-
ren Programmen. Auch wenn die Optimierung
der genannten Mafle oft schon dann NP-schwer
ist, wenn man sich nur auf Clusterungen mit zwei
Clustern einschrinkt, kénnen divisive Algorith-
men in manchen Fillen zumindest eine gewisse
Approximationsgiite garantieren, etwa fiir die
Conductance.

Viele in der Literatur vorgestellte Algorithmen
orientieren sich nicht an einem explizit formu-
lierten Optimierungsproblem, sondern verfolgen
stattdessen direkte Strategien, Cluster zu identi-
fizieren. Ein moglicher Ansatz ist, iterativ Kanten
zu entfernen, die ,,wahrscheinlich“ zwischen Clus-
tern verlaufen. Dies konnen zum Beispiel Kanten
sein, iiber die auflergewdhnlich viele kiirzeste
Wege verlaufen. Die resultierenden Zusammen-
hangskomponenten identifizieren dann die Cluster.
Spektrale Algorithmen hingegen bilden zundchst
den Graphen auf eine Matrix ab und berechnen
eine Menge von Eigenvektoren der Matrix. Die
Knoten des Graphen werden dann mit Punkten
identifiziert, deren Koordinaten durch die Ein-
trdge der Eigenvektoren bestimmt werden, und
mit Standardmethoden aus dem Data Mining wie
zum Beispiel k-means geclustert. Abhdngig von der
Art, wie die Matrix erstellt wird, kann der Erfolg
von spektralen Methoden auf verschiedene Weise
begriindet werden, indem beispielsweise gezeigt
werden kann, dass spektrales Clustern einer Re-
laxierung von schnittbasierten Maflen entspricht,
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oder Analogien zu Random Walks aufgezeigt wer-
den. Random Walks konnen auch direkt benutzt
werden, um Graphen zu clustern. Markov Cluste-
ring arbeitet beispielsweise direkt mit der Matrix
der Ubergangswahrscheinlichkeit der mit einem
Random Walk im Graphen assoziierten Markov-
kette. Die Idee hierbei ist, Teilmengen an Knoten
zu finden, aus denen ein Random Walker mit hoher
Wahrscheinlichkeit lange nicht herausfindet. Einen
detaillierteren Uberblick iiber diese und andere An-
sdtze sowie die zugehorigen Referenzen finden sich
in einem 2010 erschienenen Ubersichtsartikel von
Fortunato [7].

Aspekte des Algorithm Engineering
Wir haben in der Einfithrung bereits auf die Bedeu-
tung des Algorithm Engineering fiir den Entwurf
effizienter Methoden zum Graphclustern hingewie-
sen. Sowohl die Schwierigkeit, ein angemessenes
Qualitdtsmafd zu formulieren als auch die Tatsa-
che, dass alle daraus resultierenden sinnvollen
Optimierungsprobleme fiir das Graphclustern NP-
schwer sind, legen den Einsatz von Methoden des
Algorithm Engineering nahe. Da vielen Forschungs-
arbeiten in diesem Gebiet konkrete Anwendungen
zugrunde liegen, wurden traditionell schon sehr
hiufig experimentelle Studien anhand von Anwen-
dungsdaten durchgefiihrt, um die Qualitit bzw.
Effizienz von entsprechenden Heuristiken zumin-
dest fiir diese Anwendungen zu belegen. Mchte
man Graphclustern unabhéngig von einer kon-
kreten Anwendung als ein Optimierungsproblem
bearbeiten, dient die experimentelle Evaluation
im Sinne des Algorithm Engineering der Gewin-
nung neuer Einsichten iiber das Verhalten von
Algorithmen, aber auch iiber die Eigenschaften
von Qualititsmaflen. Beispielsweise wurden die
bereits im Abschn. ,,Modularity angesprochenen
Erkenntnisse tiber das Verhalten von Modularity
weitestgehend anhand experimenteller Arbeiten
entdeckt.

Beim Graphclustern ist die Wahl der fiir experimen-
telle Studien verwendeten Daten ein wichtiges und
hochinteressantes Thema. Etwa die Einsicht, dass
eine Optimierung der Modularity bei Graphen, die
intuitiv keine signifikante Clusterstruktur besitzen
(wie beispielsweise Gitter), zu sehr balancierten
Clusterungen fithrt, wirft die Frage auf, anhand



welcher Daten experimentelle Studien iiber Algo-
rithmen und Qualititsmafle beim Graphclustern
durchgefiihrt werden sollten. Die 2012 durchge-
fithrte 10th DIMACS Implementation Challenge

- Graph Partitioning and Graph Clustering® und
die daraus resultierende Arbeit iber Benchmark-
Daten [1] leistet einen entscheidenden Beitrag zur
Beantwortung dieser Frage. Mochte man fundierte,
anwendungsunabhingige Aussagen iiber Algo-
rithmen zum Graphclustern treffen, sollte man
nicht nur anhand umfangreicher und verschiede-
ner Datensitze evaluieren, sondern auch kiinstlich
generierte Datensdtze verwenden. Letztere haben
den Vorteil, dass man kontrollierte Experimente
durchfithren kann. So kann etwa die Gr6f3e der
Graphen oder die Signifikanz der Clusterstruktur
beliebig gewihlt werden und die tatsdchlich vorhan-
dene Clusterstruktur, also die ,,Ground Truth®, ist
bekannt.

Qualititsmafle, wie wir sie hier diskutiert haben,
ordnen einer Clusterung einen Wert zu. Mochte man
die Ergebnisse verschiedener Algorithmen verglei-
chen, so ist die Aussagekraft dieser Werte allerdings
sehr begrenzt. Vielmehr wiirde man gerne tiefere
Einsichten iiber die berechneten Clusterungen
gewinnen, indem man sie direkt miteinander ver-
gleicht. Zum Vergleich verschiedener Clusterungen
von (unstrukturierten) Datenpunkten stehen Ver-
gleichsmafle zur Verfiigung. Besonders bekannt ist
der Index von Rand, der auf Abzahlung von Paaren
von Datenpunkten beruht, die in beiden Clusterun-
gen gleich bzw. verschieden klassifiziert wurden.
Ein weiteres Vergleichsmaf$ Mutual Information be-
ruht auf dem Informationsgehalt einer Clusterung
bzw. dem Verlust von Unsicherheit in einer Cluste-
rung, wenn die andere Clusterung bekannt ist. Beim
Vergleich von Graphclusterungen betrachten diese
Vergleichsmafie allerdings nur die Zuordnung der
Knoten zu Clustern, lassen aber die Graphstruktur
aufler Acht. Die Ubertragung solcher Vergleichs-
mafe fiir Clusterungen von Datenpunkten auf
Graphclusterungen stellt sich in der Arbeit [5] als
eine eigenstdndige Engineering-Aufgabe heraus,
die man dhnlich wie schon die Formulierung von
Qualititsmaflen fiir Graphclusterung an intuitiven
Forderungen an solche Mafle orientieren kann. So ist

3 http://www.cc.gatech.edu/dimacs10/

es etwa nahe liegend, zu fordern, dass der Vergleich
zweier zufilliger Clusterungen desselben Graphen

zu einem anderen Ergebnis fithrt als der Vergleich

einer signifikanten Clusterung mit einer zufilligen

Clusterung.

Ausblick
Die hier betrachtete Problemstellung des Graph-
clusterns setzt sich in viele Richtungen fort. Das
Paradigma eines starken Zusammenhangs in-
nerhalb der Cluster gegeniiber einem schwachen
Zusammenhang zwischen den Clustern ldsst sich
auch anders als hier diskutiert interpretieren. Statt
der Forderung nach disjunkten Clustern, kénnen
tiberlappende Cluster angestrebt werden. Reale
Netzwerke dndern sich tiber die Zeit, entsprechend
sollten Graphclusterungen mit geringem Aufwand
aktualisiert werden kdnnen, bei gleichzeitiger Kon-
trolle der Verdnderung im Vergleich zur vorherigen
Clusterung. Dies sind nur einige Beispiele an Frage-
stellungen, die in der aktuellen Forschung intensiv
bearbeitet werden. Bei allen diesen Themen ist die
Methodik des Algorithm Engineering ein Schliissel
zur Entwicklung praktikabler Algorithmen.
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