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zusétzliche Leerseiten. Fordern Sie zusétzliches Papier bitte nur an, falls Sie den gesamten Platz
aufgebraucht haben.

Die Tackernadel darf nicht gelost werden.
Als Hilfsmittel ist ein beschriebenes A4-Papier erlaubt.

Einlesezeit: 15 min
Bearbeitungszeit: 2 h

Moégliche Punkte Erreichte Punkte

a b ¢ d e b a b ¢ d e b
Aufg. 1 2 3 3 3 - 11 -
Aufg. 2 || 2 2 2 3 - 9 -
Aufg. 3 1 3 2 3 - 9 -
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Aufg. 5 2 1 4 2 - 9 -
Aufg. 6 3 1 1 5 2 12
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Problem 1: Automaten 24+3+3+3= 11 Punkte

Fiir ein Wort w = wyws . . . w, bezeichnen wir mit w; das i-te Zeichen von w. Die Umkehrung wy,wy,_1 . .. w;
von w bezeichnen wir mit w't. Sei L eine Sprache. Wir definieren L := {w® | w € L} als die Sprache, die
alle Umkehrungen von Wortern in L enthélt.

(a) Betrachten Sie die Sprache Ly :== {w € {0,1}*: |w| > 4, w4 = 1}. Geben Sie einen NEA an, der L
erkennt, also die Sprache aller Umkehrungen von Woértern aus Ly.

(b) Sei L eine regulire Sprache. Beschreiben Sie einen NEA, der die Sprache L¥ erkennt.
Wir definieren nun die Familie von Sprachen
Ly ={we{0,1}": |w| > k,w, = 1}
fiir k € NT. Die Sprache Lj besteht also aus allen Wértern, deren k-tes Zeichen eine 1 ist.

(c) Zeigen Sie fiir jedes k € N* die folgende Aussage. Fiir alle Worter w,w’ € {0, 1} mit w # w’ gilt,
dass sie nicht #quivalent beziiglich der Nerode-Relation von LE sind.

(d) Zeigen Sie, dass es kein Polynom p gibt, sodass fiir alle reguliren Sprachen die folgende Aussage
gilt. Ist L eine reguldre Sprache, fiir die ein DEA mit n Zustdnden existiert, so gibt es einen DEA|
der LT erkennt und hochstens p(n) viele Zusténde hat.

Hinweis: Betrachten Sie die Sprachen Ly.

Losung:
(a)

1,0

(b) Sei A ein DEA, der L erkennt. Wir konstruieren einen NEA A%, der L? erkennt. Dazu fiigen wir
einen neuen Startzustand ein, den wir mit Epsiloniibergéngen zu allen akzeptierenden Zustdnden
verbinden und drehen alle Kanten des DEA A um, d.h. falls p € §(¢,z) in A, dann gilt fiir die
neue Ubergangsfunktion ¢ € 6% (p, x) fiir Zustéinde p,q und z € ¥ U {¢}. Der einzige akzeptierende
Zustand des NEA AT ist der Startzustand des urspriinglichen Automaten A.

(c) Wir zeigen, dass alle Worter w,w’ € {0,1}* mit w # w’ in verschiedenen Aquivalenzklassen liegen.
Wir betrachten den grofiten Index ¢ € {1,...,k} sodass w; # w;. Wir diirfen aus Symmetriegriinden
annehmen, dass w; = 1 und w} = 0. Dann gilt w0'~! € LE, aber w/0°~! ¢ L denn das k-letzte
Zeichen von w01 ist w; = 1, das k-letzte Zeichen von w’0°~! ist jedoch w] = 0. Somit liegen w
und w’ in verschiedenen Aquivalenzklassen.

(d) Wir widerlegen die Aussage. Wir betrachten die Sprache Ly, fiir k € NT.
Definiere den DEA Dy, = ({s1,..., Sk+1, [}, {0,1}, 6, 81, {Sk+1}) wobei
Va € {0,1},1 # k: 6(s4,a) = 8441
o(sk, 1) =
6(s,0) =
Va € {0,1}: 6(Sg41,a) = Spt1
Va € {0,1}: 6(f,a) =

= 5k+1
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Der DEA D;, hat k + 2 Zustidnde und erkennt L. Wir setzen also n = k + 2.
Die Sprache L besteht jedoch aus allen Wértern, deren k-letztes Zeichen eine 1 ist.

Variante 1 (mit Teilaufgabe c) Nach Aufgabe (c) liegen alle Worter w,w’ € {0,1}* mit w # w’ in
verschiedenen Aquivalenzklassen beziiglich der Nerode-Relation von LkR. Da es aber 2 verschiedene
Worter in {0, 1}’~c gibt, und all diese in verschiedenen Aquivalenzklassen liegen, hat ein kleinster DEA,
der LE erkennt auch mindestens 2% € ©(2™), also superpolynomiell viele verschiedene Zusténde.

Variante 2 (Beweis aus der Ubung) In Ubung 1 haben wir gesehen, dass jeder DEA, der L erkennt
mindestens 2* viele Zustinde hat. Fiir hinreichend grofie k gilt jedoch 2¥ > 100k? und somit ist die
Aussage in Aufgabe d fiir Sprachen L¥ fiir hinreichend groBe k nicht erfiillt.

Um zu zeigen, dass jeder DEA, der LkR erkennt mindestens 2* viele Zustinde hat, sind wir wie
folgt vorgegangen. Angenommen es existiert ein DEA DF = ({0,1},Q, g, qo, F), der L¥ erkennt
und weniger als 2% Zustinde hat. Wir zeigen zunichst, dass es Worter z,y € {0,1}* gibt und
u,v € {0,1}F71, sodass
6(qo, x1u) = 0(qo, yOv).

Da es weniger als 2k Zustinde gibt, existieren Worter a = a1 ...a; und b = by ...by mit a # b
und §(go,a) = 6(qo, b). Es existiert eine Stelle 4, sodass a; # b;. Ohne Einschrinkung diirfen wir
annehmen, dass a; = 1 und b; = 0. Wir setzen x = a; ...a;_1 und v = a;41 ...a,0°" L. Analog setzen
wir y = by...b;i_1 und v = b;y1...bx 0" L. Und es folgt

§(qo, x1u) = 5(qo, a0 1) = 6(6(qo, )0 1) = 6(6(qo, b)0°™1) = 6(go, 0" = 6(qo, y1v).

Nun gilt jedoch, dass xlu € LE, jedoch yOv ¢ LE, aber &§(qo,z1u) = 8(qo,y0v). Das ist ein
Widerspruch.
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Problem 2: Gédelnummersprachen 242424 3 =9 Punkte

Fiir eine gegebene Sprache K sei Lix = {(M) | L(M) = K} die Sprache der Gédelnummern aller
Turingmaschinen, die genau die Worter aus K akzeptieren.

(a)
(b)

(c)

Sei K1 = L(10*1). Beschreiben Sie eine Turingmaschine M, sodass (M) € L, .

Sei Ko reguldr. Zeigen oder widerlegen Sie: Jede Turingmaschine M mit (M) € Lk, macht bei
Eingabe w hochstens O(|w]) Schritte.

Kreuzen Sie an: [ Ich zeige die Aussage. [ Ich widerlege die Aussage.

Sei K3 ¢ {@,X*} reguldr. Zeigen oder widerlegen Sie: Jede Turingmaschine M mit (M) € Lk,
macht bei Eingabe w mindestens Q(|w]) Schritte.

Kreuzen Sie an: [ Ich zeige die Aussage. [ Ich widerlege die Aussage.

Sei H = {(M)#w | M hélt auf Eingabe w} die Sprache des Halteproblems. Nach dem Satz von Rice
ist Ly unentscheidbar.

(d)

Beschreiben Sie eine Turingmaschine T, sodass (T') € L. Zeigen Sie auflerdem, dass die Sprache
L' = {{T')} entscheidbar ist. Erkldren Sie kurz, warum dies kein Widerspruch dazu ist, dass H
und Ly unentscheidbar sind.

Losung:

(a)

Die Turingmaschine iiberpriift zuerst, ob das erste Zeichen der Eingabe eine 1 ist, geht dann ein
Zeichen nach rechts und bewegt den Kopf immer weiter nach rechts, solange das gelesene Zeichen
eine 0 ist. Wenn dann eine 1 gelesen wird, wandert der Kopf noch eine Position nach rechts, wenn
dort die Eingabe zuende ist (das Band ist leer), akzeptiert die Turingmaschine. Wenn zu einem
beliebigen Zeitpunkt der Abarbeitung etwas anderes als oben beschrieben gelesen wird, lehnt die
Turingmaschine ab.

Die Aussage gilt nicht. Eine Turingmaschine, die K3 entscheidet kann modifiziert werden, sodass sie
bei Eingabe w vor dem Halten noch \w|3 Schritte nach rechts lduft und erst dann héilt, ohne das
Akzeptanzverhalten zu modifizieren. Solange es also eine Turingmaschine gibt, die Ky entscheidet,
gibt es auch eine Turingmaschine, die K5 entscheidet und fiir jede Eingabe w mehr als O(Jw]|)
Schritte macht.

Die Aussage gilt nicht. Fiir K5 = L(b(a U b)*) iiber ¥ = {a, b} kann nach dem ersten gelesenen
Zeichen gehalten werden, unabhéngig davon, wie lang die Eingabe ist.

T erhilt als Eingabe ein Wort der Form (M)#w (andernfalls wird abgelehnt). T verwendet nun
die universelle Turingmaschine U, um M mit Eingabe w zu simulieren. Halt U, so akzeptiert T
Andernfalls hilt auch T nicht und akzeptiert die Eingabe somit auch nicht.

L' enthélt nur ein einziges Wort, ist also endlich und somit entscheidbar. Dies ist kein Widerspruch
zur Unentscheidbarkeit von H bzw. Ly, da die Godelnummer verglichen werden kann, ohne das
Verhalten von T zu betrachten.
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Problem 3: Grammatiken 1+3+2+3 = 9 Punkte

Fiir eine Sprache L und k£ € NT definieren wir

Ly = {w" |we L}.

Betrachten Sie die Sprache L’ := ab™a.

(a)
(b)

Geben Sie fiir jedes k € NT die Sprache L), an.

Zeigen Sie fiir alle k € N* mit k > 2, dass L}, nicht reguldr ist.

Fiir eine Sprache L definieren wir

(c)

(d)

Lo ={w" |we L keNT}
Geben Sie eine geeignete Sprache S an, sodass L = SN L/ und zeigen Sie mithilfe von S, dass L’
nicht regular ist.

Geben Sie eine Sprache L an, die unendlich viele Worter enthélt und fir die L}, regulér ist fiir
alle k € N*. Bestimmen Sie fiir alle k € N* die Sprache L} und beweisen Sie, dass L} regulér ist.

Hinweis: Es geniigt die Funktionsweise eines DEA oder NEA zu beschreiben, der die Sprache erkennt,
um Regularitit zu zeigen.

Losung:

(a)

(b)

Fiir alle k¥ € NT gilt
i ={(ab"a)" | n € No}.

Variante 1: (mit Nerode) Wir verwenden den Satz von Nerode. Wir zeigen, dass fiir alle i, € N
mit i # j die Worter ‘abia und ab’a nicht dquivalent beziiglich der Nerode-Relation sind: Mit
w = (ab’a)*~! folgt ab’aw € L, aber ab’aw ¢ L. Somit gibt es unendlich viele Aquivalenzklassen
beziiglich der Nerode-Relation. Die Sprache Lj, ist also nicht regulér.

Variante 2: (mit Pumping-Lemma) Sei k& € N mit k& > 2. Wir wenden das Pumping-Lemma auf das
Wort w = (ab™a)* an. Es gilt w € Ly,. Sei uvz = w eine Zerlegung von w mit |uv| < n und v # ¢.

Falls das Teilwort v das Zeichen a enthélt, so betrachten wir das Wort w’ = uv?2. Doch das Wort w’
enthélt mehr als 2k mal das Zeichen a und ist deswegen nicht in L) enthalten.

Falls das Teilwort v das Zeichen a nicht enthéilt, so besteht v nur aus Zeichen b. Wir betrachten
das Wort w’ = uv?x. Wir pumpen also nur an einer Stelle b auf, alle anderen Vorkommen (die mit
Zeichen a von diesem getrennt sind) bleiben unveréndert. Somit ist w’ ¢ L} .

Das Pumping-Lemma ist also nicht erfiillt und es folgt, dass L}, nicht regulér ist.

Wir wissen nach (b), dass Lj, nicht regulér ist fir k¥ = 2. Angenommen L  ist reguldr. Wir
konstruieren eine reguldre Sprache S, sodass Ly = SN L. Da reguldre Sprachen unter Schnitt
abgeschlossen sind, folgt dann dass L} reguliir ist, ein Widerspruch. Wir setzen

S :={w e {a,b}" | |w|, = 2k = 4}.

Es ist leicht einzusehen, dass S regulér ist. Wegen L5 = SN L. folgt die Behauptung.
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(d) Betrachte L” := a*. Fiir k € NT gilt
r={wea"|IneNy: |w| =kn}.

Die Sprache L} besteht also aus allen Wortern iiber dem Alphabet {a}, deren Lénge durch k teilbar
ist. Die Sprache L} wird von dem DEA Dy = ({so,...,Sk—1},{a}, ok, S0, {s0}) erkannt, wobei

Vi<k—1: 5;€(si,a) = Si+1

6k(sk,17 a) = Sp.

Somit ist L} regulér fiir alle k € N*.



Matrikelnummer: Seite 7

Problem 4: NP-Vollstandigkeit 1+ 7+ 2 =10 Punkte

Wir betrachten folgendes Entscheidungsproblem:

RECTANGLE-PACKING

Gegeben: Ein Rechteck R mit Hohe h € Nt und Breite b € NT, sowie eine Menge M = {R1,..., R,}
weiterer Rechtecke mit Hohen h; € NT und Breiten b; € N*.

Problem: Konnen alle Rechtecke aus M so in R platziert werden, dass sie sich weder iiberlappen noch
aus R hinausragen?

Hierbei gelten die folgenden Regeln fiir alle RECTANGLE-PACKING Instanzen:

R sowie alle Rechtecke in M sind achsenparallel.

R hat seine linke untere Ecke an Position (0,0).

Die Rechtecke aus M diirfen beliebig verschoben werden. Die Rechtecke diirfen nicht rotiert werden.
Die Ecken von Rechtecken aus M diirfen nur an ganzzahligen Koordinaten platziert werden.

In dieser Aufgabe sollen Sie zeigen, dass RECTANGLE-PACKING NP-vollsténdig ist. Dazu kénnen Sie
folgendes NP-vollstdndiges Problem benutzen:

BIN-PACKING

Gegeben: Eine Menge U = {z1,...,z,} und eine Gewichtsfunktion w: U — N*. Dazu zwei natiirliche
Zahlen k, B € NT,

Problem: Gibt es eine Aufteilung von U in k disjunkte Mengen Uy, ..., Uy, sodass fiir jedes U; das
Gesamtgewicht ), w(x) hochstens B ist?

(a) Zeigen Sie, dass RECTANGLE-PACKING in NP liegt.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis benutzen, dass man in Polynomialzeit iberpriifen kann, ob sich
zwei achsenparallele Rechtecke tiberlappen.

(b) Zeigen Sie, dass RECTANGLE-PACKING NP-schwer ist.

(c) Zeigen Sie, dass RECTANGLE-PACKING auch dann NP-schwer ist, wenn die Rechtecke aus M um 90°
rotiert werden diirfen.

Hinweis: Sie dirfen Ihren Beweis aus (b) anpassen, oder annehmen, dass RECTANGLE-PACKING
(ohne Rotation) NP-schwer ist.

Losung:

(a) Ein Orakel rét eine Losung, d.h. ganzzahlige Koordinaten (z;,y;) fiir die untere linke Ecke der R;,
i =1,...,n. Wir testen in Linearzeit, ob alle R; € M in R liegen, indem wir 0 < z; < b — b; und
0 < y; < h — h; priifen, und dass sich keine zwei Rechtecke aus M iiberlappen (was nach dem
Hinweis in poly mal n? = poly geht). Es folgt, dass RECTANGLE-PACKING in NP liegt.

(b) Wir reduzieren eine Instanz Igp von BIN-PACKING auf eine dquivalente Instanz Ixp von RECTANGLE-
PACKING.

Konstruktion: Gegeben ist eine BIN-PACKING-Instanz Igp = (U, w, k, B). Zuerst definieren wir das
Rechteck R, indem wir b := k und h := B setzen. Danach fiigen wir fiir jedes x; € U genau ein
zugehoriges R; in M ein, mit Hohe h; = w(x;) und Breite b; = 1. Die Grofie von Igp ist polynomiell
in der Grofle von Igp. Alle Berechnungen benétigen ebenfalls nur Polynomialzeit.

Aquivalenz: Sei Pgp eine Losung von BIN-PACKING, also eine Aufteilung von U in k disjunkte
Mengen Ui, . .., Uk, sodass fiir jedes U; das Gesamtgewicht > ., w(z) maximal B ist. Sei M; C M
die Menge der zu U; zugehorigen Rechtecke aus M. Diese haben (ohne Rotation) eine Gesamthohe
von Y e, M(IM) =3 ey, w(z), was kleiner als B ist, da Pgp eine valide Lésung von Ipp ist. Alle
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diese Rechtecke aus M; passen also iibereinander in eine Spalte (der Breite 1) von R. Die Spalten
aller U; kénnen nebeneinander in R platziert werden (weil b = k), sodass wir eine Lésung Prp von
RECTANGLE-PACKING erhalten.

Fiir die andere Richtung sei nun Prp eine Losung von RECTANGLE-PACKING. Da jedes Rechteck
aus M Breite 1 hat, muss eine ganzzahlige Losung Prp spaltenweise gefiillt sein. Entsprechend
partitionieren die Spalten M, was wir auf U iibertragen. Jede Spalte in Prp liefert eine Teilmenge M;
von Rechtecken aus M. Die zu M; zugehorigen Elemente U; aus U haben dann Gesamtgewicht
hochstens B, weil die die Hohe von R gleich B ist und die Rechtecke iibereinandergestapelt nicht
aus R herausragen. Genauso folgt aus der Breite k von R, dass wir hochstens £ Mengen U; definiert
haben. Wir erhalten also eine Lésung Pgp von BIN-PACKING.

Aus der NP-Schwere von BIN-PACKING folgt nun die NP-Schwere von RECTANGLE PACKING.

In der obigen Konstruktion kénnen wir jedem Rechteck R; die Hohe (k + 1) - w(z;) zuweisen und
dem grofien Rechteck R die Hohe h := (k + 1) - B. Damit sind alle Rechtecke in M so hoch, dass
sie nur hochkant in R platziert werden konnen, ohne aus R herauszuragen. Der Rest des Beweises
funktioniert analog.

Alternativansatz (mit Annahme, dass rotationsfreies RECTANGLE-PACKING NP-schwer ist):

Fiir eine gegebene rotationsfreie Instanz I konstruiere eine Instanz I' mit Rotationsoption, indem
die Héhe aller Rechtecke um Faktor (k+1) gestreckt wird. FEine Losung von I liefert eine Lisung von
I, indem alle y-Koordinaten mit Faktor (k+ 1) multipliziert werden. In der anderen Richtung liefert
eine Losung von I' eine Lésung fiir I, indem alle y-Koordinaten mit Faktor 1/(1 + k) multipliziert
werden, da eine Losung von I' keine rotierten Rechtecke enthalten kann, da jedes Rechteck dort
hoher ist, als R breit ist.
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Problem 5: Approximation 2+ 1+ 4+ 2 =9 Punkte

In dieser Aufgabe betrachten wir das Knotenfarbungsproblem VERTEX COLOR.

VERTEX COLOR
Gegeben: Ungerichteter Graph G = (V, E).
Problem: Finde das kleinste k € N*, sodass es fiir G eine k-Fiarbung c¢: V — {1,...,k} gibt.

Erinnerung: Eine k-Férbung ordnet jedem Knoten eine Farbe aus {1, ..., k} zu, sodass je zwei benachbarte
Knoten unterschiedlich geféarbt sind.

Wir betrachten nun einen Algorithmus, der schrittweise Knoten eines Graphen firbt. Dabei nennen wir
eine Farbe an einem Knoten frei, wenn noch kein Nachbar des Knotens in dieser Farbe gefarbt wurde.

Betrachten Sie den unten beschriebenen Algorithmus A. Er erhilt als Eingabe ein Tupel (G, 7) bestehend
aus einem Graphen G = (V, E) und einer Knotenordnung .

Algorithmus A: GREEDY VERTEX COLORING
Input: (G, 7)
1 Zu Beginn sind alle Knoten ungeféirbt
2 Fiir ndchsten ungefirbten Knoten v € V in der durch m gegebenen Reihenfolge
3 L Férbe v in der kleinsten freien Farbe

4 return grofite verwendete Farbe

(a) Férben Sie die unten dargestellte Instanz, indem Sie Algorithmus A auf (G, ) anwenden, wobei 7
durch die Indizes gegeben ist (m(v;) = 7). Schreiben Sie fiir jeden Knoten v; die Farbe ¢(v;) € Nt in
die zugehorige Box. Ist diese Losung optimal? Begriinden Sie.

Falls Sie beide Kopien der Instanz bearbeiten, markieren Sie eindeutig die zu wertende Kopie.

wl] ] wl]  wl]

USD U4D U6D USD ’U4D ’U6D
’U5D U5D

Instanz fiir Teilaufgabe (a) (und eine zusétzliche Kopie)

(b) Liefert A fiir jede Eingabe (G, ) in Polynomialzeit eine k-Férbung (wobei k eine Zahl ist, die auch
grofer als die optimale Losung von VERTEX COLOR sein kann)? Begriinden Sie.

(c) Zeigen Sie, dass es kein r € R gibt, sodass A fiir alle Knotenordnungen 7 ein Approximationsalgo-
rithmus mit relativer Giite r ist.

Hinweis: Sie konnen eine Familie von Biumen (T;);en mit Knotenordnungen m; konstruieren, fir
die A die Wurzel mit Farbe i farbt. Jeder Baum kann mit 2 Farben gefdrbt werden.

(d) Zeigen Sie, dass es fiir jeden Graphen G eine Knotenordnung 7 gibt, sodass A auf Eingabe (G, 7)
eine Losung ausgibt, die genau so viele Farben wie eine optimale Lésung verwendet.

Losung:



Matrikelnummer: Seite 10

(a)

(b)

()

Die Farbung ¢(1) = 1,¢(2) = 2,¢(3) = 2,¢(4) = 1,¢(5) = 3,¢(6) = 3, die von A berechnet wurde
ist optimal, da der Graph Dreiecke enthilt, die nicht mit weniger als drei Farben gefirbt werden

konnen.
U1 V2

1}3
vs[ 1] vs[3]

’U5

Ja, das Finden der kleinsten freien Farbe ist in Linearzeit moglich und A bearbeitet jeden Knoten
genau einmal. Die Losung ist offensichtlich giiltig, da die Bedingung einer giiltigen Farbung fiir das
Férben jedes Knoten sichergestellt wird.

Jeder Baum ist zweifiirbbar. Aber wir kénnen fiir jedes ¢ € NT einen Baum 7. angeben, dessen Wurzel
re von A mit Farbe ¢ gefirbt wird. Wir definieren diese T, rekursiv beginnend mit 77 = ({r1},0).
Wir bauen .41, indem wir 7,41 mit der Wurzel von jedem kleineren T;,i € {1, ..., ¢} verbinden. Wir
wiéhlen die Knotenordnung so, dass zuerst T abgearbeitet wird in der fiir diesen Teilbaum berechneten
Abarbeitungsreihenfolge, dann T, und so weiter. Die Wurzel r.y; wird als letztes abgearbeitet.

Somit ist die kleinste freie Farbe von r.41 die Farbe ¢ + 1. Somit gilt fiir die Approximationsgiite
A(T.)

Ja, betrachte eine optimale Losung mit Farbung copr. Wenn A alle Knoten nach aufsteigendem
copr(v) farbt, bekommt jeder Knoten v eine Farbe kleiner gleich der in der optimalen Losung
zugewiesenen Farbe zugewiesen, da alle seine Nachbarn eine kleinere Farbe als copr(v) haben.
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Problem 6: Entscheidbarkeit 3+14+14+54+2 = 12 Punkte

In dieser Aufgabe betrachten wir nur Gédelnummern von deterministischen Turingmaschinen mit Einga-
bealphabet X := {0, 1}.
Fiir Sprachen L', L” C ¥* definieren wir die Sprache L' ©®L" als
L/QL// — {wl#w// | w/ E L/’ w// e L//}.
(a) Beweisen Sie die folgende Aussage. Sind L’ und L” semi-entscheidbare Sprachen, so ist die Spra-
che L’ ®L" semi-entscheidbar.
Betrachten Sie die folgenden zwei Sprachen

A= {(M) | M hilt auf hochstens einem Wort}
B = {w € ¥* | Es existiert TM M : M hélt auf w}.

Aus der Vorlesung wissen Sie, dass die Sprache des Halteproblems
H = {(M)#w | M hilt auf w}
unentscheidbar ist.

(b) Zeigen Sie, dass B entscheidbar ist.

(c) Zeigen Sie, dass fiir alle Godelnummern (M) folgende Aquivalenz gilt:
(M) e A — (M)#0e€ A®GB

(d) Zeigen Sie, dass A®B nicht entscheidbar ist, indem Sie von der Sprache des Halteproblems reduzieren.
Sie diirfen in dieser Aufgabe nicht den Satz von Rice verwenden.

(e) Zeigen Sie unter der Annahme, dass A®B nicht semi-entscheidbar ist, dass A nicht semi-entscheidbar
ist.

Losung:

(a) Da L' und L” semi-entscheidbar sind, existieren TM T” und T, die L’ bzw. L” semi-entscheiden.
Wir konstruieren eine TM T', die das L' ®L” semi-entscheidet. Zuerst iiberpriift 7', ob die Eingabe
w die richtige Form hat, also genau ein # beinhaltet, und wir bezeichnen den Teil von w links des
Trennzeichens # mit w’ und den Teil rechts davon mit w”, alle anderen Eingaben werden sofort
abgelehnt.

Variante 1: (parallel ausfiihren) Die TM T arbeitet auf zwei Béindern. Bei Eingabe w'#w” fiihrt sie
abwechselnd je einen Schritt der Bearbeitung von 7" auf w’ auf dem ersten Band aus, und einen
Schritt der Bearbeitung von T" auf w” auf dem zweiten Band. Die TM T akzeptiert, wenn sowohl T’
als auch T" akzeptieren.

Ist w'#w” € L'OL", so akzeptieren T" und T" nach endlich vielen Schritten, somit akzeptiert
auch T'. Die TM T semi-entscheidet die Sprache L'©L”.

Variante 2: (nacheinander ausfiihren) Bei Eingabe w'#w” fithrt die TM T erst 7' auf w’ aus.
Wenn T akzeptiert, so fithrt T anschlieBend 7" auf w” aus und iibernimmt das Akzeptanzverhalten.
Lehnt 7" ab, so lehnt auch T ab.

Fiir jedes Wort w'#w” € L'®L" gilt, dass sowohl T" als auch 7" die Eingaben w’ bzw. w’”
akzeptieren, also insbesondere nach endlich vielen Schritten halten. Die TM T' semi-entscheidet nach
Konstruktion also die Sprache L'®L".
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(b)

Es gilt B = ¥*, da jedes Wort w in einer Sprache enthalten ist, die von einer Turingmaschine
entschieden wird. Die Sprache X* ist regulér, somit insbesondere entscheidbar.

Da B = ¥* gilt und somit insbesondere 0 € B folgt die Behauptung.

Wir reduzieren vom Halteproblem. Angenommen A® B ist entscheidbar, so existiert eine TM T,
welche A® B entscheidet. Wir konstruieren eine TM Ty, welche das Halteproblem entscheidet. Die
TM Ty soll ein Tupel (M)#w genau dann akzeptieren, wenn M auf w hélt. Wir konstruieren eine
TM M,,, welche die Eingabe ignoriert und M auf w ausfiihrt. Falls M auf w hélt, so hilt auch M,,.
Da M,, die Abarbeitung von w durch M simuliert, hélt M,, nicht, falls M auf w nicht hélt. Es folgt:

e M, hilt auf jeder Eingabe, falls M auf w hélt.
o M, hilt auf keiner Eingabe, falls M nicht auf w hélt.

Somit gilt
M hilt auf w <— (M) ¢ A < (M,)#0 ¢ AGB. (1)

wobei wir in der zweiten Aquivalenz Aufgabe ¢ verwenden.

Die TM Tp simuliert nun 7" auf der Eingabe (M,,)#0 und akzeptiert, wenn T die Eingabe ablehnt,
und lehnt ab, wenn T die Eingabe akzeptiert. Da T auf jeder Eingabe hilt, hélt auch Ty auf jeder
Eingabe und entscheidet nach (1) das Halteproblem. Das ist ein Widerspruch. Somit ist A® B
unentscheidbar.

Nach b ist B entscheidbar, somit insbesondere semi-entscheidbar. Angenommen A ist semi-
entscheidbar, so folgt mit a, dass A® B semi-entscheidbar ist. Nach Voraussetzung ist aber A©®B
nicht semi-entscheidbar. Das ist ein Widerspruch. Somit ist A nicht semi-entscheidbar.
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