1. Klausur zur Vorlesung

Theoretische Grundlagen der Informatik
Wintersemester 2023/2024

Hier Aufkleber mit Matrikelnummer anbringen

Bringen Sie den Aufkleber mit Ihrer Matrikelnummer auf diesem Deckblatt an und beschriften Sie
jedes Aufgabenblatt mit Threr Matrikelnummer.

Schreiben Sie die Losungen auf die Aufgabenblitter und Riickseiten. Am Ende der Klausur sind
zusétzliche Leerseiten. Fordern Sie zusétzliches Papier bitte nur an, falls Sie den gesamten Platz
aufgebraucht haben.

Die Tackernadel darf nicht gelost werden.
Als Hilfsmittel ist ein beschriebenes A4-Papier erlaubt.

Einlesezeit: 15 min
Bearbeitungszeit: 2 h

Mégliche Punkte Erreichte Punkte

Aufg. 1 2 1 3 2 - 8 -

Aufg. 2 2 2 3 1 3 11

Aufg. 3 2 4 1 2 - 9 -
Aufg. 4 3 8 — - — 11 _ _ _
Aufg. 5 3 3 6 - - 12 - —
Aufg. 6 1 1 3 4 - 9 -
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Problem 1: Automaten 24+1+3+2=8 Punkte

Sei L C ¥* eine Sprache. Wir haben in der Vorlesung fiir ein Wort w € ¥* die Menge der giiltigen
Suffixe S, (L) beziiglich L definiert:

Sw(L) :={x € ¥* |wz € L}.

(a) Fiir ein Wort w € {0,1}* und k € NT bezeichnen wir mit wy, das k-te Zeichen von w. Sei
Ly = {w€{071}* | wa; =1 fiir alle i € NT mit 1 <i < |w3|}
die Sprache in {0,1}*, fiir die jedes dritte Zeichen eine 1 ist. Beispielsweise ist 0110 € L3, aber
0100 ¢ Ls.
Geben Sie einen DEA an, der fiir das Wort 01 die Menge der giiltigen Suffixe Sp1(L3) erkennt.

(b) Welche Worter enthélt S.(L) fiir eine beliebige Sprache L?

(c) Beweisen Sie die folgende Aussage. Eine Sprache L ist genau dann reguldr, wenn S,,(L) fiir alle
w € X* regular ist.
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(d) Beweisen Sie, dass es eine nichtregulére Sprache L gibt, bei der Sy, (L) fiir unendlich viele w € £*
regulér ist. Sie miissen nicht zeigen, dass L nicht regulédr ist.
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Problem 2: 1-Zustands DPDA 2+ 2+ 3+ 1+ 3 =11 Punkte

Ein 1-Zustands-DPDA ist ein deterministischer Kellerautomat, der nur einen Zustand hat. In dieser
Aufgabe betrachten wir nur Kellerautomaten, die mit leerem Stack akzeptieren.

Hinweis: Beim Anwenden der Ubergangsfunktion eines DPDA wird zuerst das oberste Stacksymbol eingele-
sen. Wenn der Stack leer ist und noch ein Zeichen eingelesen werden soll, kann der DPDA somit nicht
weiterarbeiten und nicht mehr akzeptieren.

(a) Betrachten Sie den 1-Zustands-DPDA A mit einzigem Zustand ¢, Alphabet ¥ = {a, b, ¢}, Stackal-
phabet T' = {Z,, Z1, Z5, X }, Stackinitialisierung Z; und folgender Ubergangsfunktion:

5((]7 a, ZO) = (Qa Zl)
5(Q7 ba Zl) = (Q5 ZO)
6(q7 c, ZO) = (qa E)'
In allen bisher nicht definierten Fillen wird das gelesene Stacksymbol durch ein X iiberschrieben.

Geben Sie einen DEA A’ mit Zustandsmenge Q = {Zy, Z1, Z2, X } an, der die gleiche Sprache wie A
erkennt. Hierbei ist X der explizite Miillzustand von A'.

(b) Zeigen Sie, dass jede Sprache, die von einem 1-Zustands-DPDA mit leerem Stack erkannt wird,
préfixfrei ist.

Hinweis: Wir nennen eine Sprache L iber einem Alphabet 3. prifixfrei, wenn es fir kein w € L ein
z € X gibt, sodass wz € L.
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(c) Geben Sie eine nichtreguldre Sprache L an, die von einem 1-Zustands-DPDA mit leerem Stack
erkannt werden kann. Beschreiben Sie einen solchen 1-Zustands-DPDA. Sie miissen nicht zeigen,
dass L nicht regulér ist.

(d) Zeigen Sie, dass es reguldre Sprachen gibt, die nicht von einem 1-Zustands-DPDA mit leerem Stack
erkannt werden konnen.

Wir betrachten nun 1-Zustands-NPDAs. Ein 1-Zustands-NPDA ist ein nichtdeterministischer Kellerautomat
mit nur einem Zustand.

(e) Zeigen Sie, dass es fiir jeden gegebenen NEA A = (Q, X%, 4, s, F) einen 1-Zustands-NPDA gibt, der
die gleiche Sprache wie A erkennt.
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Problem 3: Grammatiken 244+1+2 = 9 Punkte

Wir betrachten das Alphabet ¥ := {a, b}. Fiir ein Wort w € ¥* und ein Zeichen = € ¥ bezeichnen wir
mit |w|, die Anzahl an Vorkommen des Zeichens x im Wort w. Sei

L={weX ||w],=|w]}
die Sprache, die alle Worter enthélt, die genauso hdufig das Zeichen b wie das Zeichen a enthalten.

(a) Zeigen Sie, dass L nicht regulér ist.

Betrachten Sie die kontextfreie Grammatik G = (X, {S, A, B}, S, R) mit Ableitungsregeln

S —e|aB|bA
A — SaS
B — SbS.

Wir ordnen Wortern Gewichte zu. Dazu definieren wir fiir w € ¥* das Gewicht ¢(w) als
c(w) = |wl, = |wl,.
Ferner definieren wir fiir ein Nichtterminal X der Grammatik G die Grammatik Gx = (X,{S, 4, B}, X, R).

Die Sprache, die von Gx erzeugt wird, besteht also aus allen Wortern, die von X abgeleitet werden
konnen.

(b) Sie diirfen ohne Beweis annehmen, dass die folgenden beiden Gleichungen gelten.

L(Ga) ={w e X" | ¢(w) = 1} (1)
L(Gp) = {w e " | c(w) = —1} (2)

Zeigen Sie die folgende Gleichung.

L(Gg) ={w e ¥ | ¢(w) = 0}.

Hinweis: Achten Sie darauf, beide Inklusionen zu zeigen.
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(¢) Ist L kontextfrei? Begriinden Sie.

Wir nennen eine Turingmaschine in-place, wenn sie bei der Abarbeitung nur Zellen beschreibt, in denen
zu Beginn die Eingabe stand.

(d) Beschreiben Sie eine nicht-deterministische in-place Turingmaschine, die die Sprache L entscheidet.
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Problem 4: NP-Vollstandigkeit 3 4+ 8 = 11 Punkte

GREEN- WASHING
Gegeben:

e Eine Menge U von Elementen

e eine Familie G von Teilmengen G1,...,Gy C U, welche wir als grine Mengen bezeichnen

e cine Familie R von Teilmengen Ry, ..., R, C U, welche wir als Regenbogen-Mengen bezeichnen
e und ein Parameter k € N*, der die Anzahl der verfiigharen Farben angibt.

Problem: Kénnen die Elemente von U mit k Farben so gefarbt werden, dass jede griine Menge mindestens
ein griines Element enthilt und jede Regenbogen-Menge keine zwei Elemente der gleichen Farbe enthélt?

3SAT

Gegeben: Menge U an aussagenlogischen Variablen und eine Menge C' an Klauseln mit je maximal drei
Literalen.

Problem: Gibt es eine Belegung der Variablen in U, sodass in jeder Klausel mindestens ein Literal wahr
ist?

(a) Geben Sie fiir GREEN-WASHING und 3SAT an, woraus eine Instanz bzw. Losung des Problems im
Allgemeinen besteht und geben sie jeweils ein Beispiel ohne leere Mengen an. Das Beispiel einer
Losung sollte die Losung der zugehorigen Beispiel-Instanz sein, wihlen Sie also eine Ja-Instanz.
Fiillen Sie dafiir die Tabelle unten aus.

3SAT GREEN- WASHING

Instanz (allgemein)

Instanz (Beispiel)

Losung (allgemein)

Losung (Beispiel)

(b) Zeigen Sie, dass GREEN-WASHING NP-vollstindig ist. Sie diirfen annehmen, dass 3SAT NP-schwer
ist.

Hinweis: Nutzen Sie Regenbogen-Mengen der Grifie 2, wm zu erzwingen, dass ein Element griin und
das andere nicht griin ist.
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Problem 5: Approximation 3+ 3 + 6 = 12 Punkte

SQUARE-COVERING

Gegeben: Ein Quadrat @ mit Seitenlinge ¢ € NT, sowie eine Menge M = {Q1,...,Q,} weiterer
Quadrate mit Seitenldngen ¢; € NT.

Frage: Wieviel Flache von @ kann maximal durch Quadrate in M iiberdeckt werden? Hierbei diirfen
sich die @); iiberlappen und auch aus ) herausragen.

Hierbei gelten folgende Regeln fiir alle SQUARE-COVERING Instanzen:

e () sowie alle Quadrate in M sind achsenparallel.
e () hat seine linke untere Ecke an Position (0, 0).
e Die Quadrate aus M diirfen beliebig verschoben (aber nicht gedreht) werden.

Der folgende Algorithmus A platziert die Quadrate in M zeilenweise in aufsteigender Grofie. Hierbei wird
das erste Quadrat einer Zeile immer direkt oberhalb des ersten Quadrats der vorherigen Zeile platziert
und alle Quadrate einer Zeile werden auf der gleichen Hohe platziert. Eine neue Zeile wird begonnen,
wenn die vorherige Zeile mindestens bis zur Hélfte von Q) gefiillt ist:

Algorithmus A: SQUARE-COVERING APPROX

1 sortiere M aufsteigend; ab jetzt: ¢; < £;41 fiir allei € {1,...,n—1}

22400,y 0,h+<0

3 Fiir i < 1 bis n

4 | Wennz > [£] ([-] bedeutet Aufrunden)
5 | 20, y<y+h hel;

6 platziere die linke untere Ecke von @); an Position (x,y)
7 T—x+4;

8 return durch M tberdeckte Fliche von @

Beispiel: Auf der Eingabe M = {Q1,Q2,Q3,Q4} mit {1 =1, 5 =3, {3 =4, {4, =1 und ¢ = 8 platziert A
die Quadrate aus M wie folgt und iiberdeckt dabei eine Fliche von 23 in Q:

(a) Fiihren Sie A auf der Instanz I mit M = {Q1,Q2,Q3,Q4} aus, wobei {1 = 1, 5 = 3, {5 = 3,
ly =4 und ¢ =7 aus. Tragen Sie das Ergebnis in eine Kopie des auf der néichsten Seite gegebenen
Quadrats @ ein.

Tragen Sie eine optimale Uberdeckung von Q in eine weitere Kopie auf der niichsten Seite ein.

Geben Sie A(I) und OPT(I) an.
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Kopie, falls Sie Thre Antwort korrigie-
ren wollen. Sollten Sie beide Kopien
von () benutzen, markieren Sie deut-
lich, welche bewertet werden soll!

(b) Zeigen Sie, dass in einer von A berechneten Losung jeder Punkt in @ von héchstens zwei Quadraten
iiberdeckt wird.
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(¢) Zeigen Sie, dass A ein polynomieller Approximationsalgorithmus mit relativer Giitegarantie 4 fiir
SQUARE-COVERING ist. (Sie diirfen ohne Beweis annehmen, dass die Return-Anweisung in Zeile 8
nur polynomielle Laufzeit benotigt.)

Hinweis: Unterscheiden Sie, ob A Quadrate so platziert, dass sie aus Q herausragen oder nicht und
zeigen Sie fiir jeden Fall die Approximationsgiite.
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Problem 6: Entscheidbarkeit 1+14+3+4 = 9 Punkte

In dieser Aufgabe betrachten wir nur Gédelnummern von deterministischen Turingmaschinen mit Einga-
bealphabet X := {0, 1}.

Sei L C ¥* und w € ¥* ein Wort. Wir sagen L ist w-prdfizfrei, wenn w von keinem Wort aus L ein Priifix
ist. Das heift, hiingen wir ein beliebiges z € ¥* an w an, so gilt wz ¢ L.

(a) Geben Sie eine Sprache L’ an, die O-prifixfrei ist.

Betrachten Sie die Sprache
S = {{M)#w | L(M) ist w-prifixfrei}.

(b) Sei My die Turingmaschine, die jedes Wort ablehnt. Zeigen Sie, dass (My)#w € S fiir alle Worter
w e X",

Aus der Vorlesung wissen Sie, dass die universelle Sprache
L, = {{M)#w|we L(M)}

unentscheidbar ist.

(¢) Betrachten Sie ein Tupel (M )#w bestehend aus der Gédelnummer einer Turingmaschine M und
einem Wort w € ¥*. Konstruieren Sie eine deterministische Turingmaschine Tz ,,, sodass

w € L(M) <= L(Th,y) ist nicht w-prafixfrei.

Begriinden Sie, warum die von Ihnen angegebene Turingmaschine T’ ,, die obige Eigenschaft hat.
Thre Konstruktion muss aus w und (M) berechenbar sein.
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(d) Zeigen Sie, dass S unentscheidbar ist, indem Sie von der universellen Sprache reduzieren. Sie diirfen
in dieser Aufgabe nicht den Satz von Rice verwenden.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe (c).
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