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Beispiele

Grammatiken sind Regelsysteme, mit denen sich die Wérter einer vorgegebenen Sprache erzeugen
lassen.
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Beispiele e it e

Grammatiken sind Regelsysteme, mit denen sich die Worter einer vorgegebenen Sprache erzeugen
lassen.
Beispiel 1 - Cliquen
Die Sprache aller Graphen G = (V, E), die eine Clique der GréBe % enthalten, lasst sich aufbauen
durch:
@ Wahl der Zahl n fir | V|
@ Wabhl einer Teilmenge der GroRe M
© Zugabe aller Kanten zwischen Knoten aus dieser Teilmenge
© Zugabe weiterer Kanten

V |

Dieses Regelsystem ist an drei Stellen nichtdeterministisch: 1, 2 und 4.

3/28 12.01.2023 Torsten Ueckerdt: Theoretische Grundlagen der Informatik Institut fir Theoretische Informatik



AKIT

_—
Beispiele

Grammatiken sind Regelsysteme, mit denen sich die Wérter einer vorgegebenen Sprache erzeugen
lassen.

Beispiel 2 - Arithmetische Ausdriicke

® g a+ aund a- asind arithmetische Ausdriicke
(a Symbol aus Alphabet).

® falls A; und A, arithmetische Ausdriicke sind, so sind auch
(A1) + (A2) und (A1) - (A2) arithmetische Ausdriicke.

Die Klammern sind teilweise Uberflissig.
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Grammatiken e Mme

Eine Grammatik G = (2, V, S, R) besteht aus vier Komponenten:
® Endliches Alphabet ¥ (auch Terminalalphabet genannt);
® Endliche Menge V mit V. N X = (0 von Variablen (Nichtterminale);
® Startsymbol S € V;
® Endliche Menge R von Ableitungsregeln (Produktionen);

Dabei ist eine Ableitungsregel ein Paar (¢, r), wobei
m fe(VU)
| re(Vud)..

Wir schreiben oft auch £ — r.

Bedeutung:
Wenn in einem Wort z das Wort ¢ Teilwort von z ist, so darf £ durch r in z ersetzt werden.
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Beispiel 1

Grammatik G = (2, V, S, R) fur die Menge aller arithmetischen Ausdriicke Uber a.
2 = {()ra+}
4 {S}

R : S—>(9+(9
S—(5)-(S)
S—a

S—a+a
S—a-a

Beispiel einer Ableitung: S — (S)-(S) — (a+ a) - (a).
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Bemerkungen

Notation
® Wir schreiben w — z, wenn w durch Anwendung einer Ableitungsregel in z verwandelt wird.
® Wir schreiben w — z, wenn w durch Anwendung einer oder mehrerer Ableitungsregeln in z
verwandelt wird.
Erzeugte Sprache

® Die von einer Grammatik G erzeugte Sprache L(G) ist die Menge
aller Worter z € 3*, fur die S — z gilt.
® Fir das vorige Beispiel 1 giltalso (a+ a) - (a) € L(G).
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Beispiel 2

Gegeben ist die Grammatik G = (, V, S, R) mit

> = {0,1}
v = {S}
R = {S— 01,S — 0S1} wir schreiben dafiir kurz {S — 01|051}

Welche Worter erzeugt G, d.h. was ist L(G)?
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Beispiel 2

Gegeben ist die Grammatik G = (, V, S, R) mit

> = {0,1}
v = {S}
R = {S— 01,S — 0S1} wir schreiben dafiir kurz {S — 01|051}

Welche Worter erzeugt G, d.h. was ist L(G)?

Beispiele einiger Ableitungen:
S — 01|/0S1 — 01|0011|00S11
— 01]/0011]000111|000S111 — ...
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Beispiel 2

Gegeben ist die Grammatik G = (, V, S, R) mit

> = {0,1}
v = {S}
R = {S— 01,S — 0S1} wir schreiben dafiir kurz {S — 01|051}

Welche Worter erzeugt G, d.h. was ist L(G)?

Beispiele einiger Ableitungen:
S — 01|/0S1 — 01|0011|00S11
— 01]/0011]000111|000S111 — ...

Esgilt L(G) = {0"1" | n € N}.
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Beispiel 3

Gegeben ist die Grammatik G = (%, V, S, R) mit

> = {0,1}
V = {S,AB}
R = {S— A0|A1, A— B0, B — ¢|B0|B1}

Welche Worter erzeugt G, d.h. was ist L(G)?
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Beispiel 3

Gegeben ist die Grammatik G = (%, V, S, R) mit

> = {0,1}
V = {SAB}
R = {S— A0JAl, A— B0, B — ¢|B0|B1}

Welche Worter erzeugt G, d.h. was ist L(G)?

Beispiele einiger Ableitungen:
S — A0|A1 — B00|B01 — ...
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o
Beispiel 3

Gegeben ist die Grammatik G = (%, V, S, R) mit

> = {0,1}
V = {SAB}
R = {S— A0JAl, A— B0, B — ¢|B0|B1}

Welche Worter erzeugt G, d.h. was ist L(G)?

Beispiele einiger Ableitungen:
S — A0|A1 — B00|B01 — ...

Esgilt L(G) =" -0-3.
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Die Chomsky Hierarchie

9/28

Typ-0: Grammatiken ohne weitere Einschrankungen.

Typ-1 / kontextsensitiv:

Grammatiken, ausschlieBlich mit Ableitungsregeln der Form
® y—v mitue V,ve(VUX)\{SH)" und |u| < |v|, oder
& S—¢

Typ-2 / kontextfrei:
Grammatiken, ausschlieBlich mit Ableitungsregeln der Form

@ A>v mitAeVundve(VUx)

Typ-3 / rechtslinear:
Grammatiken, ausschlieBlich mit Ableitungsregeln der Form

@ A—>v mitAeVundv=coderv=aBmitac >, BeV
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Die Chomsky Hierarchie

@ Typ-1/ kontextsensitiv:
Grammatiken, ausschlie3lich mit Ableitungsregeln der Form

® y—v mitueV,ve(VUX)\{SH)" und |u| < |v|, oder
& S—¢

Bei kontextsensitiven Grammatiken kann die Ableitung
ABC — AXYC

erlaubt, aber
DBC — DXYC

verboten sein.
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Chomsky-0 Grammatiken und Semi-Entscheidbarkeit

® Typ-0: Grammatiken ohne weitere Einschrankungen.

Falls L semi-entscheidbar (rekursiv aufzahlbar) ist, so gibt es eine Chomsky-0 Grammatik G mit
L(G) = L.
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Chomsky-0 Grammatiken und Semi-Entscheidbarkeit ﬂ(IT

® Typ-0: Grammatiken ohne weitere Einschrankungen.

Falls L semi-entscheidbar (rekursiv aufzahlbar) ist, so gibt es eine Chomsky-0 Grammatik G mit
L(G) = L.

Beweis:

® [ semi-entscheidbar = 3 DTM M, die L akzeptiert.

® (O.B.d.A. habe M genau einen akzeptierenden Endzustand q.

® (O.B.d.A. stehen auf dem Band nur Blanks wenn g, erreicht wird.

® O.B.d.A. komme Startzustand s nur in der Anfangskonfiguration vor.
Wir konstruieren eine Grammatik G= (X, V =T U QU {S}, S, R),
die die Berechnung von M = (Q, %, U, T, s, 8, F) rlickwarts durchlauft.
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Beweis: Semi-Entscheidbar = Chomsky-0 Grammatik ﬂ(IT

® Rickwartsrechnung
Falls 6(q, a) = (¢’, &, R), dann enthalt G die Ableitungsregel

aq — qga.
Falls 6(q, a) = (¢’, &, L), dann enthalt G die Ableitungsregel
g’'ba’ — bga firallebeT.
Falls 6(q, a) = (q’, &, N), dann enthélt G die Ableitungsregel
g’'a — qga.
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Beweis: Semi-Entscheidbar = Chomsky-0 Grammatik A\‘(IT

® Erzeugung der akzeptierenden Schlusskonfiguration
S—qu q—Uuq, q—quu
® Rickwartsrechnung
Falls 6(q, a) = (¢’, &, R), dann enthalt G die Ableitungsregel
aq — qga.
Falls 6(q, a) = (¢’, &, L), dann enthalt G die Ableitungsregel
g’'ba’ — bga firallebeT.
Falls 6(q, a) = (q’, &, N), dann enthélt G die Ableitungsregel
g’'a — qga.
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Beweis: Semi-Entscheidbar = Chomsky-0 Grammatik

® Erzeugung der akzeptierenden Schlusskonfiguration
S—qs q—Uq, q—qu

® Rickwartsrechnung
Falls 6(q, a) = (¢’, &, R), dann enthalt G die Ableitungsregel

aq — qga.
Falls 6(q, a) = (¢’, &, L), dann enthalt G die Ableitungsregel
g’'ba’ — bga firallebeT.
Falls 6(q, a) = (q’, &, N), dann enthélt G die Ableitungsregel
g’'a — qga.
® Schlussregeln
Transformiere LILI ... LU QoW ... Wy UL, .. LU ZU Wy ... Wy

LIgo — Qo, Qoa@— aqo, QoL — Qo, Qo — ¢
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Beweis: Semi-Entscheidbar = Chomsky-0 Grammatik ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

@ Alle Wérter w € L kédnnen durch G erzeugt werden, indem die Berechnung von M rlickwarts
durchlaufen wird.

® Umgekehrt kann G nur Berechnungen von M rlickwérts erzeugen.
@ Daherist L(G) = L.
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Chomsky-0 Grammatik = Semi-Entscheidbar

® Typ-0: Grammatiken ohne weitere Einschrankungen.

Die von Typ-0 Grammatiken G erzeugten Sprachen sind semi-entscheidbar.
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Chomsky-0 Grammatik = Semi-Entscheidbar A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Typ-0: Grammatiken ohne weitere Einschrankungen.

Die von Typ-0 Grammatiken G erzeugten Sprachen sind semi-entscheidbar.

Beweis:
Wir konstruieren eine NTM M, die L(G) akzeptiert:
@ Schreibe S auf das Band.
© Wabhle eine beliebige anwendbare Ableitungsregel aus.
@ Vergleiche das erzeugte Wort mit der Eingabe w.
© Bei Gleichheit wird w akzeptiert.
@ Ansonsten springe zu Punkt 2.

Falls w € L(G), so gibt es eine akzeptierende Berechnung.
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Zwischenfazit

Die Klasse der semientscheidbaren Sprachen ist genau
® die Klasse der von DTMs akzeptierten Sprachen,
® die Klasse der von NTMs akzeptierten Sprachen,
® die Klasse der von Typ-0 Grammatiken erzeugten Sprachen.

® Das Wortproblem fir Typ-0 Grammatiken ist unentscheidbar.

® Als Grundlage fur Programmiersprachen sind die Typ-0
Grammatiken also sicherlich zu allgemein.
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Chomsky-3 Grammatiken und regulare Sprachen

@ Typ-3/rechtslinear:
Grammatiken, ausschlieBlich mit Ableitungsregeln der Form

@ A>v mitAeVundv=coderv=aBmitaceX, BeV

Die Klasse der von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen ist
genau die Klasse der von Chomsky-3 Grammatiken erzeugten
Sprachen.
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Bewe i S : D EA : Typ-3 G ram mat i k Karlsruher Institut fur Technologie

=" Zueinem DEA A; = (Q, 2, 5, qo, F), gibt es eine Typ-3 Grammatik G;, die L(A,) erzeugt.
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Bewe i S : D EA : Typ-3 G ra m m at i k Karlsruher Institut fur Technologie

“="  Zueinem DEA A; = (Q, 2,5, qo, F), gibt es eine Typ-3 Grammatik G;, die L(A;) erzeugt.
G, sei definiert durch:
e V:.=Q;
" S:=qo;
® R enthalt die Regel
® g efiralleqeF,
® g— aq,fallsdé(g.a)=q'.
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Bewe i S : D EA : Typ-3 G ram mat i k Karlsruher Institut fur Technologie

“="  Zueinem DEA A; = (Q, 2,5, qo, F), gibt es eine Typ-3 Grammatik G;, die L(A;) erzeugt.
G, sei definiert durch:
e V:.=Q;
" S:=qo;
® R enthalt die Regel
® g efiralleqeF,
® g— aq,fallsdé(g.a)=q'.

FOr w = wy - - - w;, durchlaufe A; die Zusténde qp, . .., gn € Q mit
gn € F.
Dann gilt:

Qo = W11 > WiWeQo — ... = WQp > W
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Beweis: DEA — Typ-3 Grammatik

AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

“=".  Zueinem DEA A; = (Q, 3,6, qo, F), gibt es eine Typ-3 Grammatik G, die L(A;) erzeugt.

G, sei definiert durch:
e V:.=Q;
" S:=qo;
® R enthalt die Regel
@ g—efiralleqeF,
® g— aq,fallsdé(g.a)=q'.
FOr w = wy - - - w;, durchlaufe A; die Zusténde qp, . .., gn € Q mit
gn € F.
Dann gilt:
Qo = W1g1 — WiWeGe — ... = WQph > W
AuBerdem gibt es fiir alle Ableitungen von G; eine entsprechende
akzeptierende Berechnung des endlichen Automatens A, .
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Beweis: Typ-3 Grammatik — NEA
“=": Zu einer Typ-3 Grammatik G, gibt es einen NEA A; := (Q, X, 8, Qo, F), der L(G,) akzeptiert.
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Beweis: Typ-3 Grammatik — NEA ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

“=": Zu einer Typ-3 Grammatik G, gibt es einen NEA A; := (Q, X, 8, Qo, F), der L(G,) akzeptiert.
Q:=V;

Q = S;

F={AeV:(A—>¢)€R}

0(A a):={B: (A— aB) € R}.
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Beweis: Typ-3 Grammatik — NEA
“=": Zu einer Typ-3 Grammatik G, gibt es einen NEA A; := (Q, X, 8, Qo, F), der L(G,) akzeptiert.
Q:=V;
Q = S;

F={AeV:(A—>¢)€R}
0(A a):={B: (A— aB) € R}.

Fir w = wy - - - w;, € L hat die Ableitung von w mittels G, das Aussehen:
S—>W1A1 —>W1W2A2—>...—> WAn—>W
Ay kann bei Eingabe w = wjy - - - w;, folgende Abarbeitung durchlaufen:
w3 Wn—1

W+ We w;
S5 A —> A —> .. 5 A — A,

wobei A, € F, also w akzeptiert wird.
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Beweis: Typ-3 Grammatik — NEA
“=": Zu einer Typ-3 Grammatik G, gibt es einen NEA A; := (Q, X, 8, Qo, F), der L(G,) akzeptiert.
Q:=V;
Q = S;

F={AeV:(A—>¢)€R}
0(A a):={B: (A— aB) € R}.

Fir w = wy - - - w;, € L hat die Ableitung von w mittels G, das Aussehen:
S—>W1A1 —>W1W2A2—>...—> WAn—>W
Ay kann bei Eingabe w = wjy - - - w;, folgende Abarbeitung durchlaufen:
w3 Wn—1

W+ We w;
S5 A —> A —> .. 5 A — A,

wobei A, € F, also w akzeptiert wird.
AuB3erdem gibt es fir alle akzeptierenden Berechnungen von A; eine
entsprechende Ableitung in G;.
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Bemerkung

® Wir wissen, dass die Sprache der korrekten Klammerausdriicke nicht regular ist.

® Typ-3 Grammatiken sind also zu einschrankend, um syntaktisch korrekte Programme zu
beschreiben.

Fazit: Programmiersprachen sollten echt zwischen Typ-0 und Typ-3 angesiedelt sein.
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Chomsky-1 Grammatiken bzw. kontextsensitive Sprachen &%

Annahme:
® Die Eingabe einer Turingmaschine steht auf einem Offensichtlich gilt
separaten Read-Only-Band. DT APE(s(n)) € NT APE(s(n))
® Der Speicherbedarf einer Turingmaschine wird nur AuBerdem gilt
anhand des Arbeitsbandes gemessen. NTAPE(N) = NTAPE(f(n))

fur alle f A(n).
tralle 1(n) < 0t
a DT APE(s(n)) ist die Klasse der Sprachen L, fir die
es eine DTM mit Platzbedarf s(n) (bei Eingabelange n)

gibt, die L akzeptiert.

& NTAPE(s(n)) ist die Klasse der Sprachen L, fir die
es eine NTM mit Platzbedarf s(n) (bei Eingabelange n)
gibt, die L akzeptiert.
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Chomsky-1 Grammatiken und N7 AP E(n) ﬂ(IT

Die Klasse der von Chomsky-1 Grammatiken erzeugten Sprachen stimmt mit der Klasse
NT APE(n) Uberein.

Ohne Beweis.
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Chomsky-1 Grammatiken und N7 APE(N) A“(IT

Die Klasse der von Chomsky-1 Grammatiken erzeugten Sprachen stimmt mit der Klasse
NT APE(n) Uberein.

Ohne Beweis.

Bemerkung:
Es ist offen, ob NTAPE(n) = DT APE(n) ist.
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Wiederholung: Das Problem CLIQUE

Eine Clique in einem Graphen G = (V, E) ist eine Menge V'’ C V so,
dass flralle i,j € V',i # j, gilt: {i,j} € E.

Entscheidungsproblem CLIQUE
Gegeben: Graph G = (V,E)
Parameter K € N

Frage: Gibt esin G eine Clique der GréBe mindestens K?
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CLIQUE ist in D7 APE(n) A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Das Cliquen-Problem gehért zu DT AP E(N).

Beweis:
@ GegebenseiG=(V,E)mitV={1,...,nfund1 <K <n.
® Benutze n-Vektor ¢ € {0, 1}" mit der Bedeutung fiir eine Menge C
ci=1 < JjeC.
@ Teste fiir jeden Vektor ¢ € {0, 1}", ob die zugehérige Menge
C C V eine Clique der GréBe K in Gist:
® Zahle die Einsenin c.
® Uberpriife fiir jedes Paar c;, ¢jmitci=c¢ =1,0b {i,j} € E.
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CLIQUE ist in DT APE(N) A“(IT

Das Cliquen-Problem gehért zu DT AP E(N).

Beweis:

Alle Vektoren ¢ € {0, 1} kénnen nacheinander, beginnend mit
(0,0,...,0), durchgetestet werden, wobei:

® nach einem positiven Test (G, K) akzeptiert wird;

® nach einem negativen Test der Vektor durch seinen
lexikografischen Nachfolger Uberschrieben wird.

Dazu wird insgesamt nur linearer Speicherplatz benétigt.
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Kontextsensitive Grammatiken: Bemerkungen

® Solange P # NP, kann das Wortproblem fiir kontextsensitive Grammatiken im Allgemeinen
nicht in polynomialer Zeit entschieden werden.
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Kontextsensitive Grammatiken: Bemerkungen ﬂ(IT

® Solange P # NP, kann das Wortproblem fiir kontextsensitive Grammatiken im Allgemeinen
nicht in polynomialer Zeit entschieden werden.

® Fir jede Chomsky-1 Grammatik gibt es eine dquivalente Chomsky-1 Grammatik, bei der alle
Regeln folgende Form haben:

A—-C
A— CD
AB — CD
A—a
S—o«¢

wobei jeweils A,Be V,C,D e V\{S}undaec .
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Typ-2 / Kontextfreie Grammatiken

Grammatiken, ausschlieBlich mit Ableitungsregeln der Form
A—v mitAeVundve (VU
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Typ-2 Grammatiken: Beispiel 2 (Erinnerung)

Die Sprache
L={0"":n>1}
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AKIT

Typ-2 Grammatiken: Beispiel 2 (Erinnerung)

Die Sprache
L={0"":n>1}

wird erzeugt durch die kontextfreie Grammatik

V = {S}
> = {01}
R = {S—01]|081).
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AKIT

Typ-2 Grammatiken: Beispiel 4

Sei L= {w € {0,1}*: w = wF} die Sprache der Palindrome tber {0, 1}.

Es gilt:
@ 0,1, ¢ sind Palindrome

Q falls w Palindrom, so auch Ow0 und 1w1
© alle Palindrome lassen sich durch endliche viele Anwendungen von (1) und (2) erzeugen
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Typ-2 Grammatiken: Beispiel 4 ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Sei L= {w € {0,1}*: w = wF} die Sprache der Palindrome tber {0, 1}.
Es gilt:
@ 0,1, ¢ sind Palindrome

Q falls w Palindrom, so auch Ow0 und 1w1
© alle Palindrome lassen sich durch endliche viele Anwendungen von (1) und (2) erzeugen

Zugehorige kontexifreie Grammatik:

vV = {S}

> = {0,1}

R = {S—>e¢|0|1,
S — 080|151}
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AKUT

Typ-2 Grammatiken: Beispiel 5

Sei L die Sprache aller w € {0, 1}* bei denen die Anzahl der Nullen gleich der Anzahl der Einsen ist.
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Typ-2 Grammatiken: Beispiel 5 ﬂ(IT

Sei L die Sprache aller w € {0, 1}* bei denen die Anzahl der Nullen gleich der Anzahl der Einsen ist.

Setze Testen Sie sich:
V = {SAB} Finden Sie eine
2 = {01} Grammatik G, die die
R = {S—0B|1A Sprache der regularen
A— 0]|0S|1AA, Klammerausdriicke
?
B—1|1S|0BB} erzeugt:
Ist G rechtslinear?
Durch Induktion (iber die Lange der durch G erzeugten Worter 14sst kontextfrei?
sich beweisen, dass L = L(G). kontextsensitiv?
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