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Letzte Vorlesung
Entscheidungsproblem II I o II
ist NP-vollstandig wenn . . .
d bekannt N'#-vollstandig NP-vollstandig zu zeigen
a [Te NP (wahle &hnlich zu II)
® II" o II fur ein o ] spezielle Instanzen
NP-vollstandiges beliebige Instanzen —,  (gréBer, aber noch polynomial)
Problem II' Ja-Instanzen — Ja-Instanzen

® Die NP-vollstandigen Probleme sind die “schwierigsten”
Probleme in NP.

® Solange £ # NP (wovon wir ausgehen), kann ein
NP-vollstdndiges Problem nicht von einer DTM in polynomialer
Laufzeit entschieden werden.
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Der Plan

® 3SAT ist NP-vollstandig
~»> 3SAT e NP
~> SAT oc 3SAT

& 2SAT istin P

® MAX2SAT ist
NP-vollstéandig
~> Ubung

® CLIQUE ist
NP -vollstandig
~» CLIQUE € NP
~» 3SAT « CLIQUE

3/49 13.12.2022
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N"P-volistandig
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| EXACT COVER |

| CLIQUE | [3COLOR]

3SAT
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® 3COLOR ist NP-vollstéandig
~»> 3COLOR € NP
~> 3SAT o« 3COLOR

® EXACT COVER ist
NP-vollstandig
~> EXACT COVER € NP
~» 3COLOR o« EXACT COVER

Institut fir Theoretische Informatik



Das Problem COLOR A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Problem COLOR

Gegeben: Graph G = (V, E) und ein Parameter K € N.

Frage: Gibt es eine Knotenfarbung von G mit héchstens
K Farben, so dass je zwei adjazente Knoten
verschiedene Farben besitzen?

3COLOR bezeichnet das Problem COLOR mit festem Parameter K = 3.

Das Problem 3COLOR ist NP-vollstandig.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von 3COLOR ﬂ(IT

3COLOR € NP

® Es kann in Zeit O(|E|) Uberprift werden, ob eine Farbung von Graph G = (V, E) mit drei Farben
zuléssig ist.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von 3COLOR ﬂ(IT

3SAT o« 3COLOR

@ Sei / eine 3SAT-Instanz mit Variablen U = {uy, ..., un} und Klauseln {ci, .. ., cq}.
&  Wir konstruieren in Polynomialzeit eine 3COLOR-Instanz G = f(/).
® Es soll gelten: /ist erflllbar & G = f(/) ist 3-farbbar.
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Konstruktion von 3COLOR-Instanz G = f(/) ﬂ(IT

® Ein Hauptdreieck D aus Knoten {T, F, A} und Kanten {{T, F},{F, A}, {T, A}}
® |nterpretation: T, F, A sind die drei Farben mit denen G gefarbt wird.
® |nterpretation: T «— wahr, F «— falsch

(A

@A@
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Konstruktion von 3COLOR-Instanz G = f(/) ﬂ(IT

Ein Hauptdreieck D aus Knoten {T, F, A} und Kanten {{T, F},{F, A}, {T, A}}
Interpretation: T, F, A sind die drei Farben mit denen G gefarbt wird.

a

a

® |nterpretation: T «— wahr, F «— falsch

® Fr jede Variable u; € U zwei Knoten u;, u; und ein Dreieck {u;, u;, A}.
.

Interpretation: Falls u; in Farbe T, muss u; in Farbe F.
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Konstruktion von 3COLOR-Instanz G = f(/) ﬂ(IT

® Fir jede Klausel ¢; = x V y v z eine Komponente C; wie folgt:
® (G besteht aus sechs Knoten, einem “inneren Dreieck” und drei “Satelliten”.
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Konstruktion von 3COLOR-Instanz G = f(/) ﬂ(IT

® Fir jede Klausel ¢; = x V y v z eine Komponente C; wie folgt:
® (G besteht aus sechs Knoten, einem “inneren Dreieck” und drei “Satelliten”.

® Jeder der drei Satelliten wird mit einem der Literale x, y, z verbunden.

@ Alle drei Satelliten werden mit dem Knoten T in D verbunden.
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AKIT

Polynomialitat der Reduktion

@ Die Knotenanzahl von G = f(/) liegt in O(n + m).
® Deswegen ist die Transformation polynomial.

Zu zeigen:
3SAT-Instanz / ist Ja-Instanz & 3COLOR-Instanz G = f(/) ist Ja-Instanz.
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AKIT

Instanz / erfillbar = Instanz G = f(/) 3-farbbar

® Betrachte zuldssige Wahrheitsbelegung ¢ far /.
@ Farbe wahre Literale wie Knoten T, falsche Literale wie Knoten F.

10/49 13.12.2022 Torsten Ueckerdt: Theoretische Grundlagen der Informatik Institut fir Theoretische Informatik



AKIT

Instanz / erfillbar = Instanz G = f(/) 3-farbbar

® Betrachte zuldssige Wahrheitsbelegung ¢ far /.
@ Farbe wahre Literale wie Knoten T, falsche Literale wie Knoten F.

® Farbe Satelliten zu genau einem wahren Literal mit F,

10/49 13.12.2022 Torsten Ueckerdt: Theoretische Grundlagen der Informatik Institut fir Theoretische Informatik



AKIT

Instanz / erfillbar = Instanz G = f(/) 3-farbbar

® Betrachte zuldssige Wahrheitsbelegung ¢ far /.
@ Farbe wahre Literale wie Knoten T, falsche Literale wie Knoten F.
® Farbe Satelliten zu genau einem wahren Literal mit F, die beiden anderen Satelliten mit A.
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Instanz / erfillbar = Instanz G = f(/) 3-farbbar ﬂ(IT

® Betrachte zuldssige Wahrheitsbelegung ¢ far /.
@ Farbe wahre Literale wie Knoten T, falsche Literale wie Knoten F.
® Farbe Satelliten zu genau einem wahren Literal mit F, die beiden anderen Satelliten mit A.

® |Inneres Dreieck kann dann zulassig geférbt werden.
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AKIT

Instanz / erfillbar < Instanz G = f(/) 3-farbbar

® Betrachte 3-Farbung von G = f(/). Interpretiere T «— wahr, F «— falsch.
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AKIT

Instanz / erfillbar < Instanz G = f(/) 3-farbbar

® Betrachte 3-Farbung von G = f(/). Interpretiere T «— wahr, F «— falsch.
® Farbung von Literal-Knoten induziert Wahrheitsbelegung ¢ von 1.
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AKIT

Instanz / erfillbar < Instanz G = f(/) 3-farbbar

® Betrachte 3-Farbung von G = f(/). Interpretiere T «— wahr, F «— falsch.
® Farbung von Literal-Knoten induziert Wahrheitsbelegung ¢ von /. Kein Satellit hat Farbe von T.
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AKIT

Instanz / erfillbar < Instanz G = f(/) 3-farbbar

@ Betrachte 3-Farbung von G = (/). Interpretiere T «— wahr, F «— falsch.
® Farbung von Literal-Knoten induziert Wahrheitsbelegung ¢ von /. Kein Satellit hat Farbe von T.
® Nicht alle Satelliten sind in Farbe von A wegen des inneren Dreiecks.
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AKIT

Instanz / erfillbar < Instanz G = f(/) 3-farbbar

® Betrachte 3-Farbung von G = f(/). Interpretiere T «— wahr, F «— falsch.
® Farbung von Literal-Knoten induziert Wahrheitsbelegung ¢ von /. Kein Satellit hat Farbe von T.
® Nicht alle Satelliten sind in Farbe von A wegen des inneren Dreiecks.

= Mindestens ein Literal pro Klausel in Farbe T, also / erflllbar.
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Der Plan

® 3SAT ist NP-vollstandig
~»> 3SAT e NP
~> SAT oc 3SAT

& 2SAT istin P
| MAX2SAT ist

NP-vollstéandig
~> Ubung

® CLIQUE ist
NP -vollstandig
~» CLIQUE € NP
~» 3SAT « CLIQUE
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fDie Klasse NP

~

N"P-volistandig
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| CLIQUE | [3COLOR]
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® 3COLOR ist NP-vollstéandig
~»> 3COLOR € NP
~> 3SAT o« 3COLOR

® EXACT COVER ist
NP-vollstandig
~> EXACT COVER € NP
~» 3COLOR o« EXACT COVER
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AIT

Das Problem EXACT COVER

Problem EXACT COVER

Gegeben: Eine endliche Menge X und eine Familie S von
Teilmengen von X.

Frage: Existiert eine Menge S’ C S, so dass jedes Element
aus X in genau einer Menge aus S’ liegt?
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AIT

Das Problem EXACT COVER

Problem EXACT COVER

Gegeben: Eine endliche Menge X und eine Familie S von
Teilmengen von X.

Frage: Existiert eine Menge S’ C S, so dass jedes Element
aus X in genau einer Menge aus S’ liegt?

Beispiel:

X = {1,2,...,7}

S = {{1,2,3},{1,2,4},{2,3,4},{1,3,4},{1,5},{8,5}, {1, 83},
{5,6,7},{4,5,6},{4,5,7},{4,6,7},{5,6},{5,7},{6,7}}

Ist (X, S) eine Ja-Instanz?
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Das Problem EXACT COVER A“(IT

Problem EXACT COVER

Gegeben: Eine endliche Menge X und eine Familie S von
Teilmengen von X.

Frage: Existiert eine Menge S’ C S, so dass jedes Element
aus X in genau einer Menge aus S’ liegt?

Beispiel:
X = {1,2,...,7}

S = {{1.2,3},{1,2,4},{2,8,4},{1,3,4}, {1,5}, {3,5}, {1, 3},
{5.6,7},{4,5,6},{4,5,7},{4,6,7},{5,6},{5,7},{6,7}}
S = {{1,5},{2,3,4},{6,7}}

Ist (X, S) eine Ja-Instanz?  Ja.
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AIT

Das Problem EXACT COVER

Problem EXACT COVER

Gegeben: Eine endliche Menge X und eine Familie S von
Teilmengen von X.

Frage: Existiert eine Menge S’ C S, so dass jedes Element
aus X in genau einer Menge aus S’ liegt?

Problem EXACT COVER ist N#-vollstandig.

13/49 13.12.2022 Torsten Ueckerdt: Theoretische Grundlagen der Informatik Institut fir Theoretische Informatik



Beweis: NP-Vollstandigkeit von EXACT COVER ﬂ(IT

EXACT COVER € NP

® Es kann in Polynomialzeit Uberprift werden, ob eine Teilmenge S8’ C S aus disjunkten Mengen
besteht und X Uberdeckt.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von EXACT COVER ﬂ(IT

3COLOR oc EXACT COVER

® Sei G = (V, E) eine 3COLOR-Instanz.
®  Wir konstruieren in Polynomialzeit eine EXACT COVER-Instanz (X, S).
® Es soll gelten: G ist 3-farbbar < (X, S) hat exakte Uberdeckung
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AKIT

Konstruktion von (X, S)

® Sei C = {rot, blau, griin}. Sei N(v) := {u € V : {u, v} € E} die Nachbarschaft von v.
® Firjedes v € V: ®mein “Element” v in X und 3 - |N(v)| + 3 zusétzliche Elemente,
® drei disjunkte Mengen S/, S2, SJ in S mit jeweils |[N(v)| + 1 Elementen,
® drei Mengen {v, e}},{v, €0} und {v,e)} mite, € S}, e2 € Sbund e € S)
Interpretation: S|, entspricht der “Farbe” rot, enthélt fir jeden Knoten aus N(v) eine Kopie und einen
zusétzlichen Knoten e;,.
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AKIT
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Konstruktion von (X, S)

@ AuBerdem enthalt S fir jede Kante {u, v} € E und je zwei
c,c’ € C, ¢ # ¢/, die zweielementigen Mengen {u¢, v¢ '}, u € S¢
“Kopie” von u, v¢ € S¢S “Kopie” von v.
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AKIT

Konstruktion von (X, S)

® Die Konstruktion ist polynomial.

Noch zu zeigen:
® Gist 3-farbbar & (X, S) hat exakte Uberdeckung
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G 3-farbbar = (X, S) hat exakte Uberdeckung ﬂ(IT

® Sei y: V — C eine zulassige Dreifarbung.
® Nehme flr jeden Knoten v € V die Mengen {v, ei‘(v)} und
St el SyredN S SSmitc # y(v).
g u L ® Nehme fir jede Kante {u, v} € E die Menge{uZ", v¥“)}.
Diese Menge existiert, da y(u) # y(v).

® Diese Mengen S’ Uberdecken jedes Element aus X genau
e e N ) einmal.
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G 3-farbbar < (X, S) hat exakte Uberdeckung ﬂ(IT

® Seialso S’ eine exakte Uberdeckung.

® Jedes Element v muss von genau einer Menge der Form
{v, €5} Uberdeckt sein.

r - Sb S L . . . . .
S S yToON ek Dies induziert eine Farbung y von G mit rot, blau, grin.
oo \ommee) \omens ® Wir missen beweisen, dass diese Farbung zulassig ist
® Da flr jedes v bereits {v, ef(v)} e S, kann €5 mit ¢ # y(v)
nur durch die Menge S¢ tiberdeckt werden.
\’ L ) [ ] S L ] L] ‘./ (] L]
Su o Sb . . Sg

u u
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AKIT

G 3-farbbar < (X, S) hat exakte Uberdeckung

® Da fir jedes v bereits {v, e/} € S’, kann €€ mit ¢ # x(v)
nur durch die Menge S¢ Uberdeckt werden.

® Da die Mengen der Form {v, e’} und S¢, ¢ # y(v), alle

8 KgAK SN S Elemente auBer den uX"*) mit {u, v} € E tberdecken,
Bevs Leanee] \omasse miissen auch die Mengen {u?", v/} fur {u,v} € Ein S’
enthalten sein.
® Fr diese gilt per Konstruktion y(v) # y(u).
NNy
Sa . g e o fse

u
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Der Plan

@ EXACT COVER ist

NP-vollstandig
~» EXACT COVER € NP

~> 3COLOR o« EXACT COVER

fDie Klasse NP

" N'P-volistandig

| CLIQUE | | EXACT COVER |

(S

~
~

%

\C Die Klasse P

)
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Der Plan

@ EXACT COVER ist

NP-vollstandig
~» EXACT COVER € NP

~> 3COLOR o« EXACT COVER

® SUBSET SUM ist

NP-vollstandig
~» SUBSET SUM € NP

~»> EXACT COVER oc SUBSET
SUM

® PARTITION ist

NP-vollstandig
~> PARTITION € NP
~» SUBSET SUM « PARTITION

/ Die Klasse NP I
" N'P-volistandig N
| CLIQUE | | EXACT COVER |

|3COLOR| [SUBSET SUM |
3SAT| | PARTITION |
\_ [SAT| | KNAPSACK | /
[ 2SAT |
kCDie Klasse P )j

21/49 13.12.2022 Torsten Ueckerdt: Theoretische Grundlagen der Informatik

AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

® KNAPSACK ist

NP-vollstandig
~> KNAPSACK € NP
~» PARTITION «

KNAPSACK
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Das Problem SUBSET SUM ﬂ(IT
Problem SUBSET SUM

Gegeben: Eine endliche Menge M,
eine Gewichtsfunktion w: M — Ny,
eine Zahl K € Ny

Frage: Existiert eine Teilmenge M’ € M mit Y ,cpp w(a) = K ?

Problem SUBSET SUM ist N'P-vollstandig.

22/49 13.12.2022 Torsten Ueckerdt: Theoretische Grundlagen der Informatik Institut fir Theoretische Informatik



Das Problem SUBSET SUM Q(IT
Problem SUBSET SUM

Gegeben: Eine endliche Menge M,
eine Gewichtsfunktion w: M — Ny,
eine Zahl K € Ny

Frage: Existiert eine Teilmenge M’ € M mit Y ,cpp w(a) = K ?

Problem SUBSET SUM ist N'P-vollstandig.

Notation:

w(X) = Z w(a)

aeX

22/49 13.12.2022 Torsten Ueckerdt: Theoretische Grundlagen der Informatik Institut fir Theoretische Informatik



Das Problem SUBSET SUM Q(IT
Problem SUBSET SUM

Gegeben: Eine endliche Menge M,
eine Gewichtsfunktion w: M — Ny,
eine Zahl K € Ny

Frage: Existiert eine Teilmenge M’ € M mit w(M’) = K ?

Problem SUBSET SUM ist N'P-vollstandig.

Notation:

w(X) = Z w(a)

aeX
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NP-Volistandigkeit von SUBSET SUM ﬂ(IT

SUBSET SUM € NP.

® Es kann fir eine gegebene Teilmenge M’ € M in Polynomialzeit der Wert w(M’) = 3’ cpr w(a)
ausgerechnet und mit K verglichen werden.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von SUBSET SUM ﬂ(IT

EXACT COVER « SUBSET SUM

® Sei (X={0,1,...,m—1},8) eine beliebige EXACT COVER-Instanz.
@ Konstruiere SUBSET SUM Instanz (M, w, K)

M =S
#x = #{YeS|xeY}
p = max{#x+1]|x e X}
w(x) = p*

m—1
K w(X)= )" p*
x=0

® Die Konstruktion benétigt nur Polynomialzeit.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von SUBSET SUM ﬂ(IT
M =S

Beispiel: X = {0,...,6}
#x = #{YeS|xeY} Y = {0,25)¢S
p = max{#x+1]|x e X} SwY) = p°+p?+p
w(x) = p N < w(Y) = 0100101,
K = W(X)=pr K = 1111111,
x=0

Veranschaulichung:

®  Wir stellen die Mengenzugehdrigkeiten als Zahlen zur Basis p dar.

@ Kodiere w(Y) fir Y € S als 01-String der LAnge m, wobei an
(m — i)-ter Stelle eine 1 steht genau dann, wennj € Y;

® entsprechend ist K ein String der LaAnge m aus Einsen.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von SUBSET SUM ﬂ(IT
M =S

Beispiel: X = {0,...,6}
#x = #{YeS|xeY} Y = {0,25)¢S
p = max{#x+1]|x e X} SwY) = p°+p?+p
w(x) = p* » < w(Y) = 0100101,
K = W(X)=pr K = 1111111,
x=0

Veranschaulichung:

® Komponentenweise Addition der Strings w(Y7), ..., w(Y;) ergibt
einen String der Lange m, an dessen (m — i)-ter Stelle steht in
wievielen der Y}, j = 1,..., n, das Element / vorkommt.

| Y. .s w(Y)= K bedeutet also, dass jedes x € X in genau einem
Y € 8’ vorkommt.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von SUBSET SUM ﬂ(IT
M =S

Beispiel: X = {0,...,6}
p = max{#x+1]|x e X} SwY) = p°+p?+p
R X

w(x) = p 1 — w(Y) = 0100101,

m—
K = W(X):pr K = 1111111,

x=0

Beispiel:

S ={Y; ={0,2,5}, Yo = {0,1,2}, Y5 = {2,4,5}, Ys = {3,4,6}}
H0=2 #1=1,4#2=3,#3=1,#4=2,#5=1,#6=1,p=4
w(Y;) = 01001014, w(Y2) = 00001114

w(Y3) = 01101004, w(Y4) = 10110004.

24/49 13.12.2022 Torsten Ueckerdt: Theoretische Grundlagen der Informatik Institut fir Theoretische Informatik



Beweis: NP-Vollstandigkeit von SUBSET SUM ﬂ(IT
M =S

Beispiel: X = {0,...,6}
#x = #{YeS|xeY} Y = {0,25)¢S
p = max{#x+1]|x e X} SwY) = p°+p?+p
w(x) = p* » < w(Y) = 0100101,
K = W(X)=pr K = 1111111,
x=0

| (X,8) losbar = (M, w, K) losbar.
Sei 8’ C S exakte Uberdeckung von (X, S). Dann gilt

m-1
P EDIDW DAL
Ye§ Ye8S’ xeY x=0

da jedes x € X genau einmal tberdeckt wird.
~» 8’ erfillt die Bedingung fiir SUBSET SUM.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von SUBSET SUM ﬂ(IT
M =S

Beispiel: X = {0,...,6}
#x = #{YeS|xeY} Y = {0,25)¢S
p = max{#x+1]|x e X} SwY) = p°+p?+p
w(x) = p* » < w(Y) = 0100101,
K = W(X)=pr K = 1111111,
x=0

| (X,8) losbar & (M, w, K) losbar.
Ist S’ € M = S eine geeignete Menge fiir SUBSET SUM, so gilt
m—1
Z w(Y) =K = pr.
YeS' x=0
Nach Wahl von p kommt jedes x € X in genau einem Y € S’ vor.

~» 8’ ist damit eine exakte Uberdeckung von (X, S).
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Der Plan

® EXACT COVER ist

NP-vollstandig
~»> EXACT COVER € NP

~3> 3COLOR « EXACT COVER

® SUBSET SUM ist

NP-vollstandig
~» SUBSET SUM € NP

~> EXACT COVER oc SUBSET
SUM

® PARTITION ist

NP-vollstandig
~»> PARTITION € NP

~» SUBSET SUM oc PARTITION
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/ Die Klasse N'P N
/NP-voIIsténdig N
| CLIQUE | | EXACT COVER |

|3COLOR| [SUBSET SUM |
3SAT| | PARTITION |
\_ ISAT] [ KNAPSACK |
( bie asso » )
k e Klasse j
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® KNAPSACK ist

NP-vollstdndig
~> KNAPSACK € NP
~> PARTITION o

KNAPSACK
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AIT

Das Problem PARTITION

Problem PARTITION

Gegeben: Eine endliche Menge M,
eine Gewichtsfunktion w: M — Ny

Frage: Existiert eine Teilmenge M’ € M mit
Zaew W(a) = Yaemm W(a), d.h. w(M') = w(M\ M")?

Problem PARTITION ist NP-vollstéandig.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von PARTITION ﬂ(IT

PARTITION € NP.

® Fir eine Menge M’ kénnen in Polynomialzeit die Werte w(M’) = 3 ,cpr w(a) und
w(M\ M’) = ¥ sepn v W(@) ausgerechnet und verglichen werden.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von PARTITION ﬂ(IT

SUBSET SUM « PARTITION.

® Sei (M, w, K) eine beliebige SUBSET SUM-Instanz.
@ Konstruiere PARTITION-Instanz (M*, w*)

N = wM)+1
M* = MuU{b,c}
w'(a) = w(a) firaeM
w'b) = N-K
w'(c) = K+1

® Die Konstruktion benétigt nur Polynomialzeit.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von PARTITION

N

W
w'(a)
w*(b)
w'(c)

= w(M)+1

= MuU{b,c}

= w(a) firaeM
= N-K

= K+1

Beispiel:

M
w(j)

M*
w'(j)

& (M*, w*) Ja-Instanz genau dann, wenn (M, w, K) Ja-Instanz:

IV C MW (M) = WM\ M)

= [IM' CM: w(M") = K|

w' ) +w (@) =(IN-K)+(K+1)=N+1

W M) = (N=1)+(N=K)+(K+1)=2N

® Also: b, ¢ nicht beide in M’ bzw. M* \ M’ enthalten

® o0B.dA.seibe M undce M*\ M

28/49 13.12.2022
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von PARTITION ﬂ(IT

N = w(M)+1 Beispiel: M = {ijk(}
M = MuU{b,c} w(j) = 13
w'(a) = w(a firaeM l
wib) = N-K M = {ij, k¢ b,c}
w'c) = K+1 w(j) = 13

® (M, w*) Ja-Instanz genau dann, wenn (M, w, K) Ja-Instanz:

IV C M wH (M) = WM\ M) | = |3M” € M: w(M”) = K|

=" @& Sei M’ € M*, sodass w*(M’) = w*(M*\ M) mitbe M.
Dann gilt w*(M’) = N, da w*(M*) = 2N.

Damit erfallt M”" := M’ \ {b} die Bedingung fir SUBSET
SUM, denn w(M"") = w*(M") —w*(b) =N-(N-K) = K.
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AKIT

Beweis: NP-Vollstandigkeit von PARTITION
N = w(M)+1 Beispiel: M = {ijk(}
M* = Mu{b,c} w() = 13
w'(a) = w(a) firaeM l
wib) = N-K M = {ij, k¢ b,c}
w'c) = K+1 w(j) = 13

& (M*, w¥) Ja-Instanz genau dann, wenn (M, w, K) Ja-Instanz:
IV S M wH (M) = WM\ M) | = |3M” € M: w(M”) = K|
<" ®m Sei M, sodass w(M"’) = K.

® Dann erflllt M’ := M"" U {b} die Bedingung fir PARTITION,
denn w*(M’) = w(M’) + w*(b) = K+ (N - K) = N.
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Der Plan

® EXACT COVER ist

NP-vollstandig
~»> EXACT COVER € NP

~3> 3COLOR « EXACT COVER

® SUBSET SUM ist

NP-vollstandig
~» SUBSET SUM € NP

~> EXACT COVER oc SUBSET
SUM

® PARTITION ist

NP-vollstandig
~»> PARTITION € NP

~» SUBSET SUM oc PARTITION
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3SAT| | PARTITION |
\_ ISAT] [ KNAPSACK |
( bie asso » )
k e Klasse j
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AIT

Das Problem KNAPSACK

Problem KNAPSACK

Gegeben: Eine endliche Menge M,
eine Gewichtsfunktion w: M — Ny,
eine Kostenfunktion ¢c: M — Ny
Zahlen W, C € Ny

Frage: Existiert eine Teilmenge M’ € M mit w(M’) < W und c(M’) > C?

Problem KNAPSACK ist NP-vollstandig.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von KNAPSACK ﬂ(IT

KNAPSACK € NP.

® Fir eine Menge M’ kann in Polynomialzeit Gberprift werden, ob
& w(M') =3 e w(@ < Wund
" (M) =2aem (@) 2 C

gilt.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von KNAPSACK ﬂ(IT

PARTITION o« KNAPSACK.

® Sei (M, w) eine PARTITION-Instanz.
® Konstruiere KNAPSACK-Instanz (M, w’, c, W, C)

w o= 2w
c = 2w
W=C = wM)= Z w(a)

aeM
® Die Konstruktion benétigt nur Polynomialzeit.

® Esist (M, w) genau dann eine Ja-Instanz, wenn (M, w’, ¢, W, C)
eine Ja-Instanz ist (ohne Beweis).
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Der Plan

@ EXACT COVER ist

NP-vollstandig
~» EXACT COVER € NP

~> 3COLOR o« EXACT COVER

® SUBSET SUM ist

NP-vollstandig
~» SUBSET SUM € NP

~> EXACT COVER o« SUBSET
SUM

® PARTITION ist

NP-vollstandig
~> PARTITION € NP

~» SUBSET SUM oc PARTITION

/ Die Klasse NP I
" N'P-volistandig N
| CLIQUE | | EXACT COVER |

|3COLOR| [SUBSET SUM |
3SAT| | PARTITION |
\_ [SAT| | KNAPSACK | /
( )
Die KI
\ ie Klasse P J)
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Der Plan
/ Die Klasse N'P I
. /E\;(QCT”COVdER st ("N'P-volistandig D
-vollstandi
o EXACT GOVER ¢ A CLIQUE | [EXACT COVER |
~» 3COLOR « EXACT COVER /7 \‘
= SUBSET SUM ist SUBSET SUM |
NP-vollstandig
~> SUBSET SUM € NP | PARTITION |
~» EXACT COVER « SUBSET
SUM L KNAPSACK | /
= PARTITION ist
NP-vollstandig
~ PARTITION € AP C )
~» SUBSET SUM o« PARTITION \ Die Klasse P J)
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Auswirkung auf die Frage ¥ = NP ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Wir haben gesehen, dass es flr je zwei NP -vollstdndige Probleme eine polynomiale
Transformation von einem zum anderen Problem gibt.

® Deshalb sind alle NP-vollstdndigen Probleme im wesentlichen gleich schwer.
® Dies hat Auswirkungen auf die Frage, ob P = NP ist.

Sei L eine NP-vollstandige Sprache. Dann gilt:

B eP=P=NP
B [ ¢ P = fiir jede NP-vollstandige Sprache L’ gilt L’ ¢ P
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Auswirkung auf die Frage ¥ = NP

Sei L eine NP-vollstandige Sprache. Dann gilt:

B eP=P=NP

| [ ¢ P = flr jede NP-vollstédndige Sprache L’ gilt L’ ¢ P
Beweis Teil 1:

® Da L € P, existiert eine polynomiale DTM M fiir L.

® Da L NP-vollstandig, gibt es fiir jede Sprache L’ € NP eine
polynomiale Transformation L’ oc L.

® Hintereinanderausfiihrung von L’ o« L und M liefert eine
polynomiale DTM fir L'.

® Damit ist jede Sprache L’ € NP auch in P.
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Auswirkung auf die Frage ¥ = NP

Sei L eine NP-vollstandige Sprache. Dann gilt:

" LeP=P=NP

® | ¢ P = fir jede NP-vollstandige Sprache L’ gilt L” ¢ P
Beweis Teil 2:

® Seil ¢ £ und L NP-vollstéandig.

@ Angenommen fiir eine NP-vollstdndige Sprache L’ gilt: L’ € P

® Dann folgt aus Teil 1 des Satzes P = NP.

® Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung L ¢ P.
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Zusammenfassung ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Die Klasse % ist die Klasse aller Entscheidungsprobleme/Sprachen die mit einer
deterministischen Turingmaschine in polynomieller Zeit gelést werden kénnen.

® Die Klasse NP ist die Klasse aller Entscheidungsprobleme/Sprachen die mit einer
nicht-deterministischen Turingmaschine in polynomieller Zeit gelést werden kénnen.

® |nformell ausgedriickt gehdrt IT zu NP, falls I1 folgende
Eigenschaft hat:
Ist die Antwort bei Eingabe eines Instanz / von IT Ja, dann kann
die Korrektheit eines Beweises (Zeugen) daflr in polynomialer
Zeit Gberprift werden.
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Zusammenfassung ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Eine polynomiale Transformation einer Sprache Ly C X7 in eine Sprache L, C 7 ist eine
Funktion f: £ — X5 mit den Eigenschaften:

® es existiert eine polynomiale deterministische Turing-Maschine, die f berechnet;
® firalle x € ¥ gilt: x € Ly & f(x) € Lo.

® FEine Sprache L hei3t NP-vollstandig, falls gilt:

@& [ e NPund
@ firalle L’ e NP gilt L’ «c L (NP-Schwere).

@ Bedeutung:
Unter der Annahme P # NP gibt es kein polynomielles
Lésungsverfahren fir ein N'P-vollstandiges Problem.
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AKIT

Zusammenfassung
fDie Klasse NP N = Mit dem Satz von Cook haben wir direkt gezeigt,

(" N'P-vollstandig N dass das Problem SAT NP-schwer ist.

| CLIQUE | | EXACT COVER | ® Bei allen anderen Problemen haben wir

polynomielle Transformationen (Reduktionen)
benutzt um die NP-Schwere nachzuweisen:

SAT o« 3SAT o« 3COLOR oc EXACT COVER
oc SUBSET SUM o PARTITION o« KNAPSACK

|3COLOR| [SUBSET SUM |

3SAT| | PARTITION |

\_ [SAT| | KNAPSACK | )
k(Die Klasse P )j
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AKIT

Ein Blick Gber den Tellerrand

® Entscheidungsprobleme auBerhalb von £ und NP
® nachste Vorlesung: Probleme die nicht Entscheidungsprobleme sind
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Die Klassen NPC und NP1 ﬂ(IT

® Die Klasse NPC (NP-complete) sei die Klasse der NP -vollstandigen Sprachen/Probleme.
® Die Klasse NPI (NP-intermediate) ist definiert durch NPT := NP\ (P UNPC).
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Die Klassen NPC und NPT Q(IT

® Die Klasse NPC (NP-complete) sei die Klasse der NP -vollstandigen Sprachen/Probleme.
® Die Klasse NPI (NP-intermediate) ist definiert durch NPT := NP\ (P UNPC).

Satz von Ladner (1975).
Falls # # NP, so folgt NPT + 0.

® Entweder: = NP = NPC (wovon wir nicht ausgehen)

® QOder: # # NP und es gibt Entscheidungsprobleme IT in NP,
die weder in # sind, noch N'P-vollstandig sind.
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Vermutete Situation
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a Die Klasse NP
Die Klasse NPC
| CLIQUE | [ EXACT COVER |
|3COLOR| |SUBSET SUM |
| 3SAT | | PARTITION |

SAT KNAPSACK

Die Klasse NPT
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K e Klasse J
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AKIT

Die Klassen co-? und co-NP

Klasse der Komplementsprachen
® Die Klasse co-# ist die Klasse aller Sprachen
L'=3"\LmitLC > und L € P.
® Die Klasse co-NP ist die Klasse aller Sprachen
L'=3"\LmitLC 3" und L e NP.
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AKIT

Die Klassen co-? und co-NP

Klasse der Komplementsprachen
® Die Klasse co-# ist die Klasse aller Sprachen
L'=3"\LmitLC > und L € P.
® Die Klasse co-NP ist die Klasse aller Sprachen
L'=3"\LmitLC 3" und L e NP.
Wir wissen: $ = co-P C co-NP.
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AKIT

Die Klassen co-? und co-NP

Klasse der Komplementsprachen

® Die Klasse co-# ist die Klasse aller Sprachen

L'=3"\LmitLC > und L € P.
® Die Klasse co-NP ist die Klasse aller Sprachen
L'=3"\LmitLC 3" und L e NP.

Wir wissen: $ = co-P C co-NP.
Frage: Gilt auch NP = co-NP?

® Sollte NP # co-NP sein, dann wiirde auch £ # NP gelten.

® Vermutlich ist NP # co-NP

~» Verscharfung der P # NP-Vermutung.
® Aber auch NP = co-NP und P # NP ist theoretisch mdglich.
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Vermutete Situation

( Die Klasse J\/’P\
Die Klasse NPC
| CLIQUE | [ EXACT COVER |
|3COLOR| |SUBSET SUM |
| 3SAT | | PARTITION |

Die Klasse NPT

Die Klasse co-NP

\
'
Die Klasse P /)

|
\
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Das TSP-Komplement-Problem Q(IT
Problem co-TSP

Gegeben: Graph G=(V, E),
Kantengewichtung ¢: E — Z™,
Parameter K € Z.

Frage: Gibt es keine Tour der Lange < K?

® co-TSPistin co-NP (denn TSP istin NP)
~» Eine Nein-Instanz kann durch einen geeigneten Zeugen
einfach verifiziert werden.

® Frage: Ist co-TSP in NP?
~» Kann eine Ja-Instanz durch einen geeigneten Zeugen einfach
verifiziert werden? Vermutung: Nein.
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Vermutete Situation

( Die Klasse J\/’P\
Die Klasse NPC
| CLIQUE | [ EXACT COVER |
|3COLOR| |SUBSET SUM |
| 3SAT | | PARTITION |

Die Klasse NPT

Die Klasse co-NP

\
|
U -ZSAT
'\C Die Klasse P - )/
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NP-volistandig vs. co-NP A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma.

Falls L NP-vollstandig ist und L € co-NP, so ist NP = co-NP.
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AIT

NP -VOI Isté n d ig Vs . co-NP Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma.
Falls L NP-vollstandig ist und L € co-NP, so ist NP = co-NP.

Beweis:

® Da L € co-NP, existiert eine polynomiale NTM M flr LC.

® Da L NP-vollstandig ist, existiert fir alle L’ € NP eine
deterministische polynomiale Transformation f;,: L” — L.

® FEine leichte Anpassung liefert eine deterministische polynomiale
Transformation fyc: L’¢ — LC.

® Hintereinanderausfiihrung von f;.c und M ergibt eine polynomiale
NTM far L’°.

@ Also L’ € co-NP.
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NP-vollstandig vs. co-NP A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lemma.
Falls L NP-vollstandig ist und L € co-NP, so ist NP = co-NP.

Bemerkung:

@ Mit der Vermutung NP # co-NP folgt also NPC nco-NP = 0.

@ Unter dieser Annahme:
Wenn ein Problem in NP und co-NP ist, aber nicht in P, so ist
esin NPT.
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Vermutete Situation

Die Klasse J\/’P\
Die Klasse NPC
| CLIQUE | [ EXACT COVER |
|3COLOR| |SUBSET SUM |

| 3SAT | | PARTITION |
Die Klasse ¢o-NP Die Klasse NPT
l
|
! 2SAT
(i isse 7 )
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Das Problem PRIMTEILER A“(I.I.

Karlsruher Institut fur Technologie

Problem PRIMTEILER

Gegeben: Zahl N e N, Zahl K e N

Frage: Hat N einen Primteiler P < K?

® FEin Primteiler ist eine Primzahl P mit N/P € N.
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Das Problem PRIMTEILER A“(I.I.

Karlsruher Institut fur Technologie

Problem PRIMTEILER

Gegeben: Zahl N e N, Zahl K e N

Frage: Hat N einen Primteiler P < K?

® FEin Primteiler ist eine Primzahl P mit N/P € N.

PRIMTEILER ist in NP und in co-NP.

Beweis:

® F{r eine gegebene Zahl P kann in polynomialer Zeit getestet
werden, ob P Primzahl, N/P e Nund P < K.

® Also ist PRIMTEILER € NP.
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AIT

Das Problem PRIMTEILER

Problem PRIMTEILER

Gegeben: Zahl N e N, Zahl K e N

Frage: Hat N einen Primteiler P < K?

® FEin Primteiler ist eine Primzahl P mit N/P € N.

PRIMTEILER ist in NP und in co-NP.

Beweis:
® Fir gegebene Zahlen Py, .. ., Py (mit Vielfachheit) kann in
polynomialer Zeit getestet werden, ob P4, ..., Py, Primzahlen,
N=PixX-- - XPhund K < Py,...,Pn.
@ Also ist PRIMTEILER € co-NP.
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Vermutete Situation

Die Klasse NPN
Die Klasse NPC
| CLIQUE | [ EXACT COVER |
| 3COLOR| [SUBSET SUM |

| 3SAT | | PARTITION |
Die Klasse co-NP Die Klasse NPT

. [PRIMTEILER

|

! 2SAT
(oornser =0 )
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