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Letzte Vorlesung:  vs. NP
® Die Klasse # aller Probleme, die von deterministischen
Turing-Maschinen in polynomialer Zeit akzeptiert werden. Ist P = NP?

@ Die Klasse NP aller Probleme, die von nichtdeterministischen
Turing-Maschinen in polynomialer Zeit akzeptiert werden.

® Polynomiale Transformation IT’ oc IT
® |nstanzen von II’ — Instanzen von II
® in polynomialer Zeit berechenbar
® Ja-Instanz von I — Ja-Instanz von I1
Nein-Instanz von II’ — Nein-Instanz von I1

® Problem II ist NP-vollstandig wenn
@ JITe NPund
@ [T’ I fir alle II" € NP
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Letzte Vorlesung:  vs. NP
® Die Klasse # aller Probleme, die von deterministischen
Turing-Maschinen in polynomialer Zeit akzeptiert werden. Ist P = NP?

@ Die Klasse NP aller Probleme, die von nichtdeterministischen
Turing-Maschinen in polynomialer Zeit akzeptiert werden.

® Polynomiale Transformation IT’ oc IT
® |nstanzen von II’ — Instanzen von II
® in polynomialer Zeit berechenbar
® Ja-Instanz von I — Ja-Instanz von I1
Nein-Instanz von II’ — Nein-Instanz von I1

® Problem II ist NP-vollstandig wenn
@ JITe NPund
a H,EEHf.]:a EHIEA[gz
@ II’ o IT fUr ein N'P-vollstandiges I1’
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Letzte Vorlesung:  vs. NP
® Die Klasse # aller Probleme, die von deterministischen
Turing-Maschinen in polynomialer Zeit akzeptiert werden. Ist P = NP?

® Die Klasse N'¥ aller Probleme, die von nichtdeterministischen
Turing-Maschinen in polynomialer Zeit akzeptiert werden.

® Polynomiale Transformation IT’ oc IT
® |nstanzen von II’ — Instanzen von II
® in polynomialer Zeit berechenbar
® Ja-Instanz von I — Ja-Instanz von I1
Nein-Instanz von II’ — Nein-Instanz von I1

® Problem II ist NP-vollstandig wenn
@ JITe NPund
a H,EEHf.]:a EHIEA[gz
@ II’ o IT fUr ein N'P-vollstandiges I1’

Satz von Cook. SAT ist NP-vollstandig. ~» Das beweisen wir spater heute.
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Das Problem SAT (satisfiability) A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Sei U = {uy,...,un} eine Menge von booleschen Variablen. Es hei3en u;, u; Literale.
Eine Wahrheitsbelegung flr U ist eine Funktion ¢: U — {wahr, falsch}.
Eine Klausel ist ein Boolescher Ausdruck der Form

yiVv---Vys mit yie{u,...,untU{u,...,un} Literale
Problem SAT

Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C von Klauseln Gber U.
Frage: Existiert eine Wahrheitsbelegung von U, so dass
jede Klausel in C erflllt wird?

Beispiel Ja-Instanz:

U=A{uj,up,ustund C={u3 Vo, Ui VU, U4 VUV Us}

Beispiel Nein-Instanz:

U={ui,us,us}und C={uy Vo, Uy VU, U VU3 U VU3, U VU, UV U3}
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Das Problem 3SAT A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Problem 3SAT

Gegeben: Menge U von Variablen
Menge C von Klauseln Gber U
wobei jede Klausel genau drei Literale enthalt

Frage: Existiert eine erflllende Wahrheitsbelegung fir C?
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Das Problem 3SAT A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Problem 3SAT

Gegeben: Menge U von Variablen
Menge C von Klauseln Gber U
wobei jede Klausel genau drei Literale enthalt

Frage: Existiert eine erfllllende Wahrheitsbelegung fir C?

Das Problem 3SAT ist NP-vollstandig.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von 3SAT ﬂ(IT

3SAT e NP:

® Es existiert eine nichtdeterministische Turing-Maschine mit polynomialer
Zeitkomplexitatsfunktion die in gy hélt bei Ja-Instanzen.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von 3SAT

3SAT e NP:

® Es existiert eine nichtdeterministische Turing-Maschine mit polynomialer
Zeitkomplexitatsfunktion die in gy hélt bei Ja-Instanzen.

®  Wir konstruieren eine Orakel-Turing-Maschine:

Das Orakel ist eine Wahrheitsbelegung t: U — {wahr, falsch}.

Die endliche Kontrolle Uberprift, ob jede Klausel in C durch ¢ erfiillt ist.
Wenn alle Klauseln erfillt sind, gehe in g,.

Wenn (mindestens) eine Klausel nicht erfillt ist, gehe in gn.

Laufzeit ist linear in der Gré3e der eingegebenen Klauselmenge C.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von 3SAT

3SAT e NP:

® Es existiert eine nichtdeterministische Turing-Maschine mit polynomialer
Zeitkomplexitatsfunktion die in gy hélt bei Ja-Instanzen.

®  Wir konstruieren eine Orakel-Turing-Maschine:

Das Orakel ist eine Wahrheitsbelegung t: U — {wahr, falsch}.

Die endliche Kontrolle Uberprift, ob jede Klausel in C durch ¢ erfiillt ist.
Wenn alle Klauseln erfillt sind, gehe in g,.

Wenn (mindestens) eine Klausel nicht erfillt ist, gehe in gn.

Laufzeit ist linear in der Gré3e der eingegebenen Klauselmenge C.

® Fir eine feste Wahrheitsbelegung t kann in polynomialer Zeit O(| C|)
Uberprift werden, ob t alle Klauseln aus C erfillt.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von 3SAT

SAT o 3SAT:

® Wir geben eine polynomiale Transformation f von SAT zu 3SAT an.

® Gegeben sei eine SAT-Instanz /
Wir konstruieren eine 3SAT-Instanz f(/) indem wir jede Klausel ¢ in / einzeln auf Klausel(n) f(c) in f(/)
abbilden:

@ Besteht die Klausel ¢ = x; aus einem Literal,
so wird ¢ auf x; V xy V x1 abgebildet.

@ Besteht die Klausel ¢ = x1 V xo aus zwei Literalen,
so wird ¢ auf x; V X2 V x1 abgebildet.

@ Besteht die Klausel ¢ aus drei Literalen,
so wird ¢ auf sich selbst abgebildet.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von 3SAT ﬂ(IT

Wir konstruieren eine 3SAT-Instanz f(/) indem wir jede Klausel ¢ in / einzeln auf Klausel(n) f(c) in f(/)
abbilden:

® Besteht die Klausel ¢ = x; V - - - V xx aus k > 3 Literalen, bilde ¢ wie folgt ab:

® Fihre k — 3 neue Variablen y; s, ..., Yc k-1 €in.

® Bilde c auf die folgenden k — 2 Klauseln ab:

X1V X2V Yes “Falls x1, xo = falsch ~» y; 3 muss wahr”
Yes vV X3V Yea “Ye.3 = wahr, x3 = falsch w» Yo 4 = wahr”
Yek—2 V Xk—2 V' Yo k-1 “Ye.k—2 = wahr, Xk_p = falsch ~» y; k1 = wahr”
Vek-1 V Xk—1 V Xk “Ye.k—1 = wahr ~> X,_1 oder X, muss wahr”

® Diese Klauseln lassen sich in Zeit O(|C| - |U|) konstruieren.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von 3SAT ﬂ(IT

Noch zu zeigen:
® /ist erfiillbar < f(/) ist erflllbar
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AKIT

| ist erflllbar = f(/) ist erfiillbar

8/45

Sei die SAT-Instanz / erfillbar.
Wir setzen eine erflllende Wahrheitsbelegung t von [ auf f(/) fort.
® Also wenn es Literal x in / und f(/) gibt, lasse t(x) wie gehabt.

Wir untersuchen jede Klausel ¢ = x; V - - - V Xk in | einzeln.
Da c von t erfiillt ist, gilt fiir mindestens ein i, dass #(x;) = wahr.
Fall kK < 3: Damit ist auch Klausel ¢ in f(/) erfllt.
Fall k > 3: Setze firj=3,...,k—1
e ) = {wahr falls #(x;) = wahr fur (mind.)'ein'i > j
' falsch falls t(x;) = falschfiiralle j > j
Diese Erweiterung erflillt alle Klauseln in f(/), die zu ¢ gehoéren.
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| ist erfullbar < f(/) ist erfiillbar ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Sei t eine erflllende Wahrheitsbelegung von f(/).
@ Nehme flr jedes Literal x in / die Belegung t(x) wie in f(/).
® Wir untersuchen jede Klausel ¢ = x4 V - -+ V x in [ einzeln.
® Fall k < 3: Dann ist Klausel ¢ auch in f(/), also durch t erfillt.
® Fall k > 3: Alle Klauseln in f(/) zu Klausel ¢ in I sind erf(llt:
X1V X2 V Vo3
Falls t(x1), t(x2) = falsch, dann t(y. 3) = wahr.
YT,/' vV Xj V Yo,
Falls #(yc ;) = wahr, t(x;) = falsch, dann t(y, j;1) = wahr.
Yek—=1 V Xk—1 V Xk
Falls t(yc k—1) = wahr, dann f(xx—1) oder t(xx) = wahr.

® Also ist t(x;) = wahr fiir (mind.) ein i, und demnach c erflllt durch t.
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Das Problem 2SAT A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Problem 2SAT

Gegeben: Menge U von Variablen
Menge C von Klauseln Uber U
wobei jede Klausel genau zwei Literale enthalt

Frage: Existiert eine erflllende Wahrheitsbelegung fir C?

Das Problem 2SAT liegt in P.

Beweis: Ubung
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Das Problem MAX2SAT A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Problem MAX2SAT

Gegeben: Menge U von Variablen
Menge C von Klauseln Uber U, wobei jede Klausel genau zwei Literale enthalt
Zahl K e N

Frage: Existiert eine Wahrheitsbelegung, die mindestens K Klauseln erfullt?

Das Problem MAX2SAT ist NP-vollstandig.

Beweis: Ubung
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Der Satz von Cook (Steven Cook, 1971) Q(IT

Problem SAT ist N#-vollstandig wenn
Satz von Cook. ® SAT € NP und

SAT ist N¥>-vollstandig. ® firalle I € NP gilt IT oc SAT.
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Der Satz von Cook (Steven Cook, 1971) ﬂ(IT

Problem SAT ist NP-vollstandig wenn
Satz von Cook. ® SAT € NP und

ST [EIAEPHRIEENS. ® firalle IT € NP gilt IT o« SAT.

Beweis:

® SAT € NP ist erfllillt:
Far eine Instanz / von SAT (mit n Klauseln und m Variablen) und
einer Wahrheitsbelegung t kann in O(m - n) Gberprift werden, ob
t alle Klauseln erfullt, d.h. ob [ eine Ja—Instanz ist.

® Wir mlssen zeigen, dass flr jede Sprache L € NP qilt: L « Lgar,
wobei Lsar = L[SAT, s] fur ein geeignetes Kodierungsschema s
ist.
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Beweis: das Setup

Wir missen zeigen, dass fir jede Sprache L € NP gilt: L o« Lgar, wobei Lsar = L[SAT, s] fiir ein
geeignetes Kodierungsschema s ist.

® Dazu muss fir jede Sprache L € NP eine polynomiale Transformation f; angegeben werden, flr
die gilt, dass fur alle x € X* (X Alphabet zu L) gilt

X€EL—= fL(X) S LSAT-
® Wir benutzen, dass es zu L eine zugehorige NTM M
mit polynomialer Laufzeit gibt.

® M sei gegeben durch (Q, >, U, T, qo, 9, qy, gn) und akzeptiere die
Sprache L = L 54 in der Laufzeit Tyq(n) < p(n), wobei
® pein Polynom ist,
a QO.B.d.A.gilt p(n) > n.
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Beweis: das Setup

® Sei x € X" eine Eingabe mit n := |x]|.

® Bei einer akzeptierenden Berechnung von M fir x ist die Anzahl der Berechnungsschritte
beschrankt durch p(n).

® An einer so beschrankten Berechnung kénnen hochstens die Zellen —p(n) bis p(n) + 1 des
Bandes beteiligt sein.

Die Berechnung der deterministischen Stufe ist zu jedem Zeitpunkt
eindeutig festgelegt durch:

® den jeweiligen Bandinhalt dieser —p(n) bis p(n) + 1 Platze,

® den Zustand der endlichen Kontrolle

® und der Position des Lese-/Schreibkopfs.

Im Folgenden beschreiben wir Bandinhalt, Zustand der endlichen
Kontrolle und Position des Lese-/Schreibkopfs vollstandig durch
Variablen einer Instanz von SAT.
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Beweis: Konstruktion der Variablen

® Bezeichne die Zustdnde aus Q durch quo, 91 = 9y, Q2 = gn, G3, - - -5 Gr
® Bezeichne die Symbole aus I durch sg = LI, S1,...,Se mit [T| = € + 1.

Es gibt drei Typen von Variablen in der zugehdrigen SAT-Instanz.
Variable Gultigkeitsbereich Bedeutung

Q[i, k] 0<i<p(n zum Zeitpunkt i der Uberpriifungsphase ist M in Zustand g
0<k<r
HIi, j] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uberpriifungs-

—p(n) <j<p(n)+1 phase ist der Lese-/Schreib-
kopf an Position j des Bandes

Sli,j,k] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uberpriifungs-
—-p(n) <j<p(n)+1 phase ist der Bandinhalt
0<k<t¢ an Position j das Symbol s
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Beweis: Konstruktion der Variablen

® Jede Berechnung von M induziert eine Wahrheitsbelegung dieser Variablen.

® Konvention: Falls M vor dem Zeitpunkt p(n) stoppt, bleibt M in allen folgenden Zustanden in
demselben Zustand und der Bandinhalt unverandert.

Variable Gultigkeitsbereich Bedeutung

Q[i, k] 0<i<p(n zum Zeitpunkt i der Uberpriifungsphase ist M in Zustand g
0<k<r
HIi, j] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uberpriifungs-

—p(n) <j<p(n)+1 phase ist der Lese-/Schreib-
kopf an Position j des Bandes

Sli,j,k] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uberpriifungs-
—-p(n) <j<p(n)+1 phase ist der Bandinhalt
0<k<t¢ an Position j das Symbol s
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Beweis: Konstruktion der Variablen

Der Bandinhalt zum Zeitpunkt 0 der Uberpriifungsphase sei (bis auf blanks):
® FEingabe x auf Platz 1 bis n
® Orakel w auf Platz —1 bis —|w/|

Variable Gultigkeitsbereich Bedeutung

Q[i, k] 0<i<p(n zum Zeitpunkt i der Uberpriifungsphase ist M in Zustand g
0<k<r
HIi, j] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uberpriifungs-

—p(n) <j<p(n)+1 phase ist der Lese-/Schreib-
kopf an Position j des Bandes

Sli,j,k] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uberpriifungs-
—-p(n) <j<p(n)+1 phase ist der Bandinhalt
0<k<t¢ an Position j das Symbol s
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Beweis: Zielsetzung

® FEine beliebige Wahrheitsbelegung muss nicht notwendigerweise eine Berechnung induzieren
(zum Beispiel Q[i, k] = Q[i, ] fur k # £).

Also konstruiere Transformation f; die Klauseln einfiihrt, so dass aquivalent ist:
® Fir Eingabe x gibt es eine akzeptierende Berechnung, deren Uberpriifungsphase hdchstens
p(n) Zeit bendtigt, und deren Orakel héchstens Lénge p(n) hat.
® Es gibt eine erflllende Belegung flr die SAT-Instanz f;(x).
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Beweis: Zielsetzung

® FEine beliebige Wahrheitsbelegung muss nicht notwendigerweise eine Berechnung induzieren
(zum Beispiel Q[i, k] = Q[i, ] fur k # £).

Also konstruiere Transformation f; die Klauseln einfiihrt, so dass aquivalent ist:
® Fir Eingabe x gibt es eine akzeptierende Berechnung, deren Uberpriifungsphase hdchstens
p(n) Zeit bendtigt, und deren Orakel héchstens Lénge p(n) hat.
® Es gibt eine erflllende Belegung flr die SAT-Instanz f;(x).

Damit kbnnen wir dann schlief3en:
X € L © es existiert akzeptierende Berechnung von M bei Eingabe x
& es existiert akzeptierende Berechnung von M bei Eingabe x
mit héchstens p(n) Schritten in der Uberpriifungsphase
und einem Orakel w der Lange |w| < p(n)
& es existiert erflllende Wahrheitsbelegung fiir Klauselmenge f,(x)
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Beweis: Konstruktion der Klauseln — Ubersicht
Klauselgruppe Einschrankung / Bedeutung
G4 Zum Zeitpunkt i ist M in genau einem Zustand.
Go Zum Zeitpunkt / hat der Lese-/Schreibkopf genau eine Position.
Gs Zum Zeitpunkt / enthalt jede Bandstelle genau ein Symbol aus T'.
Gy Festlegung der Anfangskonfiguration zum Zeitpunkt 0:

M istim Zustand qq, der Lese-/Schreibkopf steht
an Position 1 des Bandes; in den Zellen 1 bis n
steht das Wort x = s, - - - 5k

n

Gs Zum Zeitpunkt p(n) hat M den Zustand qy erreicht.

Gs Zu jedem Zeitpunkt i folgt die Konfiguration von M
zum Zeitpunkt i + 1 aus einer einzigen Anwendung
von ¢ aus der Konfiguration von M zum Zeitpunkt /.
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Klauselgruppe 1:

Zum Zeitpunkt / ist M in genau einem Zustand.
Konstruktion:
® Zu jedem Zeitpunkt i ist M in mindestens einem Zustand
Q[i,0] vV ---Vv Q[i,r] fur0 <i< p(n)
® Zu jedem Zeitpunkt i ist M in nicht mehr als einem Zustand

Qli.jlvQli,j/] faro<i<p(n), 0<j<j <r
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Klauselgruppe 2: ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Zum Zeitpunkt / hat der Lese-/Schreibkopf genau eine Position
Konstruktion:
® Zum Zeitpunkt / hat der Lese-/Schreibkopf mindestens eine
Position
H[i,—p(mM]V --- Vv H[i,p(n)+1] far0 <i < p(n)

® Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf hchstens eine
Position

_ — _Jo<i<pn
ALLITV HILTT for {—P(n) <j<j <p(n)+1
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Klauselgruppe 3:

Zum Zeitpunkt / enthalt jede Bandstelle genau ein Symbol
Konstruktion:
® Zum Zeitpunkt i enthalt Bandstelle j mindestens ein Symbol

0<i<p(n

—p(n) <j < p(n)+1

® Zum Zeitpunkt i enthalt Bandstelle j héchstens ein Symbol
0<i<p(n

Sli,j, k1 v Sli,j, k'] fur {—p(n) <j < p(n) +1

O<k<kl <t

S[i,j,01v S[i,j, 1]V --- Vv S[i,j, €] fir {

20/45 06.12.2022 Torsten Ueckerdt: Theoretische Grundlagen der Informatik Institut fir Theoretische Informatik



AKIT

Klauselgruppe 4:

Festlegung der Anfangskonfiguration zum Zeitpunkt 0
Konstruktion:
® M istim Zustand qg
Q[0,0]
® der Lese-/Schreibkopf steht an Position 1 des Bandes
H[0,1]
® inden Zellen 1 bis n steht das Wort x = sy, - - - sk

n

S[0,0,0], S[0,1, k1], ...,S[0,n, ky] flr Eingabe x = sy, - - - sk,
S[0,n+1,0],...,5[0,p(n) +1,0] rechts der Eingabe sind LI
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Klauselgruppe 5:

Zum Zeitpunkt p(n) hat M den Zustand g, erreicht.

Konstruktion:
Qlp(n), 1]
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Klauselgruppe 6:

Zu jedem Zeitpunkt / folgt die Konfiguration von M zum Zeitpunkt / + 1 aus einer einzigen
Anwendung von § aus der Konfiguration von M zum Zeitpunkt /.

Wir unterteilen Klauselgruppe Gg in zwei Teilgruppen Gs 1, Gg,2-

a 66,1 .
Falls M zum Zeitpunkt i an der Position j das Symbol sy hat und
der Lese-/Schreibkopf nicht an der Position j steht, dann hat M
auch zum Zeitpunkt i + 1 an Position j das Symbol s.

a Ge,gi
Der Wechsel von einer Konfiguration zur nachsten entspricht
tatsachlich 4.
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Klauselgruppe 6,1: A\‘(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Falls M zum Zeitpunkt / an der Position j das Symbol s, hat und der Lese-/Schreibkopf nicht
an der Position j steht, dann hat M auch zum Zeitpunkt / + 1 an Position j das Symbol s.
Konstruktion:

0<i<p(n
(S[i,j, K] /\m) — S[i+ 1,5kl far {—p(n) <j < p(n) + 1
0<k<?
Dies ergibt die Klausel
0<i<p(n
S[i,j, kI v H[i,j1v S[i+1,j,k]  far {—p(n) <j < p(n) + 1
0<k<?
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Klauselgruppe 6,2:
Der Wechsel von einer Konfiguration zur nachsten entspricht tatsachlich 5.

® Seid(qa sy) = (Qp, Sy, d), d € {-1,0,1} (steht fir L,N,R)
Konstruktion:

(HI[i,j1 A Qi a]l A Sli,j,u]) = H[i+1,j+ d]
und (H[i,j] A Q[i,a] A S[i,j,u]) = Q[i+1,b]
und (H[i,j1 A Q[i,a] A S[i,j,u]) = S[i+1,],v]

Dies ergibt folgende Klauseln

Hli,j1Vv Qli,al v S[i,j,u]l vV H[i+1,j + d]
Hli,j1v Qli,al v S[i,j,ul v Q[i + 1, b]
Hli,j1v Qli,al v S[i,j,ul v S[i+1,j, V]

foro<i<p(n), -p(n)<j<pn+1,0<ab<r,0<uv=?
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Zwischenbilanz

® Wir beweisen, dass SAT NP -vollstandig ist.
® Fir jede beliebige aber feste Sprache L € NP konstruieren wir eine polynomiale Reduktion

Lo LSATy d.h.
® wir konstruieren eine Abbildung f; : ¥* — Dsar

® gsodassflralle x e X% gilt: x €L o fi(x)€ Jsar
® und f; polynomial berechenbar ist.

Institut fir Theoretische Informatik
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Zwischenbilanz A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Wir beweisen, dass SAT NP -vollstandig ist.
® Fir jede beliebige aber feste Sprache L € NP konstruieren wir eine polynomiale Reduktion
Lo LSATy d.h.
® wir konstruieren eine Abbildung f; : ¥* — Dsar
® gsodassflralle x e X% gilt: x €L o fi(x)€ Jsar
® und f; polynomial berechenbar ist.

® Wir betrachten eine NTM M die L akzeptiert.

Wir betrachten Polynom p(n) das die Laufzeit von M beschrankt.

® F{r beliebiges x € X* konstruieren wir f;(x) mit Variablen Q[/, f],
Hli, j1, Sli, j, k] und Klauselmenge C := Gy U Go U --- U Gg.
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Zwischenbilanz A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Wir beweisen, dass SAT NP -vollstandig ist.
® Fir jede beliebige aber feste Sprache L € NP konstruieren wir eine polynomiale Reduktion
Lo LSATy d.h.
® wir konstruieren eine Abbildung f; : ¥* — Dsar
® gsodassflralle x e X% gilt: x €L o fi(x)€ Jsar
® und f; polynomial berechenbar ist.

® Wir betrachten eine NTM M die L akzeptiert.

Wir betrachten Polynom p(n) das die Laufzeit von M beschrankt.

® F{r beliebiges x € X* konstruieren wir f;(x) mit Variablen Q[/, f],
Hli, j1, Sli, j, k] und Klauselmenge C := Gy U Go U --- U Gg.

3 akzeptierende
x e L = Berechnung von M fir
Eingabe x

3 Wahrheitsbelegung die
alle Klauseln in C erfllt.
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Zwischenbilanz A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Wir beweisen, dass SAT NP -vollstandig ist.
® Fir jede beliebige aber feste Sprache L € NP konstruieren wir eine polynomiale Reduktion
Lo LSATy d.h.
® wir konstruieren eine Abbildung f; : ¥* — Dsar
® gsodassflralle x e X% gilt: x €L o fi(x)€ Jsar
® und f; polynomial berechenbar ist.

® Wir betrachten eine NTM M die L akzeptiert.

Wir betrachten Polynom p(n) das die Laufzeit von M beschrankt.

® F{r beliebiges x € X* konstruieren wir f;(x) mit Variablen Q[/, f],
Hli, j1, Sli, j, k] und Klauselmenge C := Gy U Go U --- U Gg.

3 akzeptierende
x € L <= Berechnung von M fur
Eingabe x

3 Wahrheitsbelegung die
alle Klauseln in C erfllt.
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Polynomialitat der Transformation

Wir schatzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.
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Polynomialitat — Klauselgruppe 1:

Zum Zeitpunkt / ist M in genau einem Zustand.
Konstruktion:

® Zu jedem Zeitpunkt i ist M in mindestens einem Zustand
Q[i,0] vV ---Vv Q[i,r] fur0 <i< p(n)
® Zu jedem Zeitpunkt i ist M in nicht mehr als einem Zustand

Qli.jlvV Qli,j/] faro<i<p(n), 0<j<j <r

Abschétzung:
(r+1)-(p(n)+1)+2-(p(n)+ 1)%r(r+ 1)
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Polynomialitat — Klauselgruppe 2:

Zum Zeitpunkt / hat der Lese-/Schreibkopf genau eine Position
Konstruktion:

® Zum Zeitpunkt / hat der Lese-/Schreibkopf mindestens eine
Position
Hli,—p(m]V ---Vv H[i,p(n)+1] far0 <i < p(n)
® Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf héchstens eine
Position

Hli, j1v H[i,j’] far {

0<i<p(n
—p(n) <j<j <p(n)+1
Abschéatzung:

(2p(n) +2) - (p(n) + 1) + 2 (p(n) + 1)%(2P(n) +1)(2p(n) +2)
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Polynomialitat — Klauselgruppe 3:

Zum Zeitpunkt / enthélt jede Bandstelle genau ein Symbol
Konstruktion:
® Zum Zeitpunkt / enthalt jede Bandstelle mindestens ein Symbol

0<i<p(n

—p(n) <j < p(n) +1

® Zum Zeitpunkt i enthélt jede Bandstelle hdchstens ein Symbol
0<i<p(n

Sli,j, k] Vv Sli,j, k"] fur {—p(n) <j < p(n)+1

O<k<k/ <t

Sli,j, 01V S[i,j,1]1v ---Vv S[i,j, €] fur {

Abschétzung:
(£+1)+ (PUn) + 1)(2p(n) +2) + 2 (p() + 1(@p(n) +2)2 (¢ +1)
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Polynomialitat — Klauselgruppe 4:

Festlegung der Anfangskonfiguration zum Zeitpunkt 0

® M istim Zustand qo
Q[0, 0]
® der Lese-/Schreibkopf steht an Position 1 des Bandes
H[0,1]
® inden Zellen 1 bis n steht das Wort x = sy, - - - s

n

S[0,0,0], S[0,1, k1], ...,S[0,n, ky] flr Eingabe x = sy, - - - sk,
S[0,n+1,0],...,8[0,p(n)+1,0] rechts der Eingabe sind LI

Abschétzung:
2+(n+1)+(p(n)+1-n)
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Polynomialitat — Klauselgruppe 5: ﬂ(IT

Bis zum Zeitpunkt p(n) hat M den Zustand g, erreicht.

Konstruktion:
Q[p(n), 1]

Abschiétzung:
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Polynomialitat — Klauselgruppe 6,1: A\‘(IT
Falls M zum Zeitpunkt / an der Position j das Symbol s, hat und der Lese-/Schreibkopf nicht
an der Position j steht, dann hat M auch zum Zeitpunkt / + 1 an Position j das Symbol s.
Konstruktion:

0<i<p(n
(S[i,j, K] /\m) — S[i+1,j,k]  fir {—p(n) <j < p(n) +1
0<k<?
Dies ergibt die Klausel
0<i<p(n
S[i,j, kI Vv H[i,j1V S[i+1,j,k] fir 4 —p(n) <j < p(n) + 1
0<k<¢

Abschéatzung:
3 p(m(2p(n) +2)(£ +1)
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Polynomialitat — Klauselgruppe 6,2:

Der Wechsel von einer Konfiguration zur nachsten entspricht tatsachlich 5.
a Sel 5(qa’ SU) = (qba SVa d)s d € {_1 s O’ 1} (Steht fur LaNaR)

Hli, j] v Qli,a] v S[i, j,u] v H[i +1,j + d]
HIi,j1v Qli,al v S[i,j,u] v Q[i + 1, b]
Hli,j1v Qli,al v Sli,j,u]l v S[i +1,j,v]

firo<i<p(n), -p(n)<j<pn+1,0<ab<r,0<uv<?

Abschétzung:
4-3-p(n2p(n)+2)(r+1)(¢+1)
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Polynomialitat der Transformation

Wir schatzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.
Gy:
Go:
Gs:
Gs:
Gs:
Gs:

(p(n) + 1)(r +1)?

4(p(n) +1)°

2(p(n) +1)2(€ +1)2

p(n)+ 4

1

6p(n)(p(n) + 1)(€ + 1)(4r + 5)
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Polynomialitat der Transformation

Wir schatzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.

Gy: (p(n) +1)(r+1)?

Go: 4(p(n)+1)3

Gs: 2(p(n) +1)2(L +1)?

Gy: p(n)+4

Gs: 1

Gs: 6p(n)(p(n)+ 1)(€+1)(4r+5)

r und ¢ sind Konstanten, die durch M (und damit durch L)
induziert werden

p(n) ist ein Polynom in n
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Polynomialitat der Transformation

Wir schatzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.
Gy:
Go:
Gs:
Gs:
Gs:
Gs:

(p(n) + 1)(r +1)?

4(p(n) +1)°

2(p(n) +1)2(€ +1)2

p(n)+ 4

1

6p(n)(p(n) + 1)(€ + 1)(4r + 5)

Also sind alle GréBen polynomial in n.

® Die angegebene Funktion f; ist damit eine polynomiale
Transformation von L nach Lgar.
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Der Satz von Cook im Ruckblick:

Satz von Cook.

SAT ist NP-vollstéandig.

Beweisidee:
® Zu gegebener Sprache L € NP und Eingabe x € X* konstruiere eine SAT-Instanz f;(x) € Dsar.
® Variablen der SAT-Instanz kodieren mégliche Zustédnde der NTM zu verschiedenen Zeitpunkten.

® Klauseln der SAT-Instanz garantieren

® sinnvolle Zustandsiibergénge, so wie von der NTM definiert
® Erflllbarkeit genau dann, wenn die NTM akzeptiert

® Dazu brauchen wir nur polynomial viele Variablen und Klauseln.
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Der Satz von Cook im Ruckblick:

Satz von Cook.

SAT ist NP-vollsténdig.

Damit haben wir gezeigt:

® SAT gehdrt zu den schwersten Problemen in NP.
® Koénnte man SAT in polynomialer Zeit 16sen, so kénnte man alle Probleme in NP in
polynomialer Zeit I6sen.

® [ 3sst sich SAT in polynomialer Zeit auf ein Problem II transformieren,
so muss IT NP-vollstandig sein.

® Das haben wir schon gemacht:
SAT oc 3SAT
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Der Plan

® 3SAT ist NP-vollstandig
~»> 3SAT e NP
~> SAT oc 3SAT

& 2SAT istin P
| MAX2SAT ist

NP-vollstéandig
~> Ubung

® CLIQUE ist
NP -vollstandig
~» CLIQUE € NP
~» 3SAT « CLIQUE

37/45 06.12.2022

fDie Klasse NP

~

N"P-volistandig

~

| EXACT COVER |

| CLIQUE | [3COLOR]
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N SAT

MAX2SAT
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Q\ Die Klasse P
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® 3COLOR ist NP-vollstéandig
~»> 3COLOR € NP
~> 3SAT o« 3COLOR

® EXACT COVER ist
NP-vollstandig
~> EXACT COVER € NP
~» 3COLOR o« EXACT COVER
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Das Problem CLIQUE A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Eine Clique in einem Graphen G = (V, E) ist eine Menge V' C V
sodass furalle i,j € V’,i # j, gilt: {i,j} € E.

Problem CLIQUE

Gegeben: Graph G = (V, E) und ein Parameter K < | V|
Frage: Gibtes in G eine Clique der Gro3e mindestens K?
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Beweis: NP-Vollstéandigkeit von CLIQUE

Das Problem CLIQUE ist NP-vollstandig.

CLIQUE € NP:

® Fir eine gegebene Menge V'’ C V kann in polynomieller Zeit Uberpriift werden, ob
® firallei,je V', i#jgit {i,j} € E
o |V|=K
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE
3SAT o CLIQUE
® Sei C={cy,...,cn} eine 3SAT-Instanz mit
Ci = Xj1 V X2 V Xj3 und Xjj € {U1,. . .,Um,U_1,. . ,U_m}

Wir transformieren C in eine CLIQUE-Instanz (G = (V, E), K) .

® Venthdlt 3nKnoten v; fir1 <i<n, 1 <j<3.
® v und vk, sind durch Kanten aus E verbunden genau dann,

wenn:
B £k (Literale sind in verschiedenen Klauseln)
® Xj # Xke (Literale sind gleichzeitig erfillbar)

& Wirsetzen K :=n
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE ﬂ(IT

® Venthalt 3nKnoten v; fir1 <i<n, 1 <j<3.

® v und vk, sind durch Kanten aus E verbunden genau dann,

wenn:
| £k (Literale sind in verschiedenen Klauseln)
® X # Xkr (Literale sind gleichzeitig erfiillbar)

Beispiel: Sei C={uy Vu> VU3, Uy VUV Uz, Ui V Us V Us}.

Knotennummer ‘ V11 Vio Vi3 Vo1 Voo Vo3 V31 V3o V33
Literal lwm w2 U3 ow U Uz U7 e Us.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE

® Die Transformation kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Noch zu zeigen:
® 3SAT-Instanz C ist Ja-Instanz < CLIQUE-Instanz (G, K) ist Ja-Instanz
& (st Ja-Instanz:

Es existiert Wahrheitsbelegung t: U — {wahr, falsch}, so dass
alle Klauseln in C unter t erflllt sind.

® (G, K)ist Ja-Instanz:
Es existiert Knotenmenge V' C V, so dass |V’| > K und
alle Knoten in V'’ paarweise durch Kanten in G verbunden sind.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE ﬂ(IT

3SAT-Instanz C ist Ja-Instanz = CLIQUE-Instanz (G, K) ist Ja-Instanz:

® Wahle eine beliebige erfiillende Wahrheitsbelegung t von C.
® Wahle in jeder Klausel ein wahres Literal.
® Diese Knoten in G bilden eine Clique V'’ der GroBBe K = n.

Beispiel: Sei C = {uy VUV Us, Uy VU V Uz, Ui V UV Us}.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE ﬂ(IT

3SAT-Instanz C ist Ja-Instanz = CLIQUE-Instanz (G, K) ist Ja-Instanz:

® Wahle eine beliebige erfiillende Wahrheitsbelegung t von C.
® Wahle in jeder Klausel ein wahres Literal.
® Diese Knoten in G bilden eine Clique V'’ der GroBBe K = n.

Beispiel: Sei C = {uy VUV Us, Uy VU V Uz, Ui V UV Us}.
t(u1) = wahr

t(ug) = wahr

t(ug) = falsch
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE ﬂ(IT

3SAT-Instanz C ist Ja-Instanz = CLIQUE-Instanz (G, K) ist Ja-Instanz:

® Wahle eine beliebige erfiillende Wahrheitsbelegung t von C.
® Wahle in jeder Klausel ein wahres Literal.
® Diese Knoten in G bilden eine Clique V'’ der GroBBe K = n.

Beispiel: Sei C = {uy VUV Us, Uy VU V Uz, Ui V UV Us}.
t(u1) = wahr

t(ug) = falsch
t(ug) = falsch
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE ﬂ(IT

3SAT-Instanz C ist Ja-Instanz < CLIQUE-Instanz (G, K) ist Ja-Instanz:

@ Wihle eine Clique V’ der GréBBe K = nin G.
® Dies ist ein Knoten pro Klausel. Wir setzen dieses Literal in t auf wahr.
® Dannist {(u) # t(u) und alle Klauseln in C sind erfillt.

Beispiel: Sei C={uy VU VUs, Uy VU VUs, Uy V Us V Us}.

43/45 06.12.2022 Torsten Ueckerdt: Theoretische Grundlagen der Informatik Institut fir Theoretische Informatik



Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE ﬂ(IT

3SAT-Instanz C ist Ja-Instanz < CLIQUE-Instanz (G, K) ist Ja-Instanz:

@ Wihle eine Clique V’ der GréBBe K = nin G.
® Dies ist ein Knoten pro Klausel. Wir setzen dieses Literal in t auf wahr.
® Dannist {(u) # t(u) und alle Klauseln in C sind erfillt.

Beispiel: Sei C={uy VU VUs, Uy VU VUs, Uy V Us V Us}.

t(u1) = wahr
t(ug) = wahr

t(us) = beliebig
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Zwischenstand Polynomiale Reduktion

Testen Sie sich: Kénnen Sie zeigen, dass folgendes Problem N#-vollstandig ist?

Geg.: Graph G, Zahl K
Frage: JV' C V,|V'| =K,
keine zwei Knoten
in V’ verbunden?

I’ o« II

bekannt NP -vollstandig NP-vollstandig zu zeigen
(wahle ahnlich zu II)

. ‘ spezielle Instanzen
beliebige Instanzen —  (groBer, aber noch polynomial)

Ja-Instanzen — Ja-Instanzen
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Der Plan

® 3SAT ist NP-vollstandig
~»> 3SAT e NP
~> SAT oc 3SAT

& 2SAT istin P

® MAX2SAT ist
NP-vollstandig
~> Ubung

® CLIQUE ist
NP -vollstandig
~» CLIQUE € NP
~» 3SAT o« CLIQUE
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® 3COLOR ist NP-vollstandig
~»> 3COLOR € NP
~» 3SAT o 3COLOR

@ EXACT COVER ist
NP-vollstéandig
~» EXACT COVER € NP
~» 3COLOR o« EXACT COVER

Nachste Vorlesung:
weitere Reduktionen
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