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Letzte Vorlesung

Pumping-Lemma fir reguldre Sprachen

Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so dass fur jedes Wort w € L mit
|w| > n eine Darstellung w = uvx mit |uv| < n, v # ¢, existiert, bei der auch uv'x € List fir alle
i € Np.

Fir alle VL C 3" mit L regular
existiert dneN
for alle VYw e Lmit|w| > n
existiert Ju,v,x € mitw = uvx, luv| < nv#¢
fur alle VieNp:
gilt wix el
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Verallgemeinertes PL fur regulare Sprachen A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Verallgemeinertes Pumping-Lemma

Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so dass flr jedes Wort w € L mit

|w| > n und fir jede Darstellung w = pys mit |y| = n eine Darstellung y=uvx mit v # ¢, existiert,
bei der auch puv'xs € List fir alle i € Ny.

Far alle VL C 3" mit L regular
existiert dneN
for alle Vwe Lmitw=pys,|y|=n
existiert Au,v,x eX mity = uvx,v £ ¢
fur alle Vi€ Ny:
gilt puv'xse L

3/20 10.11.2022 Torsten Ueckerdt: Theoretische Grundlagen der Informatik Institut fir Theoretische Informatik



AIT

Verallgemeinertes PL fir regulare Sprachen

Verallgemeinertes Pumping-Lemma

Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so dass flr jedes Wort w € L mit
|w| > n und fir jede Darstellung w = pys mit |y| = n eine Darstellung y=uvx mit v # ¢, existiert,
bei der auch puv'xs € List fir alle i € Ny.

Beweis:
® Betrachte L eine regulare Sprache, beliebig. ~» VL regular
® SeiA=(Q,204,s, F)ein DEA, der L erkennt.
& Wahle n:= Q). ~ dne N
@ Betrachte pys € L mit |y| = n, beliebig. ~» Vw =pyse L, |y|=n
® Seiqo, ..., qndie Folge der n+ 1 Zustande, die bei der

Abarbeitung von y durchlaufen werden.
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Verallgemeinertes PL fur regulare Sprachen

3/20

® Betrachte pys € L mit |y| = n, beliebig. ~ Yw =pyse L, |y| =n
® Seiqo, ..., qndie Folge der n+ 1 Zustande, die bei der

Abarbeitung von y durchlaufen werden.

Dan+1>n=1Q)|, enthalt qo, . . ., g, mindestens einen Zykel.

® Wahle Darstellung y = uvx so dass v dem Teilwort entspricht das

beim Durchlaufen des Zykels abgearbeitet wird.
~> Ju, v, X, Yy = uvx

Insbesondere ist v nicht leer. ~w V£ E

@ Betrachte i € Ny, beliebig. ~» Vi € Ny

Der Zykel kann auch i Mal durchlaufen werden, ohne den
Endzustand zu andern.

Also erkennt der Automat auch puv'xs. ~> puvixs € L
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Beispiel (3) - Anwendung Verallgemeinertes PL

Aussage des verallgemeinerten PL flr Sprache L:

InVwelLLw=opys,|yl=n3uvwx =y, v+eVieNy: puvixse L

Durch Widerlegen der Aussage des verallgemeinerten PL flr eine gegebene Sprache L zeigen wir,
dass L nicht regulér ist.
Beispiel (3)
w 3={0,1},L={we=*: w=1K (k> 0)oder w = 0/1¥° (j > 1, k > 0)}.
“¥”  Betrachte belleblges neN.
“F”  Wahle w = 0"1" mit der Zerlegungp=0",y =1",s = 1m-n,
“¥”  Betrachte beliebige Zerlegung y = uvx, v # ¢.
“F* Wahlei=2
“gilt’’ Dav =12firein1 < a< n,ist puvxs = 0M™+3 ¢ [
~» L erfillt nicht Aussage des verallgemeinerten Pumping-Lemmas.
~» L ist nicht regular.
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.
Kapitel e

® Minimierung von Automaten
® Aquivalenzklassenautomat
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Minimierung von Automaten

Frage: Kann man konstruktiv die Anzahl der Zustande eines deterministischen endlichen
Automatens erheblich verringern?
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Minimierung von Automaten

Frage: Kann man konstruktiv die Anzahl der Zustdnde eines deterministischen endlichen
Automatens erheblich verringern?

Definition.
Zustande eines (deterministischen) endlichen Automatens, die vom
Anfangszustand aus nicht erreichbar sind, heiBen liberfliissig.
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_—
Beispiel

(v

7/20 10.11.2022 Torsten Ueckerdt: Theoretische Grundlagen der Informatik Institut fir Theoretische Informatik



Finden nicht Uberfllissiger Zustande ﬂ(IT

® Wir kénnen endliche Automaten als gerichtete Graphen auffassen.

® Die Uberflissigen Zustande entsprechen dann den Knoten, zu denen es vom Anfangsknoten aus
keinen gerichteten Weg gibt.

® FEine Tiefensuche (Depth—First Search, DFS) in dem Graphen liefert damit alle nicht
Uberfllissigen Zustande.

Die Menge aller Uberflissigen Zustande eines (deterministischen)
endlichen Automaten kann in der Zeit O(|Q| - |2|) berechnet werden.

Beweis: Wende DFS ab dem Startzustand an. Dies erfordert einen
Aufwand proportional zu der Anzahl der Kanten in dem Graphen.

® Ein deterministischer endlicher Automat ohne Uberflissige
Zustande muss jedoch noch nicht minimal sein.
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Beide Automaten akzeptieren die Sprache
L={we{0,1}": (J]wlp mod 2) =(Jw|y mod 2) =0}
mit |w|; = Anzahl der Vorkommen des Zeichens a € X in w.
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® Zwei Zustande haben dasselbe Akzeptanzverhalten, wenn es fir das Erreichen eines
Endzustandes durch Abarbeiten eines Wortes w unerheblich ist, aus welchem der beiden
Zustande wir starten.

® Reduktion der Anzahl der Zustédnde durch Zusammenlegen der Zustande mit gleichem
Akzeptanzverhalten

@ | etztes Beispiel: Farbung der Zustande mit gleichem Verhalten durch gleiche Farben
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,
.
Aquivalenz

® Zwei Zustande haben dasselbe Akzeptanzverhalten, wenn es fiir das Erreichen eines
Endzustandes durch Abarbeiten eines Wortes w unerheblich ist, aus welchem der beiden
Zustande wir starten.

® Reduktion der Anzahl der Zustédnde durch Zusammenlegen der Zustande mit gleichem
Akzeptanzverhalten

@ | etztes Beispiel: Farbung der Zustande mit gleichem Verhalten durch gleiche Farben

Zwei Zustéande p und q eines deterministischen endlichen Automaten
heiBen aquivalent (p = g), wenn fiir alle Worter w € * gilt:

o(p,w)e F < 6(q,w)€F.

Offensichtlich ist = eine Aquivalenzrelation. Mit [p] bezeichnen wir die
Aquivalenzklasse der zu p dquivalenten Zustande.
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Der i\quivalenzklassenautomat

Aquivalenzklassenautomat

Zu einem DEA A = (Q, %, §, s, F) definieren wir den Aquivalenzklassenautomaten
A= = (Q7, 37,67, s7, FF) durch:

® O :={[q]: g€ Q} a 3= .=3
® 5%([ql,a) := [4(q. @)] " 5T i=s]
a F=:={[f]: feF}
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Der i\quivalenzklassenautomat

Aquivalenzklassenautomat

Zu einem DEA A = (Q, %, §, s, F) definieren wir den Aquivalenzklassenautomaten
A= = (Q7, 37,67, s7, FF) durch:

® O :={[q]: g€ Q} a 3= .=3
® 5%([ql,a) := [4(q. @)] " 5T i=s]
a F=:={[f]: feF}

Der Aquivalenzklassenautomat A= zu einem deterministischen
endlichen Automaten A ist wohldefiniert.
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Der Aquivalenzklassenautomat

Der Aquivalenzklassenautomat A= zu einem deterministischen endlichen Automaten A ist
wohldefiniert.
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Der i\quivalenzklassenautomat

Der Aquivalenzklassenautomat A= zu einem deterministischen endlichen Automaten A ist
wohldefiniert.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass F= und 6= wohldefiniert sind, der
Rest ist klar. Dazu zeigen wir:

® ein Endzustand kann nur zu einem Endzustand &quivalent sein,

@ § fihrt &quivalente Zustande beim Lesen desselben Symbols
wieder in dquivalente Zustande tber.

12/20 10.11.2022 Torsten Ueckerdt: Theoretische Grundlagen der Informatik Institut fir Theoretische Informatik



AIT

Der i\quivalenzklassenautomat

Der Aquivalenzklassenautomat A= zu einem deterministischen endlichen Automaten A ist
wohldefiniert.

® ein Endzustand kann nur zu einem Endzustand &quivalent sein,

Es qilt
d(p,€),6(q,¢) € Fgenau firp,q e F.

Also:
Falls p = g,danngilt p,q € Foderp,q ¢ F.

Also ist F= wohldefiniert.
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Der i\quivalenzklassenautomat

Der Aquivalenzklassenautomat A= zu einem deterministischen endlichen Automaten A ist
wohldefiniert.

® § fihrt &quivalente Zusténde beim Lesen desselben Symbols
wieder in dquivalente Zustande tber.

Sei p = q. Dann qilt fir alle w € ¥*
é(qw)e F & 5(p,w) e F

Somit gilt nach Definition von = auch fir alle a € X:
5(6(q,a),w) = 6(q,aw) € F < 5(p, aw) = 5(5(p, a), w) € F.
Damit folgt (g, a) = §(p, a), also ist auch 6= wohldefiniert.
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Der Aquivalenzklassenautomat

Der Aquivalenzklassenautomat A= zu A akzeptiert dieselbe Sprache wie A.
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Der Aquivalenzklassenautomat

Der Aquivalenzklassenautomat A= zu A akzeptiert dieselbe Sprache wie A.
Beweis:

® SeiweX*, q:=S0q,...,qndie Folge der Zustande, die von A bei
der Abarbeitung von w durchlaufen werden.

® Es gilt nach Definition von §=:
§(qa=p = 6 (lql.a)=1[4(q,a)]=p].
® Bei Abarbeitung von w in A= werden dann die Zusténde
[qo]. [q1], - - .. [gn] durchlaufen.

® A akzeptiert w genau dann, wenn g, € F gilt. A= akzeptiert w genau
dann, wenn [g,] € F~ gilt.

® Nach Definition von A= ist g, € F genau dann, wenn [qgn] € F~ gilt.
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Wie konstruiert man A= zu A? D.h. wie berechnet man alle Aquivalenzklassen zu den Zustanden
von A?

Beweis der Aquivalenz von zwei Zustanden p scheint aufwendig:

Nach Definition muss nachgewiesen werden, dass fir alle w € X* gilt:

é(p,w) e F < 6(q,w) € F.

® Es gibt jedoch unendlich viele w € ¥*.
® Es st einfacher fir p und q zu zeigen, dass p nicht &quivalent zu q ist.

® Dafir bendtigen wir nur ein Wort w € £* mit

S(p,w) € F oder S(p,w) ¢ F
aber 5(q,w) ¢ F aber 6(q, w) € F.
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Zeugen fur Nichtaquivalenz

Seienp,q € Q, w € X" mit

S, w) € F oder 5(p.w) ¢ F
aber 6(q,w) ¢ F aber §(q, w) € F.

Wir bezeichnen ein solches Wort w als Zeuge fir die Nichtaquivalenz von p und g und sagen w
trennt p und q.

Idee: Teste systematisch Zustandspaare auf Nichtaquivalenz

® Betrachte alle Worter aus X in aufsteigender Lange.

® Uberpriife fiir jedes Wort, ob es Zeuge fiir Nichtdquivalenz von
zwei Zustanden ist.
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® Betrachte alle Wérter aus X in aufsteigender Lange.
® Uberpriife fiir jedes Wort, ob es Zeuge fiir Nichtdquivalenz von zwei Zustanden ist.

Wann kann dieses Verfahren abgebrochen werden?
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Abbruchkriterium ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Betrachte alle Wérter aus X in aufsteigender Lange.
® Uberpriife fiir jedes Wort, ob es Zeuge fiir Nichtdquivalenz von zwei Zustanden ist.

Wann kann dieses Verfahren abgebrochen werden?

® Sei w = aw’ ein kirrzester Zeuge fir p £ q.
Dann ist w’ Zeuge fiir p’ := 6(p, a) £ 5(q,a) =: q’.

@ Wenn es fiir p’ # g’ einen kiirzeren Zeugen w”’ gébe, so ware
aw’’ ein kirzerer Zeuge flir p # g als w.

® Dies ware ein Widerspruch dazu, dass w ein kirzester Zeuge ist.

Fazit: Wenn wir alle Wérter aus >* in der Reihenfolge ihrer Lange
darauf testen, ob sie Zeuge sind, und flr eine bestimmte Lénge kein
Zeuge mehr fur eine Nichtaquivalenz auftritt, sind wir fertig.
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Vorgehensweise

Vorgehensweise fiir die Konstruktion von A= aus A

@ Betrachte alle Zustandspaare und zunéchst ¢,
® dann alle Elemente aus 3,

® dann alle Wérter der Lange 2 aus X*,

a8 y.s.w.

Zunachst betrachte alle Zustande als eine Klasse.
® Dann trennt ¢ die Zustande aus F von denen aus Q\F.

® Danach testen wir nur noch Paare von Zustanden aus F
beziehungsweise Q\F.

® Durch mindestens ein Wort der Lange 1 wird entweder F oder
Q\F weiter getrennt, oder das Verfahren ist beendet.

® Dies wird iterativ so weitergeftihrt mit Wértern wachsender Lange.
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Vorlaufige Aquivalenzklassen
vorher

{00,01,02,03, 10,11,12,13,

20,21,22,23, 30, 31, 32,33}

nachher

{00, 02, 20,22} {01,03,10, 11,

12,13,21,283, 30, 31, 32,33}

¢ trennt {00, 02, 20, 22} von {01,03,10, 11, 12,13, 21, 23, 30, 31, 32, 33}

N’
grin
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Beispiel zur Vorgehensweise

0 trennt {10, 30, 12, 32} von {01, 03, 11, 13,21, 23, 31, 33}

————
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Vorlaufige Aquivalenzklassen
vorher

{00, 02, 20,22} {01,03,10, 11,

12,13, 21,283, 30, 31, 32,33}

nachher

{00, 02, 20,22} {10,30, 12,32}

{01,08,11,13,21, 23, 31,33}

Institut fir Theoretische Informatik



Beispiel zur Vorgehensweise ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Vorlaufige Aquivalenzklassen
vorher

{00, 02, 20,22} {10, 30, 12,32}

{01,03,11,13,21,23, 31,33}

nachher

{00, 02, 20,22} {10,30, 12,32}

{01,08,21,23} {11,13,31,33}

1 trennt {01, 03, 21,23} von {11,13, 31,33}

blau weil3
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Beispiel zur Vorgehensweise

Die Wérter 00,01, 10, 11 trennen keine Zustandspaare mehr.
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Beispiel zur Vorgehensweise

Aquivalenzklassen

{00, 02,20, 22} {10,30, 12, 32}
{01,03,21,23} {11, 13,31, 33}

Fazit: Die Aquivalenzklassen der Zusténde sind:
s = [00], g1 = [01],g2 = [10] und g5 = [11].
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Zusammenfassung
Aussage des Verallgemeinerten Pumping-Lemmas:

AnVwe LLw=pys,|y|=n3Juvx =y,v # e VieNp: puvixs € L ()

® \Verallgemeinertes PL: Lreguldar = L erflllt (%)
® Widerlegen der Aussage des Lemmas beweist Nicht-Regularitat:

L erflllt (%) nicht = L ist nicht regulér
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Zusammenfassung ﬂ(IT
Aussage des Verallgemeinerten Pumping-Lemmas:
AnVwe LLw=pys,|y|=n3Juvx =y,v # e VieNp: puvixs € L (%)

® \Verallgemeinertes PL: Lreguldar = L erflllt (%)
® Widerlegen der Aussage des Lemmas beweist Nicht-Regularitat:
L erfillt (xx) nicht = L ist nicht regular

Aquivalenzklassenautomat

Idee: Reduziere die Anzahl der Zustédnde in DEA A.
Definition: Aquivalente Zustande und A= zu gegebenen DEA A.
Satz: A= ist wohldefiniert und L(A=) = L(A).
Konstruktion: Teste Nicht-Aquivalenz mit Wérter aufsteigender Lange.
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Testen Sie sich! A“(IT
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Testen Sie sich:

SeiX ={0,1}.

Betrachte Ly = {(071)X" | k > 0} und L» = {071 | k > 0}.

~> Gilt die Aussage des verallgemeinerten PL fir Ly und/oder L?
~» Ist Ly und/oder Ly regular?

20/20 10.11.2022 Torsten Ueckerdt: Theoretische Grundlagen der Informatik Institut fir Theoretische Informatik



Testen Sie sich! ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Testen Sie sich:

SeiX ={0,1}.

Betrachte L = {(071)" | k > 0} und Lo = {0"1K" | k > 0}.

~> Gilt die Aussage des verallgemeinerten PL fir Ly und/oder L?
~» Ist Ly und/oder Ly regular?

SeiA=(Q={q,...,9},>2=10,...,9},5,5s=qo, F = {qo, 93, 96, Go }) gegeben durch:

5(gi,a) = {

~» Wieviele Zustande hat A=?
Bonus: Finden Sie A=? Finden Sie L(A~)?

Qi+a fallsi+a<9
Qira—10 fallsi+a > 10.
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