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Werbung: Vorlesung “Algorithmen fiir planare Graphen”

Ein planarer Graph ist ein Graph, der in der Ebene gezeichnet werden, ohne dass die Kanten sich
kreuzen.

® besonders einfache, schnelle und schéne Algorithmen

® manche Probleme, die auf allgemeinen Graphen (N%-)schwer sind,
kénnen auf planaren Graphen sehr effizient gelést werden

® 5 ECTS-Punkte
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Kodierung zum Schutz gegen Ubertragungsfehler

Quellen- L Kanal-
kodierung kodierung

v

Storung —  Kanal
v

Empfineer Quellen- Kanal-
prang dekodierung dekodierung

Quelle
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Kodierung zum Schutz gegen Ubertragungsfehler

® Qualitat einer digitalen Ubertragung wird héufig als gemessene Bitfehlerquote bzw.
Bitfehlerwahrscheinlichkeit angegeben.
® Beherrschung von Ubertragungsfehlern:
® Fehlerkorrektur (beim Empfanger),
® Fehlererkennung und Wiederholungsanforderung.

@ Trade-off:
Wahrscheinlichkeit unentdeckter Fehler vs. Datendurchsatz.
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ParitétSCOdes - EinfaCh Binér Karlsruher Institut far Technologie

Quelle: Wikipedia
® Paritatscode der RS232-Schnittstelle.
® Neunpoliges Kabel erméglicht die parallele Ubertragung von 8 Bits.

@ Dabei werden nur sieben Bits by, .. ., by fir die Nachrichten-
Ubertragung genutzt.

® Das achte Bit bg wird Paritatsbit genannt.
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ParitétSCOdes - Ei nfaCh Binér Karlsruher Institut far Technologie

® Paritatscode der RS232-Schnittstelle.

Neunpoliges Kabel erméglicht die parallele Ubertragung von 8 Bits.

@ Dabei werden nur sieben Bits by, .. ., by fir die Nachrichten-
Ubertragung genutzt.

® Das achte Bit bg wird Paritatsbit genannt.

Wiederholung XOR-Verknlpfung @

S0t
001
110

® Es wird bg so gesendet, dass
bg=b1 ® bo® b3 ® by ® bs ® bg D by.
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ParitétSCOdes - Ei nfaCh Binér Karlsruher Institut far Technologie

Wiederholung XOR-Verknlpfung @

@01
0jojt
110

® Es wird bg so gesendet, dass
bg =bi ® bo® bs ® by & bs & bg & by.
® Mit dem Paritatscode werden einfache Fehler im Codewort
erkannt.
® Gleichzeitige Ubertragung von 2 Fehlern wird nicht erkannt.
Falls ein Fehler erkannt wird, kann die urspriingliche Nachricht
nicht rekonstruiert werden: Die Fehlerstelle ist unbekannt.
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Kreuzsicherung

Paritatszeichen Langsparitit ® Dient zum Schutz gegen Doppelfehler

L X JOIOX JOX JO ® Erklarung am Beispiel Lochkarte
__JeoJelolelel ¢
oJo) JoI Jox I |
L Y JoJolerex I
oJeojeX JoJel 1¢
00000000
00000000
( X X X Jorex X |

Paritatszeichen Querparitat

<— Transportrichtung
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Kreuzsicherung

6/16

Paritatszeichen Langsparitat

L X 2@
OO
00e
L X 2@

g

" YoX Jo
0000
CYoX X
000®

OO0

@
@
@
o

eI0X X0

| JOX
L X X

)
o

-

oJe) J©
oJey X

[OJeX X

Paritatszeichen Querparitat

<— Transportrichtung
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Dient zum Schutz gegen Doppelfehler
Erklarung am Beispiel Lochkarte

Alle 1,2,3 fachen Fehler sind erkennbar
Ab 4 Fehlern nicht zwingend erkennbar
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Kreuzsicherung

Paritatszeichen Langsparitat

® Dient zum Schutz gegen Doppelfehler
[ X JOIOX JOX X0 ® Erklarung am Beispiel Lochkarte
| JOIOXOI0)OX ) O a Alle 1,2,3 fachen Fehler sind erkennbar
000000 ’ ® Ab 4 Fehlern nicht zwingend erkennbar
L X JOIOX®OX X |

COO0000e0
000080
00000000
( X X X Jorex X |

Paritatszeichen Querparitat

<— Transportrichtung
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Kreuzsicherung

6/16

Paritatszeichen Langsparitat

00000000
QOOOQOQQ
oJe) Jol jex I |
L Y JoJojejex I |
GIOIOI010I0X 10
L JoX Jo) o J¢
.QQQ@OQQ
(X X X Jofex X |

10.02.2022

Paritatszeichen Querparitat

<— Transportrichtung
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Dient zum Schutz gegen Doppelfehler
Erklarung am Beispiel Lochkarte

Alle 1,2,3 fachen Fehler sind erkennbar
Ab 4 Fehlern nicht zwingend erkennbar
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Kreuzsicherung

Paritatszeichen Langsparitat

® Dient zum Schutz gegen Doppelfehler

L X JOIOX JOX JO ® Erklarung am Beispiel Lochkarte

| JOIOXOI0)OX ) O a Alle 1,2,3 fachen Fehler sind erkennbar
000000 ’ ® Ab 4 Fehlern nicht zwingend erkennbar
L X JOIOOJeX X |

O00000e0

| JoX JoX JeX JO

00000000

(X X X JOoreX X |

Paritatszeichen Querparitat

<— Transportrichtung
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Paritatscodes

Gegeben ein Alphabet > = {0, 1,..., s} und eine ganze Zahl g > s + 1. Ein Code mit fester Lange n
zum Alphabet ¥ ist ein Paritéatscode, wenn fiir jedes Codewort aja. - - - an

(ag+ax+---+ap) modg=0

gilt.

® Parititscodes enthalten héchstens 15|2|” der moglichen |%|”
Codeworter.
® Paritatscodes “verlangern” die Codewdrter nur um Faktor %

Jeder Paritatscode erkennt Einzelfehler.
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Sei ay - - - a, das urspriingliche Codewort.
Annahme: Das i-te Element wurde fehlerhaft als a; Gbertragen.
Der Ubertragungsfehler wird nicht erkannt, wenn
(ay+a+---+aj+---+ap) mod g=0.
® F{r das urspriingliche Codewort gilt:
(ag+a+---+a;) modg=0.
Also

o
Il

(a1+32+"'+5i+"'+af7) modq

(a1+ax+---+ay) modq
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.
Beweis

0 = (gy+a+---+a@+---+ap) modq
= (a+a+---+ap) modg
Damit
0 = (gg+a+---+a+---+ap) modq
—(ay+a+---+ap) mod g
= (a—a)modgq
Um dies zu erfiillen muss (a; — a;) durch g teilbar sein. Weil aber
0<a,a<s<gq

folgt
a; = a.
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Paritatscodes gegen Vertauschungsfehler

Haufige Fehlerart bei manueller Eingabe: Vertauschungsfehler.
Diese werden von gewdhnlichen Paritédtscodes nicht erkannt.
Sei wieder a; - - - a, ein Codewort.

Paritiatscode mit Gewichten:
Wir fihren zusétzlich ganzzahlige Gewichte wy, ..., w,_1 ein, so dass
(Wy-a1+Wo-ax+-+++Wp_1-8p-1+a8y) modqg=0
gilt.
® Zusatzbedingung: Alle Gewichte w; missen teilerfremd zu g sein.

10/16 10.02.2022 Torsten Ueckerdt: Theoretische Grundlagen der Informatik Institut fir Theoretische Informatik



AIT

Paritatscodes gegen Vertauschungsfehler

® Parititscode mit Gewichten:
Wir fihren zusétzlich ganzzahlige Gewichte wy, ..., w,_1 ein, so dass
(Wy-a1+Wo- a0+ +Wp_1-8p-1+a8p) modqg=0
gilt.
® Zusatzbedingung: Alle Gewichte w; missen teilerfremd zu g sein.

Jeder Paritatscode mit Gewichten erkennt Einzelfehler.

Beweis: Analog zu normalen Paritdtscodes kann gezeigt werden, dass
fur jeden Einzelfehler a; — 3; gilt
w,--(E,-—a,-) mod qg=0.
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@ Paritdatscode mit Gewichten:
Wir fihren zusétzlich ganzzahlige Gewichte wy, ..., w,_1 ein, so dass
(W1 cait+tWwWo-as+ -+ Wpoq - @n-1 +a,,) mod q=0
gilt.
® Zusatzbedingung: Alle Gewichte w; miissen teilerfremd zu g sein.

Ein Paritatscode mit Gewichten erkennt die Vertauschung an den
Stellen i und j, falls die Zahl w; — w; teilerfremd zu q ist.

Beweis: Analog zu oben: Vertauschungsfehler wird nicht erkannt, falls

[(wiai+wja)) — (w;a;+w;a;)] mod g = [(w;—wj)(aj—a)] modg=0.
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.
Bs p - Is B N-1 0 Karlsruher Institut far Technologie

. S Beschreibung ISBN-10 (oben)
o G g @ Alphabet > ={0,1,...,9}, (g=11 = [3]ist Primzahl!),
© 5§ £ ¢ ® Paritatscode der Lange n = 10
O a = v
o L, ® Fir Code ay - - - ajg berechnet sich die Prifziffer ajo aus

817525
i i e (10a; +9a> +8ag + -+ - +2ag + ajp) mod 11 =0

“ “ @ 10g1+---+2a3=275=11-25 = a10=0
9 788175 257665
| —] ] 1L
28 3 2%
S 2 5 Es
G] e =
& 2
(@]
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Bsp : Is B N-1 O Karlsruher Institut fur Technologie
5 o
o G g ® |SBN: International Standard Book Number (ISO Standard
3 E = é 2108)
A1 ™ ® ISBN-10 war bis 2006 iibliche Kodierung
ISBN 817525766-0 ® Seit 2007 EAN-13 (European Article Number)
9"78 8175 257665
L IL 11
z s 3 2%
I8 § E£3
(G) S x
& £
U
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Block-Codes
Quellen- Kanal-
Quelle | kodierung e kodierung
'

® Man unterscheidet verschiedene Arten von

Kanal-Codes. Storung —  Kanal
® Block-Codes: Hier betrachtet man '
" .. Quellen- Kanal-
Codeworte fester Lange' Empfanger H dekodierung dekodierung

Aufeinanderfolgende Blécke werden
unabh&ngig voneinander kodiert.

® Faltungs-Codes: Codeworte kdnnen beliebig
lang sein. Die Zeichen sind vom
Vorgeschehen abhangig.

& Wir befassen uns hier mit Block-Codes.
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Hamming-Distanz und Fehlerkorrektur

Definition.
Furx,y € {0,1}"istd(x,y) :=#{i | i=1,...,n,x; # y;i} die Hamming-Distanz zwischen x und y.

Anschaulich: Die Hamming-Distanz zwischen x und y ist die Anzahl der Zeichen in x, die sich von
denen in y unterscheiden.

Es sei B/(x) die Menge aller Worte y mit d(x,y) < r.

Anschaulich: B, ist eine Kugel (die Hamming-Kugel) um x mit Radius r.
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Hamming-Distanz und Fehlerkorrektur

Definition.
Furx,y € {0,1}"istd(x,y) :=#{i | i=1,...,n,x; # y;i} die Hamming-Distanz zwischen x und y.

Anschaulich: Die Hamming-Distanz zwischen x und y ist die Anzahl der Zeichen in x, die sich von
denen in y unterscheiden.

Es sei B/(x) die Menge aller Worte y mit d(x,y) < r.

Anschaulich: B, ist eine Kugel (die Hamming-Kugel) um x mit Radius r.

Definition.

Sei eine Kodierung C gegeben und y ein empfangenes Wort. Die
Maximume-Likelihood-Decoding dekodiert y als dasjenige Codewort
x € C, fiir das d(x, y) minimal wird.
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Block-Codes A“(IT
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Definition.
® Gegeben ist ein endliches Alphabet 3.
® Ein Block-Code ist eine Teilmenge C C X" flir ein n € N.
® Falls #C = 1, so heiB3t C trivial, da es nur ein Codewort gibt.

Die Minimaldistanz eines nichttrivialen Block-Codes C ist

m(C):= min  d(cy,c) .
c1,c0€C,c1#C2
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Beispiel
Zeichen Codeworte C
A 00000
H 10011
L 11100
O 01111

Maximum-Likelihood-Decoding

@ Empfanger dekodiert 00010 als A, weil
d(00010,00000) = 1.

® Minimaldistanz ist m(C) = min{3,3,4,4,3,3} = 3.
® Es werden 2 Fehler erkannt.
® Eskann 1 Fehler korrigiert werden.
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Ziel:
® Finde Codeworte Cin {0,1}"
mit m(C) groB3, also
paarweise groBer
Hamming-Distanz.
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Block-Codes

Satz.

Ein Block-Code C mit Minimaldistanz m(C) = d kann bis zu d — 1 Fehler erkennen und bis zu | £ |
Fehler korrigieren.

Beweisskizze:
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