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Letzte Vorlesung:  vs. NP
® Die Klasse # aller Probleme, die von deterministischen
Turing-Maschinen in polynomialer Zeit entschieden werden. IstP = NP?

@ Die Klasse NP aller Probleme, die von nichtdeterministischen
Turing-Maschinen in polynomialer Zeit entschieden werden.

® Polynomiale Transformation IT’ o« IT

® |nstanzen von I’ — Instanzen von IT

® in polynomialer Zeit berechenbar

® Ja-Instanz von IT" — Ja-Instanz von 11

Nein-Instanz von II” — Nein-Instanz von II

® Problem II ist NP-vollstandig wenn

® JIe NP und

@ I «cIIflralleIl” e NP
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Letzte Vorlesung:  vs. NP
® Die Klasse # aller Probleme, die von deterministischen
Turing-Maschinen in polynomialer Zeit entschieden werden. IstP = NP?

@ Die Klasse NP aller Probleme, die von nichtdeterministischen
Turing-Maschinen in polynomialer Zeit entschieden werden.

® Polynomiale Transformation IT’ o« IT

® |nstanzen von I’ — Instanzen von IT

® in polynomialer Zeit berechenbar

® Ja-Instanz von IT" — Ja-Instanz von 11

Nein-Instanz von II” — Nein-Instanz von II

® Problem II ist NP-vollstandig wenn

® JIe NP und

® HeeHHdralle H-<AP

@ I’ « IT fir ein N'P-vollstéandiges IT’
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AKIT

Letzte Vorlesung:  vs. NP
® Die Klasse # aller Probleme, die von deterministischen
Turing-Maschinen in polynomialer Zeit entschieden werden. IstP = NP?

@ Die Klasse NP aller Probleme, die von nichtdeterministischen
Turing-Maschinen in polynomialer Zeit entschieden werden.

® Polynomiale Transformation IT’ o« IT
® |nstanzen von II’ — Instanzen von I1
® in polynomialer Zeit berechenbar
® Ja-Instanz von IT" — Ja-Instanz von 11
Nein-Instanz von II” — Nein-Instanz von II
® Problem II ist NP-vollstandig wenn
@ [Te NP und
a H/EEHf"I:aeHIEA(P
@ I’ « IT fir ein N'P-vollstéandiges IT’
Satz von Cook. SAT ist NP-vollstandig.
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Wiederholung: Das Problem SAT (satisfiability) ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Sei U = {uy,..., un} eine Menge von booleschen Variablen.
Es heiBBen u;, u; Literale.

Eine Wahrheitsbelegung fir U ist eine Funktion t: U — {wahr, falsch}.
Eine Klausel ist ein Boolescher Ausdruck der Form

yiv...Vys mit ye{u,...,unt U{u,...,un} Literale

Problem SAT

Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C von Klauseln Uber U.
Frage: Existiert eine Wahrheitsbelegung von U, so dass
jede Klausel in C erflllt wird?

Beispiel:
U={uy,us} mit C={uy Vo, Uy V U} ist Ja-Instanz von SAT.
Wahrheitsbelegung t(uy) = t(u2) = wahr erfilllt alle Klauseln in C.
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AT
Der Satz von Cook (Steven Cook, 1971)
Problem SAT ist NP-vollstandig wenn

Satz von Cook. ® SAT € NP und

SAT ist N¥>-vollstandig. ® firalle I € NP gilt IT o SAT.
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AKIT

Der Satz von Cook (Steven Cook, 1971)
Problem SAT ist NP-vollstandig wenn

Satz von Cook. ® SAT € NP und

SAT ist N¥>-vollstandig. ® firalle I € NP gilt IT o SAT.

Beweis:

® SAT € NP ist erfillt:
Fir eine Instanz / von SAT (mit n Klauseln und m Variablen) und einer Wahrheitsbelegung t
kann in O(m - n) Uberprift werden, ob t alle Klauseln erfilllt, d.h. ob / eine Ja—Instanz ist.

® Wir missen zeigen, dass fiir jede Sprache L € NP gilt: L o« Lgar, wobei Lgar = L[SAT, s] fir ein
geeignetes Kodierungsschema s ist.
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AKIT

Beweis: das Setup

Wir missen zeigen, dass fir jede Sprache L € NP gilt: L « Lgar, wobei Lsar = L[SAT, s] fir ein
geeignetes Kodierungsschema s ist.

® Dazu muss fiir jede Sprache L € NP eine polynomiale Transformation f; angegeben werden, flr
die gilt, dass flr alle x € ¥* (2 Alphabet zu L) gilt

X€EL— fL(X) € LSAT-
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AIT

Beweis: das Setup

Wir missen zeigen, dass fir jede Sprache L € NP gilt: L «c Lgar, wobei Lsar = L[SAT, s] fur ein
geeignetes Kodierungsschema s ist.

® Dazu muss fiir jede Sprache L € NP eine polynomiale Transformation f; angegeben werden, flr
die gilt, dass flr alle x € ¥* (2 Alphabet zu L) gilt

X€EL— fL(X) € LSAT-

® Wir benutzen, dass es eine NTM M zu L gibt, die L in polynomialer Laufzeit entscheidet.

® M seigegeben durch (Q, %, U, T, qo, d, qu, gn) und akzeptiere die Sprache L = L in der
Laufzeit Tp(n) < p(n), wobei p ein Polynom ist mit (O.B.d.A.) p(n) > n.

Gegeben: x € X*
Konstruiere SAT-Instanz, die genau dann erflllbar ist, wenn M die Eingabe x akzeptiert
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AIT

Beweis: das Setup

Gegeben: x € X*
Konstruiere SAT-Instanz, die genau dann erfiillbar ist, wenn M die Eingabe x akzeptiert

® Sei x € X" eine Eingabe mit n := |x|.
® Bei akzeptierender Berechnung von M fiir x ist die Anzahl der Berechnungsschritte < p(n)
® Dann sind héchstens die Zellen —p(n) bis p(n) + 1 des Bandes beteiligt

6/46  25.11.2021 Torsten Ueckerdt: Theoretische Grundlagen der Informatik Institut fir Theoretische Informatik



AIT

Beweis: das Setup

Gegeben: x € X*
Konstruiere SAT-Instanz, die genau dann erfiillbar ist, wenn M die Eingabe x akzeptiert

® Sei x € X" eine Eingabe mit n := |x|.
® Bei akzeptierender Berechnung von M fiir x ist die Anzahl der Berechnungsschritte < p(n)
® Dann sind héchstens die Zellen —p(n) bis p(n) + 1 des Bandes beteiligt
Die Berechnung der deterministischen Stufe ist zu jedem Zeitpunkt eindeutig festgelegt durch:
® den jeweiligen Bandinhalt dieser —p(n) bis p(n) + 1 Platze,

® den Zustand der endlichen Kontrolle
® und der Position des Lese-/Schreibkopfs.

Im Folgenden beschreiben wir Bandinhalt, Zustand der endlichen Kontrolle und Position des
Lese-/Schreibkopfs vollstdndig durch Variablen einer Instanz von SAT.
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Beweis: Konstruktion der Variablen

® Bezeichne die Zustande aus Q durch qo, g1 = 9, Q2 = N, G3s - - -» Gr
® Bezeichne die Symbole aus T durch sg = LI, S1,..., S, mit |[T'| = £+ 1.
Es gibt drei Typen von Variablen in der zugehdrigen SAT-Instanz.

Variable Gultigkeitsbereich Bedeutung
Qli, k] 0<i<p(n zum Zeitpunkt i der Uberpriifungsphase ist M in Zustand gy
0<k<r
H[i ] 0<i<p(n zum Zeitpunkt i der Uberpriifungsphase ist der
—p(n) <j < p(n)+1 Lese-/Schreibkopf an Position j des Bandes
Sli,j,k] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uberpriifungsphase ist der
—p(n) <j < p(n)+1 Bandinhalt an Position j das Symbol si
0<k<t
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AKIT

Beweis: Konstruktion der Variablen

® Jede Berechnung von M induziert eine Wahrheitsbelegung dieser Variablen.

® Konvention: Falls M vor dem Zeitpunkt p(n) stoppt, bleibt M in allen folgenden Zustanden in
demselben Zustand und der Bandinhalt unverandert.

Variable Gultigkeitsbereich Bedeutung
Qli, k] 0<i<p(n zum Zeitpunkt i der Uberpriifungsphase ist M in Zustand gy
0<k<r
H[i ] 0<i<p(n zum Zeitpunkt i der Uberpriifungsphase ist der
—p(n) <j < p(n)+1 Lese-/Schreibkopf an Position j des Bandes
Sli,j,k] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uberpriifungsphase ist der
—p(n) <j < p(n)+1 Bandinhalt an Position j das Symbol si
0<k<t
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AKIT

Beweis: Konstruktion der Variablen

Der Bandinhalt zum Zeitpunkt 0 der Uberpriifungsphase sei (bis auf blanks):
® FEingabe x auf Platz 1 bis n
® OQOrakelwort w auf Platz —1 bis —|w|

Variable Gultigkeitsbereich Bedeutung
Qli, k] 0<i<p(n zum Zeitpunkt i der Uberpriifungsphase ist M in Zustand gy
0<k<r
H[i ] 0<i<p(n zum Zeitpunkt i der Uberpriifungsphase ist der
—p(n) <j < p(n)+1 Lese-/Schreibkopf an Position j des Bandes
Sli,j,k] 0<i<p(n) zum Zeitpunkt i der Uberpriifungsphase ist der
—p(n) <j < p(n)+1 Bandinhalt an Position j das Symbol si
0<k<t
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AKIT

Beweis: Zielsetzung

® FEine beliebige Wahrheitsbelegung muss nicht notwendigerweise eine Berechnung induzieren
(zum Beispiel Q[i, k] = Q[i, £] fUr k # ¢).
Also konstruiere Transformation f;, die Klauseln einflihrt, sodass aquivalent ist:
® Fir Eingabe x gibt es eine akzeptierende Berechnung, deren Uberpriifungsphase héchstens
p(n) Zeit bendtigt, und deren Orakel hdchstens Lange p(n) hat.
@ Es gibt eine erflillende Belegung fiir die SAT-Instanz f,(x).
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AKIT

Beweis: Zielsetzung

® FEine beliebige Wahrheitsbelegung muss nicht notwendigerweise eine Berechnung induzieren
(zum Beispiel Q[i, k] = Q[i, ] fur k # ¢).

Also konstruiere Transformation f;, die Klauseln einflihrt, sodass aquivalent ist:
® Fir Eingabe x gibt es eine akzeptierende Berechnung, deren Uberpriifungsphase héchstens
p(n) Zeit bendtigt, und deren Orakel hdchstens Lange p(n) hat.
@ Es gibt eine erflillende Belegung fiir die SAT-Instanz f,(x).

Damit kénnen wir dann schlie3en:
x € L & es existiert akzeptierende Berechnung von M bei Eingabe x

& es existiert akzeptierende Berechnung von M bei Eingabe x mit hdchstens p(n) Schritten
in der Uberpriifungsphase und einem Orakel w der Lange |w| < p(n)
& es existiert erflillende Wahrheitsbelegung fiir Klauselmenge f; (x)
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AKIT

Beweis: Konstruktion der Klauseln — Ubersicht

Klauselgruppe Einschréankung / Bedeutung

G Zum Zeitpunkt i ist M in genau einem Zustand.

Go Zum Zeitpunkt / hat der Lese-/Schreibkopf genau eine Position.
Gs Zum Zeitpunkt / enthalt jede Bandstelle genau ein Symbol aus T'.
Gy Festlegung der Anfangskonfiguration zum Zeitpunkt 0:

M istim Zustand qq, der Lese-/Schreibkopf steht an Position 1 des Bandes,
in den Zellen 1 bis n steht das Wort x = s, - - - s

n

Gs Zum Zeitpunkt p(n) hat M den Zustand q, erreicht.

Gg Zu jedem Zeitpunkt i folgt die Konfiguration von M zum Zeitpunkt i + 1
aus einer einzigen Anwendung von § aus der Konfiguration von M zum Zeitpunkt /.
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AKIT

Klauselgruppe 1:

Zum Zeitpunkt / ist M in genau einem Zustand.

Erinnerung:
Variablen Q[i, k] bedeuten: zum Zeitpunkt i ist M in Zustand gk

Konstruktion:
® Zu jedem Zeitpunkt i ist M in mindestens einem Zustand
Q0] V...vQ[ir] fir0O<i<p(n)
® Zu jedem Zeitpunkt i ist M in nicht mehr als einem Zustand

QlijlvQlij] furo<i<p(n),0<j<j <r
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AKIT

Klauselgruppe 2:

Zum Zeitpunkt / hat der Lese-/Schreibkopf genau eine Position

Erinnerung:
Variablen H[/, j] bedeuten: zum Zeitpunkt i ist der Kopf an Position j des Bandes

Konstruktion:
® Zu jedem Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf mindestens eine Position
Hli,—p(n)] V...V H[i,p(n)+1] fur0 <i< p(n)
® Zu jedem Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf héchstens eine Position

Hlijl v HLij’T far0 < i< p(n), —=p(n) <j<j < p(n)+1
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AKIT

Klauselgruppe 3:

Zum Zeitpunkt / enthélt jede Bandstelle genau ein Symbol

Erinnerung:
Variablen S[/, j, k] bedeuten: zum Zeitpunkt i steht an Position j des Bandes das Symbol sy

Konstruktion:
® Zu jedem Zeitpunkt i enthélt Bandstelle j mindestens ein Symbol
S[i,j,0] v S[i,j,1] V...V S[i,j, €] far0<i<p(n), —p(n) <j<p(n) +1
® Zu jedem Zeitpunkt i enthélt Bandstelle j hdchstens ein Symbol
Sli,j,k] v Sli,j,k’] faro<i<p(n), —-p(n)<j<pn+1, 0<k<k' <t
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AKIT

Klauselgruppe 4:

Festlegung der Anfangskonfiguration zum Zeitpunkt 0
Konstruktion:
® M istim Zustand qg
Q[0,0]
® der Lese-/Schreibkopf steht an Position 1 des Bandes
H[0,1]
® in den Zellen 1 bis n steht das Wort x = s, ... s

n

S[0,0,0], S[0, 1, k¢],...,S[0,n ky] flr Eingabe x = sk, - - - sk,
S[0,n+1,0],...,S[0,p(n) +1,0] fiir rechts der Eingabe
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AKIT

Klauselgruppe 5:

Zum Zeitpunkt p(n) hat M den Zustand g, erreicht.

Konstruktion:
Q[p(n), 1]
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AKIT

Klauselgruppe 6:

Zu jedem Zeitpunkt i folgt die Konfiguration von M zum Zeitpunkt / + 1 aus einer einzigen
Anwendung von § aus der Konfiguration von M zum Zeitpunkt /.

Wir unterteilen Klauselgruppe Gg in zwei Teilgruppen Gs 1, Gs.2.
" Gg:
Falls M zum Zeitpunkt i an der Position j das Symbol s, hat und

der Lese-/Schreibkopf nicht an der Position j steht,
dann hat M auch zum Zeitpunkt i + 1 an Position j das Symbol si.

® Ggpo:
Der Wechsel von einer Konfiguration zur nachsten entspricht tats&chlich §.
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Klauselgruppe 6,1:

Falls M zum Zeitpunkt / an der Position j das Symbol s, hat und der Lese-/Schreibkopf nicht
an der Position j steht, dann hat M auch zum Zeitpunkt / + 1 an Position j das Symbol s.

Konstruktion:

0<i<p(n
(S[i,j, K] /\m) — S[i+1,,k]  fir 4—p(n) <j < p(n) +1
0<k<t
Dies ergibt die Klausel
0<i<p(n
S[ij, kK] VH[i,jlvS[i+1,j.k]  fur {—p(n) <j < p(n)+1
0<k<t
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Klauselgruppe 6,2: ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Der Wechsel von einer Konfiguration zur nachsten entspricht tatsachlich §.
® Seid(qa sy) = (gp, Sy, d),de {-1,0,1} (steht fir L,N,R)
Konstruktion:
(H[i,jl A Qi,a] A S[i,j,u]) = H[i+1,j+d]
und (H[i,j] A Q[i,a]l A S[i,j,u]) = Q[i+1,b]
und (H[i,j] A Q[i,a] A S[i,j,u]) = S[i+1,j,v]
Dies ergibt folgende Klauseln
H[ij1 Vv Q[i,a]l v S[i,j,ul vV H[i+1,j+d]
HIijl1v Qli,a]l v S[i,j,u]l v Q[i+1,b]
Hli,j1 v Qli,al v S[i,j,u]l v S[i+1,j,v]

firo<i<p(n), -p(n) <j<p(n+1,0<ab<r,0<uv<e
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Karlsruher Institut fur Technologie

Zwischenbilanz

® Wir beweisen, dass SAT NP -vollstandig ist.
® Fir jede beliebige aber feste Sprache L € NP konstruieren wir eine polynomiale Reduktion

L oc Lgar, d.h.
® wir konstruieren eine Abbildung f; : ¥* — Dsar

® godassfiralle x e *gilt: x e L o fi(x) € Jsar
® und f; polynomial berechenbar ist.

Institut fir Theoretische Informatik
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Zwischenbilanz A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Wir beweisen, dass SAT NP -vollstandig ist.
® Fir jede beliebige aber feste Sprache L € NP konstruieren wir eine polynomiale Reduktion
L o Lgar, d.h.

® wir konstruieren eine Abbildung f; : ¥* — Dsar
® godassfiralle x e *gilt: x e L o fi(x) € Jsar
® und f; polynomial berechenbar ist.
® Wir betrachten eine NTM M die L entscheidet.
Wir betrachten Polynom p(n) das die Laufzeit von M beschrankt.
® Fir beliebiges x € ¥* konstruieren wir f; (x) mit Variablen Q[/, ], H[/, /], S[4, J, k] und
Klauselmenge C:=Gy U Go U --- U Gg.
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Zwischenbilanz A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Wir beweisen, dass SAT NP -vollstandig ist.

® Fir jede beliebige aber feste Sprache L € NP konstruieren wir eine polynomiale Reduktion
L o Lgar, d.h.

® wir konstruieren eine Abbildung f; : ¥* — Dsar
® godassfiralle x e *gilt: x e L o fi(x) € Jsar
® und f; polynomial berechenbar ist.
® Wir betrachten eine NTM M die L entscheidet.
Wir betrachten Polynom p(n) das die Laufzeit von M beschrankt.
® Fir beliebiges x € ¥* konstruieren wir f; (x) mit Variablen Q[/, ], H[/, /], S[4, J, k] und
Klauselmenge C:=Gy U Go U --- U Gg.

3 akzeptierende
x el = Berechnungvon M fir —
Eingabe x

3 Wahrheitsbelegung die
alle Klauseln in C erfllt.
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Zwischenbilanz A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Wir beweisen, dass SAT NP -vollstandig ist.

® Fir jede beliebige aber feste Sprache L € NP konstruieren wir eine polynomiale Reduktion
L o Lgar, d.h.

® wir konstruieren eine Abbildung f; : ¥* — Dsar
® godassfiralle x e *gilt: x e L o fi(x) € Jsar
® und f; polynomial berechenbar ist.
® Wir betrachten eine NTM M die L entscheidet.
Wir betrachten Polynom p(n) das die Laufzeit von M beschrankt.
® Fir beliebiges x € ¥* konstruieren wir f; (x) mit Variablen Q[/, ], H[/, /], S[4, J, k] und
Klauselmenge C:=Gy U Go U --- U Gg.

3 akzeptierende
x el <= Berechnungvon M flir —
Eingabe x

3 Wahrheitsbelegung die
alle Klauseln in C erfllt.
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AKIT

Polynomialitat der Transformation

Wir schatzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.
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Polynomialitat — Klauselgruppe 1:

Zum Zeitpunkt / ist M in genau einem Zustand.
Konstruktion:
® Zu jedem Zeitpunkt i ist M in mindestens einem Zustand
Q0] Vv...vQlir] faro<i<p(n)
® Zu jedem Zeitpunkt i ist M in nicht mehr als einem Zustand

QlijlvQlij] faro<i<p(n), 0<j<j <r

Abschétzung:
(r+1)-(p(n+1)+2-(p(n) + 1)%r(r+ 1)
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Polynomialitat — Klauselgruppe 2:

Zum Zeitpunkt / hat der Lese-/Schreibkopf genau eine Position
Konstruktion:
® Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf mindestens eine Position
Hli,—p(nm)] V...V H[i,p(n)+1] far0 < i< p(n)
® Zum Zeitpunkt i hat der Lese-/Schreibkopf héchstens eine Position

H[i,jl v H[i,j’] faro <i<p(n), —p(n) <j<j < p(n)+1

Abschétzung:
(2p(n) +2) - (p(n) +1) +2- (p(n) + 1)%(2/0(17) +1)(2p(n) +2)
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Polynomialitat — Klauselgruppe 3:

Zum Zeitpunkt / enthélt jede Bandstelle genau ein Symbol
Konstruktion:
® Zum Zeitpunkt / enthélt jede Bandstelle mindestens ein Symbol
S[i,j,0] v S[i,j,1] V...V S[i,j, €] fur0<i<p(n), —p(n) <j<p(n) +1
® Zum Zeitpunkt i enthélt jede Bandstelle hdchstens ein Symbol
S[i,j, k] v Sli,j,k’] fur0<i<p(n), =p(n) <j<pn+1, 0<k<k' <t

Abschétzung:
(£+1) - (p(n) +1)(2p(n) +2) +2- (p(n) +1)(2p(n) + 2)%{’(“ 1)
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Polynomialitat — Klauselgruppe 4:
Festlegung der Anfangskonfiguration zum Zeitpunkt 0

® M istim Zustand qq
Q[0,0]

® der Lese-/Schreibkopf steht an Position 1 des Bandes
H[0,1]

® inden Zellen 1 bis n steht das Wort x = s, ... S

n

S[0,0,0], S[0,1,k¢],...,S[0,n ky] fir Eingabe x = sy, - - - sk,
S[0,n+1,0],...,8[0,p(n) +1,0] flr rechts der Eingabe

Abschétzung:
2+(n+1)+(p(n)+1-n)
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Polynomialitat — Klauselgruppe 5:

Bis zum Zeitpunkt p(n) hat M den Zustand g, erreicht.

Konstruktion:
Q[p(n),1]

Abschiétzung:
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Polynomialitat — Klauselgruppe 6,1: A\‘(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Falls M zum Zeitpunkt / an der Position j das Symbol s, hat und der Lese-/Schreibkopf nicht
an der Position j steht, dann hat M auch zum Zeitpunkt / + 1 an Position j das Symbol s.
Konstruktion:

0<i<p(n)
(S[i,j, K] /\m) — S[i+1,j,k]  fir {—p(n) <j < p(n) +1
0<k<t¢t
Dies ergibt die Klausel
0<i<p(n
S[ij, k] Vv H[iLjlV S[i+1,], k] fir —p(n) <j < p(n)+1
0<k<t

Abschéatzung:
3-p(m(2p(n) +2)(L+1)
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Polynomialitat — Klauselgruppe 6,2:

Der Wechsel von einer Konfiguration zur nachsten entspricht tatsachlich §.

Hlijl v Qli,a]l v S[i,j,ul vV H[i+1,j+d]
Hli,j1 v Q[i,a]l v S[i,j,u]l v Q[i+1,b]
H[i,jl1 v Qli,a] v S

[i,j,ul v S[i+1,],v]

firo<i<p(n), -p(n) <j<p(n+1,0<ab<r,0<uv<e

Abschétzung:
4-3-p(n2p(n)+2)(r+1)(¢+1)
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Polynomialitat der Transformation

Wir schatzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.

e Gy
e Go:
Gs:
Gs:
Gs:
Gs:

(p(n) +1)(r+1)?

4(p(n) +1)°

2(p(n) +1)2(£ +1)2

p(n) +4

1

p(n(t+1)(2p(n) +2)-3+p(n)(p(n)+2)(r+1)(£+1)-3-4

Ge,1 Gs2
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AKIT

Polynomialitat der Transformation

Wir schatzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.

Gi:
e Go:
Gs:
Gs:
Gs:
Gs:

(p(n) +1)(r+1)?

4(p(n) +1)°

2(p(n) +1)2(£ +1)2

p(n) +4

1

p(n(t+1)(2p(n) +2)-3+p(n)(p(n)+2)(r+1)(£+1)-3-4

Ge,1 Gs2

r und ¢ sind Konstanten, die durch M (und damit durch L) induziert werden

® p(n) ist ein Polynom in n
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AKIT

Polynomialitat der Transformation

Wir schatzen die Anzahl der Literale in den Klauselgruppen ab.

Gi:
e Go:
Gs:
Gs:
Gs:
Gs:

(p(n) +1)(r+1)?

4(p(n) +1)°

2(p(n) +1)2(£ +1)2

p(n) +4

1

p(n(t+1)(2p(n) +2)-3+p(n)(p(n)+2)(r+1)(£+1)-3-4

Ge,1 Gs2

Also sind alle GrdBen polynomial in n.

® Die angegebene Funktion f; ist damit eine polynomiale Transformation von L nach Lgar.
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Der Satz von Cook im Ruckblick:

Satz von Cook.

SAT ist NP-vollstéandig.

Beweisidee:
® Zu gegebener Sprache L € NP und Eingabe x € X* konstruiere eine SAT-Instanz f, (x) € Dsar.
® Variablen der SAT-Instanz kodieren mégliche Zustédnde der NTM zu verschiedenen Zeitpunkten.

® Klauseln der SAT-Instanz garantieren
® sinnvolle Zustandsibergénge, so wie von der NTM definiert
® FErflllbarkeit genau dann, wenn die NTM akzeptiert

® Dazu brauchen wir nur polynomial viele Variablen und Klauseln.
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AIT

Der Satz von Cook im Ruckblick:

Satz von Cook.

SAT ist NP-vollstéandig.

Damit haben wir gezeigt:

® SAT gehort zu den schwersten Problemen in NP.
Kdnnte man SAT in polynomialer Zeit |6sen, so kénnte man alle Probleme in NP in
polynomialer Zeit 16sen.

® [ 3sst sich SAT in polynomialer Zeit auf ein Problem IT transformieren,
so muss IT NP-vollstandig sein.

® Das haben wir schon in der letzten Vorlesung gemacht:
SAT « 3SAT
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Der Plan

® 3SAT ist NP-vollstandig
~»> 3SAT e NP
~> SAT oc 3SAT

& 2SAT istin P
| MAX2SAT ist

NP-vollstéandig
~> Ubung

® CLIQUE ist
NP -vollstandig
~» CLIQUE € NP
~» 3SAT « CLIQUE
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AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

® 3COLOR ist NP-vollstéandig
~»> 3COLOR € NP
~> 3SAT o« 3COLOR

® EXACT COVER ist
NP-vollstandig
~> EXACT COVER € NP
~» 3COLOR o« EXACT COVER

Institut fir Theoretische Informatik



Das Problem CLIQUE A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Eine Clique in einem Graphen G = (V, E) ist eine Menge V' C V
sodass furalle i,j e V',i # j, gilt: {i,j} € E.

Problem CLIQUE

Gegeben: Graph G = (V, E) und ein Parameter K < | V|
Frage: Gibtes in G eine Clique der Gro3e mindestens K?
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Beweis: NP-Vollstéandigkeit von CLIQUE

Das Problem CLIQUE ist NP-vollstandig.

CLIQUE € NP:
® Fr eine gegebene Menge V’ C V kann in polynomieller Zeit Gberpriift werden, ob
® firalleije V',i#jgilt:{ij} € E
u |V|=2K
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE

3SAT « CLIQUE
® Sei C={c,...,Cn} eine 3SAT-Instanz mit
Ci= Xt VXV xiund xj € {uy,...,Un, Uq,...,Un}.

Wir transformieren C in eine CLIQUE-Instanz (G = (V, E), K) .

® Venthélt 3nKnoten v; fir1 <j<n 1</<3.
® ;i und vk, sind durch Kanten aus E verbunden genau dann,

wenn:
® £k (Literale sind in verschiedenen Klauseln) und
® X # Xke (Literale sind gleichzeitig erfullbar)

a Wirsetzen K :=n
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE ﬂ(IT

® Venthdlt 3n Knoten v; fir1 <i<n 1<;<3.

® vy und vk, sind durch Kanten aus E verbunden genau dann,

wenn:
& £k (Literale sind in verschiedenen Klauseln) und
® Xj # Xke (Literale sind gleichzeitig erflllbar)

Beispiel: Sei C={u; VU VU, U1 VUV Uz U VUV Us}.

Knotennummer ‘ Vi1 Vi2 Vi3 Vo4 Voo Vo3 V31 V3o V33
Literal ‘ Uy uo U_3 U4 U_2 Us U_1 U Us.
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AKIT

Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE

® Die Transformation kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Noch zu zeigen:

® 3SAT-Instanz C ist Ja-Instanz < CLIQUE-Instanz (G, K) ist Ja-Instanz
@ (st Ja-Instanz:
Es existiert Wahrheitsbelegung t: U — {wahr, falsch}, so dass
alle Klauseln in C unter t erfillt sind.

® (G K) ist Ja-Instanz:
Es existiert Knotenmenge V' C V, sodass |V’| > K und
alle Knoten in V'’ paarweise durch Kanten in G verbunden sind.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE ﬂ(IT

3SAT-Instanz C ist Ja-Instanz = CLIQUE-Instanz (G, K) ist Ja-Instanz:
® Wabhle eine beliebige erfillende Wahrheitsbelegung t von C.
® Wabhle in jeder Klausel ein wahres Literal.
® Diese Knoten in G bilden eine Clique V'’ der GroBe K = n.

Beispiel: Sei C = {u1 VU2V Uz, U1 VU2V Uz Ui VUV Us}.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE ﬂ(IT

3SAT-Instanz C ist Ja-Instanz = CLIQUE-Instanz (G, K) ist Ja-Instanz:
® Wabhle eine beliebige erfillende Wahrheitsbelegung t von C.
® Wabhle in jeder Klausel ein wahres Literal.
® Diese Knoten in G bilden eine Clique V'’ der GroBe K = n.

Beispiel: Sei C = {u1 VU2V Uz, U1 VU2V Uz Ui VUV Us}.

t(uy) = wahr
t(ug) = wahr

t(ug) = falsch
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE ﬂ(IT

3SAT-Instanz C ist Ja-Instanz = CLIQUE-Instanz (G, K) ist Ja-Instanz:
® Wabhle eine beliebige erfillende Wahrheitsbelegung t von C.
® Wabhle in jeder Klausel ein wahres Literal.
® Diese Knoten in G bilden eine Clique V'’ der GroBe K = n.

Beispiel: Sei C = {u1 VU2V Uz, U1 VU2V Uz Ui VUV Us}.

t(uy) = wahr
t(ug) = falsch
t(ug) = falsch
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE ﬂ(IT

3SAT-Instanz C ist Ja-Instanz < CLIQUE-Instanz (G, K) ist Ja-Instanz:
® Wahle eine Clique V’ der GréBe K = nin G.
® Dies ist ein Knoten pro Klausel. Wir setzen dieses Literal in t auf wahr.
® Dannist t(u) # t(u) und alle Klauseln in C sind erfillt.

Beispiel: Sei C = {u1 VU2V Uz, U1 VU2 V Uz, Ui VUV Us}.

t(u1) = wahr
t(ug) = falsch
t(ug) = falsch
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von CLIQUE ﬂ(IT

3SAT-Instanz C ist Ja-Instanz < CLIQUE-Instanz (G, K) ist Ja-Instanz:
® Wahle eine Clique V’ der GréBe K = nin G.
® Dies ist ein Knoten pro Klausel. Wir setzen dieses Literal in t auf wahr.
® Dannist t(u) # t(u) und alle Klauseln in C sind erfillt.

Beispiel: Sei C = {u1 VU2V Uz, U1 VU2 V Uz, Ui VUV Us}.

t(u1) = wahr
t(ug) = wahr

t(ugz) = beliebig
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Der Plan

® 3SAT ist NP-vollstandig
~»> 3SAT e NP
~> SAT oc 3SAT

& 2SAT istin P
| MAX2SAT ist

NP-vollstéandig
~> Ubung

® CLIQUE ist
NP -vollstandig
~» CLIQUE € NP
~» 3SAT « CLIQUE
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® 3COLOR ist NP-vollstéandig
~»> 3COLOR € NP
~> 3SAT o« 3COLOR

® EXACT COVER ist
NP-vollstandig
~> EXACT COVER € NP
~» 3COLOR o« EXACT COVER
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Das Problem COLOR A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Problem COLOR

Gegeben: Graph G = (V, E) und ein Parameter K € N.

Frage: Gibt es eine Knotenfarbung von G mit héchstens
K Farben, so dass je zwei adjazente Knoten
verschiedene Farben besitzen?

3COLOR bezeichnet das Problem COLOR mit festem Parameter K = 3.

Das Problem 3COLOR ist NP-vollstandig.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von 3COLOR ﬂ(IT

3COLOR € NP

® Eskann in Zeit O(|E|) Uberprift werden, ob eine Farbung von Graph G = (V, E) mit drei Farben
zulassig ist.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von 3COLOR ﬂ(IT

3SAT o« 3COLOR
® Sei / eine 3SAT-Instanz mit Variablen U = {uy, ..., un} und Klauseln {cy, ..., c,}.
®  Wir konstruieren in Polynomialzeit eine 3COLOR-Instanz G = f(/).
® Es soll gelten: /ist erflllbar & G = f(/) ist 3-farbbar.
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Konstruktion von 3COLOR-Instanz G = f(/) ﬂ(IT

® Ein Hauptdreieck D aus Knoten {T, F, A} und Kanten {{T, F},{F, A}, {T, A}}
® |nterpretation: T, F, A sind die drei Farben mit denen G geféarbt wird.
® |nterpretation: T «— wahr, F «— falsch

(A

@A@
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Konstruktion von 3COLOR-Instanz G = f(/) ﬂ(IT

Ein Hauptdreieck D aus Knoten {T, F, A} und Kanten {{T, F}, {F, A}, {T, A}}
Interpretation: T, F, A sind die drei Farben mit denen G gefarbt wird.

a

a

® |nterpretation: T «— wahr, F «— falsch

® Fr jede Variable u; € U zwei Knoten u;, u; und ein Dreieck {u;, uj, A}.
.

Interpretation: Falls u; in Farbe T, muss u; in Farbe F.
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Konstruktion von 3COLOR-Instanz G = f(/) ﬂ(IT

® Fir jede Klausel ¢; = x V y Vv z eine Komponente C; wie folgt:
® (G besteht aus sechs Knoten, einem “inneren Dreieck” und drei “Satelliten”.
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Konstruktion von 3COLOR-Instanz G = f(/) ﬂ(IT

® Fir jede Klausel ¢; = x V y Vv z eine Komponente C; wie folgt:
® (G besteht aus sechs Knoten, einem “inneren Dreieck” und drei “Satelliten”.

® Jeder der drei Satelliten wird mit einem der Literale x, y, z verbunden.

@ Alle drei Satelliten werden mit dem Knoten T in D verbunden.
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Polynomialitat der Reduktion

® Die Knotenanzahl von G = f(/) liegt in O(n + m).
® Deswegen ist die Transformation polynomial.

Zu zeigen:
3SAT-Instanz / ist Ja-Instanz < 3COLOR-Instanz G = f(/) ist Ja-Instanz.
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Instanz / erfillbar = Instanz G = f(/) 3-farbbar

® Betrachte zuldssige Wahrheitsbelegung ¢ far /.
@ Farbe wahre Literale wie Knoten T, falsche Literale wie Knoten F.
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AKIT

Instanz / erfillbar = Instanz G = f(/) 3-farbbar

® Betrachte zuldssige Wahrheitsbelegung ¢ far /.
@ Farbe wahre Literale wie Knoten T, falsche Literale wie Knoten F.

® Farbe Satelliten zu genau einem wahren Literal mit F,
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AKIT

Instanz / erfillbar = Instanz G = f(/) 3-farbbar

® Betrachte zuldssige Wahrheitsbelegung ¢ far /.
@ Farbe wahre Literale wie Knoten T, falsche Literale wie Knoten F.
® Farbe Satelliten zu genau einem wahren Literal mit F, die beiden anderen Satelliten mit A.
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Instanz / erfillbar = Instanz G = f(/) 3-farbbar ﬂ(IT

® Betrachte zuldssige Wahrheitsbelegung ¢ far /.
@ Farbe wahre Literale wie Knoten T, falsche Literale wie Knoten F.
® Farbe Satelliten zu genau einem wahren Literal mit F, die beiden anderen Satelliten mit A.

® |Inneres Dreieck kann dann zulassig geférbt werden.
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Instanz / erfilllbar < Instanz G = f(/) 3-farbbar

® Betrachte 3-Farbung von G = f(/). Interpretiere T «— wahr, F «— falsch.
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AKIT

Instanz / erfilllbar < Instanz G = f(/) 3-farbbar

® Betrachte 3-Farbung von G = f(/). Interpretiere T «— wahr, F «— falsch.
® Farbung von Literal-Knoten induziert Wahrheitsbelegung ¢ von 1.
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AKIT

Instanz / erfilllbar < Instanz G = f(/) 3-farbbar

® Betrachte 3-Farbung von G = f(/). Interpretiere T «— wahr, F «— falsch.
® Farbung von Literal-Knoten induziert Wahrheitsbelegung ¢ von /. Kein Satellit hat Farbe von T.
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AKIT

Instanz / erfilllbar < Instanz G = f(/) 3-farbbar

® Betrachte 3-Farbung von G = f(/). Interpretiere T «— wahr, F «— falsch.
® Farbung von Literal-Knoten induziert Wahrheitsbelegung ¢ von /. Kein Satellit hat Farbe von T.
® Nicht alle Satelliten sind in Farbe von A wegen des inneren Dreiecks.
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AKIT

Instanz / erfilllbar < Instanz G = f(/) 3-farbbar

® Betrachte 3-Farbung von G = f(/). Interpretiere T «— wahr, F «— falsch.
® Farbung von Literal-Knoten induziert Wahrheitsbelegung ¢ von /. Kein Satellit hat Farbe von T.
® Nicht alle Satelliten sind in Farbe von A wegen des inneren Dreiecks.

= Mindestens ein Literal pro Klausel in Farbe T, also / erflllbar.
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Zwischenstand Polynomiale Reduktion
Testen Sie sich: Kénnen Sie zeigen, dass folgende Probleme N#-vollsténdig sind?
Geg.: Graph G, Zahl K Geg.: Graph G=(V,E)
Frage: JV' C V,|V'| =k, Frage: 3 4-Farbung von V,
keine zwei Knoten keine zwei Knoten
in V'’ verbunden? gleichfarbig verbunden?
T o IT
bekannt NP -vollstandig NP-vollstandig zu zeigen

(wéhle ahnlich zu IT)

- P spezielle Instanzen
beliebige Instanzen ——  (groBer, aber noch polynomial)

Ja-Instanzen —> Ja-Instanzen
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Der Plan

® 3SAT ist NP-vollstandig
~»> 3SAT e NP
~> SAT oc 3SAT

& 2SAT istin P
| MAX2SAT ist

NP-vollstéandig
~> Ubung

® CLIQUE ist
NP -vollstandig
~» CLIQUE € NP
~» 3SAT « CLIQUE
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® 3COLOR ist NP-vollstéandig
~»> 3COLOR € NP
~> 3SAT o« 3COLOR

® EXACT COVER ist
NP-vollstandig
~> EXACT COVER € NP
~» 3COLOR o« EXACT COVER
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