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Letzte Vorlesung
@ Probleme
® Optimierungsprobleme, Optimalwertprobleme, Entscheidungsprobleme
® Problem IT ist Klasse Dy von Instanzen /.
® EingabegréBen
® Kodierungsschema s: Dy — X* Uber Alphabet 2*.
@ Kodierung s(/) einer Instanz / ist ein Wort aus X*.
® [nputlange |s(/)| ist Lange des Wortes.
@ Entscheidungsprobleme

® Ja-Instanzen Jg und Nein—Instanzen N
® Sprache L[II, s] der Kodierungen aller Ja—Instanzen
® TM M lést IT wenn M Sprache L[II, s] entscheidet.

a Laufzeiten

& Zeitkomplexitatsfunktion T((n) von M bei Eingaben der Lange n
@ Die Klasse £: Sprachen von M mit T,(n) polynomiell in n.

® Am Beispiel TSP: Entscheidung — Optimalwert — Optimierung
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Die Nichtdeterministische Turing-Maschine (NTM)

Die deterministische TM ist von der Form M = (Q, >, ,T,s, 5, F)
® wobei§: QxT —» QxTI x{L,N,R}
® zB.48(g1,a) = (qe, b, L)
Die nichtdeterministische TM ist von der Form M = (Q, X, L, T, s, 5, F)
® wobei §: Qx (TU{¢}) — 2@Ix{LN.R}
® z.B.46(q1,a) = {(ge, b, L), (g3, b, R), (q1,a, N)}

6(qe, a) = 0 oder 6(qgz, ¢) = {(qe. a, L) (g1, U, N)}
® Es gibt also ¢-Ubergédnge und Wahlmdéglichkeiten
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Die Nichtdeterministische Turing-Maschine (NTM)

Die deterministische TM ist von der Form M = (Q, >, ,T,s, 5, F)
® wobei§: QxT —» QxTI x{L,N,R}
® zB.48(g1,a) = (qe, b, L)
Die nichtdeterministische TM ist von der Form M = (Q, X, L, T, s, 5, F)
® wobei §: Qx (TU{¢}) — 2@Ix{LN.R}
® z.B.46(q1,a) = {(ge, b, L), (g3, b, R), (q1,a, N)}

6(qe, a) = 0 oder 6(qgz, ¢) = {(qe. a, L) (g1, U, N)}
® Es gibt also ¢-Ubergédnge und Wahlmdéglichkeiten

Eine NTM M akzeptiert eine Eingabe w, wenn es mindestens eine
akzeptierende Abarbeitung von w gibt.

@ [ ={w e X*: M akzeptiert w}
~» analog zu Nichtdeterminismus bei endlichen Automaten
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Den Nichtdeterminismus “auslagern”

Sei M eine NTM und w eine Eingabe.

® Wéhrend der Abarbeitung von w gibt es zu jedem Zeitpunkt héchstens X < co mégliche

Ubergange.
@ Jeder mogliche (endliche) Berechnungsweg (= Abarbeitung) ist eindeutig beschrieben durch
eine (endliche) Folge von Zahlen aus 1, .. ., X.

® |st diese Folge schon vorher nichtdeterministisch gegeben, so kénnte die Turing-Maschine
danach deterministisch arbeiten.
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Den Nichtdeterminismus “auslagern”

Sei M eine NTM und w eine Eingabe.

® Wéhrend der Abarbeitung von w gibt es zu jedem Zeitpunkt héchstens X < co mégliche

Ubergange.
@ Jeder mogliche (endliche) Berechnungsweg (= Abarbeitung) ist eindeutig beschrieben durch
eine (endliche) Folge von Zahlen aus 1, .. ., X.

® |st diese Folge schon vorher nichtdeterministisch gegeben, so kénnte die Turing-Maschine
danach deterministisch arbeiten.

Dies ist die Idee hinter der Orakel-Turing-Maschine:

® 1. Stufe: Es wird nichtdeterministisch vor die Eingabe auf das
Band geschrieben.

@ 2, Stufe: Es wird deterministisch das gesamte Band bearbeitet.
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Orakel-Turing-Maschine als NTM

® 1, Stufe: Es wird nichtdeterministisch vor die
Eingabe auf das Band geschrieben.

® Alphabet X = {0, 1}, Startzustand s € Q,
Orakelzustand g* € Q, Trennzeichen # € T’
® definiere Ubergange

6(s,0) = {(s5,0,L)} und 8(s,1) = {(s, 1, L)}
5(s,1) ={(q", #., L)}
5(q",u) =1{(q",1,L), (¢",0,L), (q",u, R)}
8(q, #) = {(s'.#. R)}

® g’ Startzustand fir 2. Stufe

® 2 Stufe: Es wird deterministisch das gesamte Band bearbeitet.
@ |§(q,a)| =1fliralleqe Q-{s,q'},aeT
® keine Ubergénge zu s oder g*
@ kein Entfernen oder Schreiben von #
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NTM und Orakel-TM ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Die “klassische” nichtdeterministische Turing-Maschine:

® (bergangsfunktion § zu Ubergangsrelation erweitert
® erméglicht Wahlméglichkeiten und e~Ubergénge
~» vergleiche endliche Automaten

Die Orakel-Turing-Maschine:

® Fquivalentes Modell einer nichtdeterministischen Turing-Maschine

@ basiert auf nichtdeterministischem Orakel und deterministischer
endlichen Kontrolle

® Dies kommt der Intuition ndher und wird von uns (fast
ausschliesslich) verwendet werden.
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NTM und Orakel-TM ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Die “klassische” nichtdeterministische Turing-Maschine:

® (bergangsfunktion § zu Ubergangsrelation erweitert
® erméglicht Wahlméglichkeiten und e~Ubergénge
~» vergleiche endliche Automaten

Die Orakel-Turing-Maschine:

® Fquivalentes Modell einer nichtdeterministischen Turing-Maschine

@ basiert auf nichtdeterministischem Orakel und deterministischer
endlichen Kontrolle

® Dies kommt der Intuition ndher und wird von uns (fast
ausschliesslich) verwendet werden.

NTM und Orakel-TM akzeptieren ein Wort x € ¥* genau dann,
wenn es mindestens eine akzeptierende Berechnung gibt.
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Ubertragung auf Entscheidungsprobleme I1

Die Eingabe ist ein Wort aus *, zum Beispiel eine Kodierung einer Instanz | € Dy des
Entscheidungsproblems II.

® 1. Stufe: Es wird ein Orakel aus I'* berechnet, zum Beispiel ein Lésungsbeispiel fir /, also ein
Indikator, warum [ € Ji gelten sollte.
® 2, Stufe: Hier wird nun dieser Losungsvorschlag tberprift, d.h. es wird geprift ob / € J.

Beispiel TSP
® 1, Stufe: Es wird zum Beispiel eine zykl. Permutation xyxz - - - x, der
Knotenmenge V vorgeschlagen.
Dh.|(x1. . ... x,) # G = (V. E), c, k|ist die Eingabe filr 2. Stufe.
@ 2, Stufe: Es wird nun tberprift, ob x; — xo — - -+ — x, eine Tour
in G = (V, E) darstellt, deren Lange bezuglich ¢ nicht gréBer als k ist.
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Bemerkungen zur Orakel-TM e it e

® Das Orakel kann ein beliebiges Wort aus I'* sein.

® Darum muss in der Uberpriifungsphase (2.Stufe) gepriift werden, ob das Orakel ein zuldssiges
Lésungsbeispiel fiir die gegebene Eingabe ist.

@ |st dies der Fall, so kann die Berechnung zu diesem Zeitpunkt mit der Antwort “Ja” beendet
werden.
~» gehe in Zustand qy

® |st dies nicht der Fall, so kann die Berechnung zu diesem Zeitpunkt
mit der Antwort “Nein” beendet werden.
~» gehe in Zustand gy

® Jede Orakel-TM M hat zu einer gegebenen Eingabe x eine unend-
liche Anzahl méglicher Berechnungen, eine zu jedem Orakel aus I'*.
® Endet mindestens eine in gy, so wird x akzeptiert.
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Zeitkomplexitat fir NTM ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Die Zeit, die eine nichtdeterministische Turing-Maschine M benétigt, um ein Wort x € L zu
akzeptieren, ist definiert als die minimale Anzahl von Schritten, die M in den Zustand qy
Uberfuhrt.

@ Die Zeitkomplexitatsfunktion Ty : Z* — Z* einer NTM M ist definiert durch

. ~esgibtein x € Ly mit |x| = n, so dass die Zeit,
T(n) := max ({1} Y {m_ die M bendtigt, um x zu akzeptieren, m ist
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Zeitkomplexitat fir NTM ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Die Zeit, die eine nichtdeterministische Turing-Maschine M benétigt, um ein Wort x € L zu
akzeptieren, ist definiert als die minimale Anzahl von Schritten, die M in den Zustand qy
Uberfuhrt.

@ Die Zeitkomplexitatsfunktion Ty : Z* — Z* einer NTM M ist definiert durch

. ~esgibtein x € Ly mit |x| = n, so dass die Zeit,
T(n) := max ({1} Y {m_ die M bendtigt, um x zu akzeptieren, m ist

Bemerkung 1

@ Zur Berechnung von T(n) wird fir jedes x € L4 mit |x| = n eine kiirzeste
akzeptierende Berechnung betrachtet.

® AnschlieBend wird von diesen kiirzesten die langste bestimmt.
® Somit ergibt sich eine worst—case Abschatzung.
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Zeitkomplexitat fir NTM ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Die Zeit, die eine nichtdeterministische Turing-Maschine M benétigt, um ein Wort x € L zu
akzeptieren, ist definiert als die minimale Anzahl von Schritten, die M in den Zustand qy
Uberfuhrt.

@ Die Zeitkomplexitatsfunktion Ty : Z* — Z* einer NTM M ist definiert durch

. ~esgibtein x € Ly mit |x| = n, so dass die Zeit,
T(n) := max ({1} Y {m_ die M bendtigt, um x zu akzeptieren, m ist
Bemerkung 2

® Die Zeitkomplexitat hangt nur von der Anzahl der Schritte ab, die bei einer
akzeptierenden Berechnung auftreten.

Hierbei umfasst die Anzahl der Schritte auch die Schritte der Orakelphase.

Per Konvention ist Tx(n) = 1, falls es keine Eingabe x der Lange n gibt, die
von M akzeptiert wird.
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)
Die Klasse NP

Die Klasse NP ist die Menge aller Sprachen L (Entscheidungsprobleme), firr die eine
nichtdeterministische Turing-Maschine existiert, deren Zeitkomplexitatsfunktion polynomial beschrankt
ist, d.h. es existiert ein Polynom p mit

Tp(n) < p(n).

(NP steht fur nichtdeterministisch polynomial.)
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)
Die Klasse NP

Die Klasse NP ist die Menge aller Sprachen L (Entscheidungsprobleme), firr die eine
nichtdeterministische Turing-Maschine existiert, deren Zeitkomplexitatsfunktion polynomial beschrankt
ist, d.h. es existiert ein Polynom p mit

Tp(n) < p(n).

(NP steht fur nichtdeterministisch polynomial.)

Bemerkung

® |nformell ausgedriickt gehdrt IT zu NP, falls I1 folgende
Eigenschaft hat:
Ist die Antwort bei Eingabe eines Beispiels / von II Ja, dann kann
die Korrektheit der Antwort in polynomialer Zeit Gberpriift werden.
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Die Klasse NP ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Die Klasse NP ist die Menge aller Sprachen L (Entscheidungsprobleme), firr die eine
nichtdeterministische Turing-Maschine existiert, deren Zeitkomplexitatsfunktion polynomial beschrankt
ist, d.h. es existiert ein Polynom p mit

Tp(n) < p(n).
(NP steht fur nichtdeterministisch polynomial.)

Beispiel: TSPe NP:

Denn zu gegebenem G = (V, E), ¢, k und einer festen zykl.
Permutation x;xz - - - X, von V kann in O(| V| - log C) (wobei C die
gréBte vorkommende Zahl ist) Schritten Gberprift werden, ob
n—1
{Xi,Xiz1} € Efuri=1,...,n—1 und Zc({x/,x/+ 1}) < k
i=1

gilt.
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Die Klasse % ist die Menge aller Sprachen L (Entscheidungsprobleme),
fir die eine deterministische Turing-Maschine existiert, deren
Zeitkomplexitatsfunktion polynomial beschrankt ist.

~» Bei Eingabe einer Instanz / von IT kann die Existenz einer Lésung in GroBe Frage:

polynomialer Zeit Giberprift werden.
IstP = NP?

Die Klasse NP ist die Menge aller Sprachen L (Entscheidungsprobleme),
fir die eine nichtdeterministische Turing-Maschine existiert, deren
Zeitkomplexitatsfunktion polynomial beschrankt ist.

~» Existiert flr die Eingabe einer Instanz / von II eine Lésung, dann
kann die Korrektheit einer Lésung in polynomialer Zeit Gberprift
werden.
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GroBe Frage der Theoretischen Informatik ﬂ(IT

® Trivialerweise gilt: # € NP (Da jede DTM auch eine NTM ist.)
® Frage: Gilt # ¢ NP oder P = NP?
® Die Vermutung ist, dass P # NP qilt.

Alle Sprachen in NP sind entscheidbar.

Beweis.

® Sei L eine Sprache in NP und M eine zugehorige Orakel-TM.
® Fir jedes Polynom p betrachte die folgende DTM:
® Berechne Lange n der Eingabe.
® Schreibe nacheinander jedes mégliche Orakelwérter der Lange hdchstens p(n) vor die Eingabe.
® Uberpriife mit endlicher Kontrolle von M jedes Orakelwort.
®  Aber: Stoppe endliche Kontrolle nach p(n) Schritten.
® [ehne Eingabe ab, wenn alle Orakelwérter nicht akzeptiert werden.

@ Mindestens eine solche DTM entscheidet L.
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GroBe Frage der Theoretischen Informatik

® Trivialerweise gilt: # € NP (Da jede DTM auch eine NTM ist.)
Frage: Gilt # ¢ NP oder = NP?
® Die Vermutung ist, dass P # NP qilt.

® Dazu betrachten wir Probleme, die zu den schwersten Problemen in NP gehdren.

® Dabei ist am schwersten im folgenden Sinne gemeint:
® Wenn ein schwerstes NP-Problem trotzdem in ¥ liegt, so kann man folgern,
dass alle NP-Probleme in P liegen, d.h. # = NP.

® Diese schwersten NP-Probleme sind also Kandidaten,
um $ und NP zu trennen.

® Es wird sich zeigen, dass alle diese schwersten NP-Probleme
im Wesentlichen gleich schwer sind.
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NP-Vollstandigkeit fur Sprachen ﬂ(IT

Eine polynomiale Transformation einer Sprache Ly C X7 in eine Sprache L, C ¥ ist eine Funktion
f: 37 — X5 mit den Eigenschaften:

® es existiert eine polynomiale deterministische Turing-Maschine, die f berechnet;
® furallex € ¥} qgilt:  x € Ly © f(x) € Lo.

Wir schreiben dann Ly o Ly (L ist polynomial transformierbar in L,).

Eine Sprache L heiBt NP -vollstandig, falls gilt:
® [ e NPund
@ firallel’” e NP qilt L" « L.
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NP-Volistandigkeit fur Entscheidungsprobleme

Ein Entscheidungsproblem I1 ist polynomial transformierbar in das Entscheidungsproblem Il,, wenn
eine Funktion f: D, — D, existiert mit folgenden Eigenschaften:

® fist durch einen polynomialen Algorithmus berechenbar;
® V/eDy: Iedy & () e Ju,.

Wir schreiben dann I o I5.

Ein Entscheidungsproblem II hei3t N -vollstandig, falls gilt:
@ JTe NP und
® firalleIl’ e NP gilt IT" oc II.
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Transitivitat der poly. Transformation ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Eine polynomiale Transformation einer Sprache Ly C X7 in eine Sprache L, C 37 ist eine Funktion
f: 3] — X5 mit den Eigenschaften:

® es existiert eine polynomiale deterministische Turing-Maschine, die f berechnet;
® furalle x € 2j gilt:  x € Ly & f(x) € Lo.

Wir schreiben dann Ly oc L, (L1 ist polynomial transformierbar in Ly).

Lemma.

Die Relation « ist transitiv, d.h. aus Ly oc Lo und Ly o L3 folgt Ly oc L.

Beweis. Die Hintereinanderausfihrung zweier polynomialer
Transformationen ist wieder eine polynomiale Transformation.
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Beobachtung

Korollar.
Falls Ly, Lo € NP, Ly < Ly und Ly NP-vollstandig, dann ist auch L, NP-vollstédndig.

Bedeutung.
Um also zu zeigen, dass ein Entscheidungsproblem IT N'P-vollsténdig ist, gehen wir folgendermafBen
vor. Wir beweisen:

@ JTe NPund

@ "« IT fiir ein bekanntes N'P-vollstdndiges Problem IT'.

Problem.

® Wir haben noch kein “bekanntes N#-vollstandiges Problem”.
® Das erste NP-vollstandige Problem ist das Erflllbarkeitsproblem
SAT (satisfiability).
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Das Problem SAT (satisfiability) ﬂ(IT

Sei U = {uy,...,un} eine Menge von booleschen Variablen.

Es heiBBen u;, u; Literale.

Eine Wahrheitsbelegung fiir U ist eine Funktion t: U — {wahr, falsch}.
Eine Klausel ist ein Boolescher Ausdruck der Form

yiv...Vys mit ye{u,...,untU{Us,...,unt Literale
Problem SAT

Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C von Klauseln Uber U.
Frage: Existiert eine Wahrheitsbelegung von U, so dass
jede Klausel in C erflllt wird?

Beispiel:
U=A{uy,ux} mit C={uy Vo, Uy V U} ist Ja-Instanz von SAT.
Wahrheitsbelegung #(uy) = t(u2) = wahr erfillt alle Klauseln in C.
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Weitere Beispiele fiir SAT-Instanzen

Erfillbar (Ja-Instanz):

U={ab,c,de},C={cvd, avbvcvdVe,

eine Ldsung: t(a) = falsch, t(b) = t(c) = t(d) = t(e) = wahr

Nicht erfiillbar (Nein-Instanz):

U={ab,c},C={avh, a bve c}

a b c | avb a bVve C
wahr wahr wahr wahr falsch wahr falsch
falsch falsch falsch | falsch wahr wahr wahr
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Der Satz von Cook (Steven Cook, 1971) ﬂ(IT

® Problem IT ist NP-vollstandig wenn
@ ITe NPund
@ JI' oc IIfUralle I’ € NP

Satz von Cook.

SAT ist NP-vollstandig.

20/28 18.11.2021 Torsten Ueckerdt: Theoretische Grundlagen der Informatik Institut fir Theoretische Informatik



AIT

Der Satz von Cook (Steven Cook, 1971)

® Problem IT ist NP-vollstandig wenn
@ ITe NPund
@ JI' oc IIfUralle I’ € NP

Satz von Cook.

SAT ist NP-vollstandig.

Beweis: Nachste Vorlesung!
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Der Satz von Cook (Steven Cook, 1971)
® Problem IT ist NP-vollstandig wenn
@ ITe NP und
a H/ Hf“FalEH,E GZ.P

@ [T’ o« IT fir ein NP-vollstéandiges IT

Satz von Cook.

SAT ist NP-vollstandig.

Beweis: Nachste Vorlesung!
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Der Satz von Cook (Steven Cook, 1971)

® Problem IT ist NP-vollstandig wenn
@ ITe NPund
] HI Hf"I:aIs H/ E !(gz
@ [T’ o« IT fir ein NP-vollstéandiges IT

Satz von Cook.

SAT ist NP-vollstandig.
Beweis: Nachste Vorlesung!

® Polynomiale Transformation IT’ oc IT
® |nstanzen von II’ — Instanzen von II
® in polynomialer Zeit berechenbar
® Ja-Instanz von ITI" — Ja-Instanz von II
Nein-Instanz von II” — Nein-Instanz von II
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Der Plan

® 3SAT ist NP-vollstandig
~»> 3SAT e NP
~> SAT oc 3SAT

& 2SAT istin P
| MAX2SAT ist

NP-vollstéandig
~> Ubung

® CLIQUE ist
NP -vollstandig
~» CLIQUE € NP
~» 3SAT « CLIQUE

21/28 18.11.2021
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® 3COLOR ist NP-vollstéandig
~»> 3COLOR € NP
~> 3SAT o« 3COLOR

® EXACT COVER ist
NP-vollstandig
~> EXACT COVER € NP
~» 3COLOR o« EXACT COVER

Institut fir Theoretische Informatik



Das Problem 3SAT A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Problem 3SAT

Gegeben: Menge U von Variablen
Menge C von Klauseln Gber U
wobei jede Klausel genau drei Literale enthalt

Frage: Existiert eine erflllende Wahrheitsbelegung fir C?
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Das Problem 3SAT A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Problem 3SAT

Gegeben: Menge U von Variablen
Menge C von Klauseln Gber U
wobei jede Klausel genau drei Literale enthalt

Frage: Existiert eine erfllllende Wahrheitsbelegung fir C?

Das Problem 3SAT ist NP-vollstandig.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von 3SAT ﬂ(IT

3SAT e NP:

® Es existiert eine nichtdeterministische Turing-Maschine mit polynomialer
Zeitkomplexitatsfunktion die in gy hélt bei Ja-Instanzen.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von 3SAT

3SAT e NP:

® Es existiert eine nichtdeterministische Turing-Maschine mit polynomialer
Zeitkomplexitatsfunktion die in gy hélt bei Ja-Instanzen.

®  Wir konstruieren eine Orakel-Turing-Maschine:

Das Orakel ist eine Wahrheitsbelegung t: U — {wahr, falsch}.

Die endliche Kontrolle Uberprift, ob jede Klausel in C durch ¢ erfiillt ist.
Wenn alle Klauseln erfullt, gehe in gy.

Wenn (mindestens) eine Klausel nicht erfillt, gehe in gy.

Laufzeit ist linear in der Gré3e der eingegebenen Klauselmenge C.
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AKIT

Beweis: NP-Vollstandigkeit von 3SAT

3SAT e NP:

® Es existiert eine nichtdeterministische Turing-Maschine mit polynomialer
Zeitkomplexitatsfunktion die in gy hélt bei Ja-Instanzen.

®  Wir konstruieren eine Orakel-Turing-Maschine:

Das Orakel ist eine Wahrheitsbelegung t: U — {wahr, falsch}.

Die endliche Kontrolle Uberprift, ob jede Klausel in C durch ¢ erfiillt ist.
Wenn alle Klauseln erfullt, gehe in gy.

Wenn (mindestens) eine Klausel nicht erfillt, gehe in gy.

Laufzeit ist linear in der Gré3e der eingegebenen Klauselmenge C.

® Fir eine feste Wahrheitsbelegung t kann in polynomialer Zeit O(| C|)
Uberprift werden, ob t alle Klauseln aus C erfillt.
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AKIT

Beweis: NP-Vollstandigkeit von 3SAT

SAT o 3SAT:

® Wir geben eine polynomiale Transformation f von SAT zu 3SAT an.

® Gegeben sei eine SAT-Instanz /
Wir konstruieren eine 3SAT-Instanz f(/) indem wir jede Klausel ¢ in / einzeln auf Klausel(n) f(c) in f(/)
abbilden:

@ Besteht die Klausel ¢ = x; aus einem Literal,
so wird ¢ auf x; V xy V x1 abgebildet.

@ Besteht die Klausel ¢ = x1 V xo aus zwei Literalen,
so wird ¢ auf x; V X2 V x1 abgebildet.

@ Besteht die Klausel ¢ aus drei Literalen,
so wird ¢ auf sich selbst abgebildet.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von 3SAT ﬂ(IT

Wir

konstruieren eine 3SAT-Instanz f(/) indem wir jede Klausel ¢ in / einzeln auf Klausel(n) f(c) in f(/)

abbilden:

24/28

Besteht die Klausel ¢ = xy V - - - V xx aus k > 3 Literalen, bilde ¢ wie folgt ab:

Fuhre k — 3 neue Variablen y. s, ..., Yo k-1 €in.

Bilde c auf die folgenden k — 2 Klauseln ab:

X1V X2V Yes “Falls x1, xo = falsch ~» y; 3 muss wahr”

Yes vV X3V Yea “Ye.3 = wahr, x3 = falsch w» Yo 4 = wahr”

Yek—2 V Xk—2 V' Yo k-1 “Ye.k—2 = wahr, Xk_p = falsch ~» y; k1 = wahr”

Vek-1 V Xk—1 V Xk “Ye.k—1 = wahr ~> X,_1 oder X, muss wahr”
Diese Klauseln lassen sich in Zeit O(|C| - |U|) konstruieren.
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Beweis: NP-Vollstandigkeit von 3SAT ﬂ(IT

Noch zu zeigen:
® /ist erfiillbar < f(/) ist erflllbar
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AKIT

| ist erflllbar = f(/) ist erfiillbar

Sei die SAT-Instanz / erfillbar.
Wir setzen eine erflllende Wahrheitsbelegung t von [ auf f(/) fort.
® Also wenn es Literal x in / und f(/) gibt, lasse t(x) wie gehabt.

Wir untersuchen jede Klausel ¢ = x; V - - - V Xk in | einzeln.
Da c von t erfiillt ist, gilt fiir mindestens ein i, dass #(x;) = wahr.
Fall kK < 3: Damit ist auch Klausel ¢ in f(/) erfllt.
Fall k > 3: Setze firj=3,...,k—1
e ) = {wahr falls #(x;) = wahr fur (mind.)'ein'i > j
' falsch falls t(x;) = falschfiiralle j > j
Diese Erweiterung erflillt alle Klauseln in f(/), die zu ¢ gehoéren.
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| ist erfullbar < f(/) ist erfiillbar ﬂ(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

® Sei t eine erflllende Wahrheitsbelegung von f(/).
@ Nehme flr jedes Literal x in / die Belegung t(x) wie in f(/).
® Wir untersuchen jede Klausel ¢ = x4 V - -+ V x in [ einzeln.
® Fall k < 3: Dann ist Klausel ¢ auch in f(/), also durch t erfillt.
® Fall k > 3: Alle Klauseln in f(/) zu Klausel ¢ in I sind erf(llt:
X1V X2 V Vo3
Falls t(x1), t(x2) = falsch, dann t(y. 3) = wahr.
YT,/' vV Xj V Yo,
Falls #(yc ;) = wahr, t(x;) = falsch, dann t(y, j;1) = wahr.
Yek—=1 V Xk—1 V Xk
Falls t(yc k—1) = wahr, dann f(xx—1) oder t(xx) = wahr.

® Also ist t(x;) = wahr fiir (mind.) ein i, und demnach c erflllt durch t.
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Das Problem 2SAT A“(IT

Karlsruher Institut fur Technologie

Problem 2SAT

Gegeben: Menge U von Variablen
Menge C von Klauseln Uber U
wobei jede Klausel genau zwei Literale enthalt

Frage: Existiert eine erflllende Wahrheitsbelegung fir C?

Das Problem 2SAT liegt in P.

Beweis: Ubung
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