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Aufgabe 1 (3 (+1) Punkte)

Die Mensa von Dr. Meta war ein solcher Erfolg, dass er sich dazu entschieden hat, zwei neue Linien
L1 und L9 zu erdffnen. Dafiir stellt er neue Minions M ein, die an den neuen Linien arbeiten sollen.
Sie auf die Linien aufzuteilen ist aber gar nicht so einfach, denn es gibt einige Minions, die sich nicht
leiden kénnen. Dabei gibt die Funktion f: M — 2M fiir jeden Minion m € M an, welche Minions
f(m) Minion m nicht leiden kann. Sich nicht leiden kénnen beruht immer auf Gegenseitigkeit, also
gilt fiir je zwei Minions m,m’ € M: m € f(m') & m’' € f(m). Dr. Meta méchte die Minions nun so
auf die beiden Linien aufteilen, dass die Konflikte minimiert werden, also moglichst wenige Minions,
die sich nicht leiden kénnen, zusammenarbeiten miissen. Dabei miissen nicht gleich viele Minions an
jeder Linie arbeiten.

Wir betrachten nun das dquivalente Maximierungsproblem. Dabei maximieren wir die Anzahl der
Minions, die sich nicht leiden kénnen und an verschiedenen Linien arbeiten.

Betrachten Sie den folgenden Greedy-Algorithmus A: Die zwei Linien Li, Lo sind zun#chst leer und
wir gehen die Minions my, ..., m, in beliebiger Reihenfolge durch. Einen Minion m; € M fiigen
wir dann zu der Linie Ly (k € {1,2}) hinzu, die zum Zeitpunkt der Betrachtung von m; weniger
Minions enthélt, die m; nicht leiden kann.

Zeigen Sie, dass A ein Approximationsalgorithmus mit relativer Giite 2 ist.
Hinweis: Verwenden Sie eine triviale obere Schranke, um den optimalen Wert abzuschétzen.

Bonusaufgabe: In einer fritheren Version der Aufgabe haben wir das Minimierungsproblem betrachtet.
Eine Minimierung der Konflikte innerhalb der Linien ist dquivalent dazu, die Konflikte zwischen
den Linien zu maximieren. Warum eignet sich der angegebene Algorithmus trotzdem nicht fiir
eine Approximation des Minimierungsproblems? Zeigen Sie, dass A keine 2-Approximation fiir das
Minimierungsproblem ist.

Aufgabe 2 (1 (+3)+ 3+ 1=5(8) Punkte)



Fiir einen ungerichteten Graphen G ist ein Subgraph 7' ein Spannbaum von G, wenn 1" ein Baum
ist und alle Knoten von G enthélt.

Das Optimierungsproblem MIN-DEGREE-SPANNING-TREE ist wie folgt definiert: Gegeben ist ein
zusammenhéngender, ungerichteter Graph G = (V| E). Gesucht ist ein Spannbaum 7" von G mit
dem kleinsten Maximalgrad unter allen Spannbdumen von G. Der Maximalgrad eines Graphen G
ist max{deg(v) | v € V(G)}.

Betrachten Sie aulerdem das NP-vollstéindige Entscheidungsproblem HAMILTON-PFAD: Gegeben

ein ungerichteter Graph G, gibt es einen Pfad P, der jeden Knoten in G genau einmal enthélt?

(a) Geben Sie die Losung des MIN-DEGREE-SPANNING-TREE fiir die folgende Instanz an und
begriinden Sie die Optimalitat Threr Losung:

(b) Bonusaufgabe: Formulieren Sie das zu MIN-DEGREE-SPANNING-TREE zugehorige Entschei-
dungsproblem und zeigen Sie, dass es NP-vollstindig ist. Reduzieren Sie dazu von dem
Problem HAMILTON-PFAD.

(c) Zeigen Sie: Falls P # NP, dann gibt es keinen Approximationsalgorithmus fiir MIN-DEGREE-
SPANNING-TREE mit relativer Giite o < 3.

(d) Es gibt aber einen Approximationsalgorithmus A fiir MIN-DEGREE-SPANNING-TREE mit
absoluter Giite 1. Geben Sie Ry an. Warum ist das kein Widerspruch zu c)? Uberlegen Sie
sich dazu, was der Optimalwert einer Instanz sein kénnte, fiir die A mindestens relative Giite
3 hat
5 .

Aufgabe 3 (3 + 1 = 4 Punkte)

Sei I ein Minimierungsproblem mit ganzzahliger Optimierungsfunktion. Bezeichne das Entschei-
dungsproblem, ob OPTy(I) < K fiir eine gegebene Instanz I, als k. Sei Illx NP-schwer fiir ein
K eN.

(a) Zeigen Sie, dass unter der Annahme P # NP kein Approximationsalgorithmus A fiir IT mit
relativer Giite R4 < 1+ % existiert.

(b) Folgern Sie, dass es unter der Annahme P # NP kein PTAS fiir IT geben kann.



Aufgabe 4 (1+41+2+1+1=6 Punkte)

Das Maximierungsproblem MAXCOVER ist wie folgt definiert: Gegeben seien ein k € N, ein
Universum U mit |U| = n Elementen und eine Menge von m > k Teilmengen S = {51, ...Sy,} mit
S; C U. Gesucht ist eine Teilmenge X C S mit |X| = k, sodass | s.cx Si maximale Kardinalitét hat.
D.h. wir wollen £ Mengen aus S so wihlen, dass diese Mengen die maximale Anzahl an Elementen
in U abdecken.

(a) Betrachten Sie die folgende MAXCOVER-Instanz mit k = 3:
U= {07 1,2,3,4,5,6,7, 8}7 S= {517 S2a S37 547 S57 56}
mit 51 = {2,3,6}, S = {1,2,3,4}, S5 = {1,4,8}, Sy = {0,4,5}, S5 = {0,1, 2} und S = {5, 6}.

Geben Sie k Mengen in § an, die ausgewéahlt werden, um eine optimale Losung zu erreichen.

Betrachten Sie den folgenden Greedy-Algorithmus A, der immer die Menge auswiéhlt, die maximal
viele der noch nicht abgedeckten Elemente abdeckt.

Algorithmus 1: MAXCOVER-Approximation A

X+ 0 // Lésung
Y+ 0 // Bereits abgedeckte Elemente
fori<«1,...,k do

Wiéhle X; € S, dass | X; N (U \ Y)| maximiert wird

Y Y UX;

X XULX;)

(b) Wenden Sie A auf der Instanz aus a) an. Wiahlen Sie bei mehreren Moglichkeiten die Menge
mit dem kleinsten Index. Geben Sie die Reihenfolge an, in der die Mengen gewéhlt werden.

Im Folgenden zeigen wir, dass A ein relativer Approximationsalgorithmus mit relativer Giite
(1-— é)*l ist. Sei Yopr die Menge der Elemente, die durch eine optimale Losung abgedeckt wird.
Sei A; = |Yopr| — |Yi|, wobei Y; die Menge der iiberdeckten Elemente ist nach Auswahl der i-ten
Menge von A.

(c) Zeigen Sie, dass in jedem Schritt fiir die Anzahl der neu abgedeckten Elemente

AVER

1Yi\ Yiea| >
gilt.
(d) Zeigen Sie mit Hilfe von vollstéindiger Induktion, dass
1 %
A; < (1 - k> -[Yopr|
gilt.

(e) Zeigen Sie, dass A ein Approximationsalgorithmus mit relativer Giite (1 — %)*1 ist.
Hinweis: Es gilt (1 — %)n < % fir alle n € N.



Aufgabe 5 (2 + 4 = 6 Punkte)

Das Maximierungsproblem d-WEIGHTEDINDSET ist wie folgt definiert: Gegeben sei ein Graph
G = (V,E) mit Maximalgrad d und eine Knotengewichtsfunktion w: V' — N. Gesucht ist eine
unabhéngige Menge S C V' mit maximalem Gewicht w(S) =) _qw(v).

Betrachten Sie den folgenden Greedy-Algorithmus A. Dieser beginnt mit S = () und fiigt immer den
Knoten mit maximalem Gewicht zu S hinzu. Nachdem ein Knoten v zu S hinzugefiigt wird, werden
v, alle Nachbarn N (v) von v und alle inzidenten Kanten aus dem Graphen geldscht. Das wird so
lange wiederholt, bis der Graph leer ist.

(a) Zeigen Sie, dass A tatséchlich eine unabhéngige Menge ausgibt und in polynomieller Zeit lauft.

(b) Zeigen Sie, dass A ein Approximationsalgorithmus ist mit relativer Giite d ist.

Aufgabe 6 (1 4+ 1+ 2+ 3 =7Punkte)

Das Minimierungsproblem DREIECKSFREIERGRAPH ist wie folgt definiert: Gegeben ist ein Graph
G = (V,E) mit |V]| = n und |E| = m. Gesucht ist eine kardinalitéitsminimale Kantenmenge E’ C E,
sodass durch Loschen von E’ aus Graph G ein Graph G’ = (V, E'\ E’) entsteht, der dreiecksfrei ist.
Ein Graph ist dreiecksfrei, wenn es keine drei Knoten u,v,w € V mit u # v, v # w, u # w gibt, die
paarweise zueinander adjazent sind, also ein Dreieck bilden.

Es kann gezeigt werden, dass die Entscheidungsvariante von DREIECKSFREIERGRAPH N P-vollstindig
ist.

In der Vorlesung haben wir gesehen, dass sich jedes N'P-vollsténdige Problem als ganzzahliges
lineares Programm (engl. Integer Linear Program, ILP) darstellen ldsst. Um DREIECKSFREIERGRAPH
als ILP darzustellen, fithren wir fiir jede Kante e € E eine Variable z. € {0, 1} ein. Dabei soll z, = 1
bedeuten, dass wir e aus G loschen (also e € E’), und z. = 0, dass wir e nicht 16schen.

Im Folgenden ist ein noch unvollsténdiges ILP fiir DREIECKSFREIERGRAPH gegeben, das wir mit
DG-N bezeichnen:

Gegeben:

DREIECKSFREIERGRAPH-Instanz [ = (G = (V, E))
Variablen:

Fiir jede Kante e € E eine Variable x.
Nebenbedingungen:

(I) Fiir jede Kante e € E: z. € {0,1}

(IT)

Zielfunktion:
Minimiere ‘ ‘

(a) Vervollstéandigen Sie die zweite Nebenbedingung, die garantiert, dass G’ = (V, E'\ E’) dreiecks-
frei ist, und die Minimierungsfunktion.



Fine géngige Methode, ILPs zu approximieren, ist die LP-Relaxierung. Dabei wird die Beschréankung
aufgehoben, dass die Variablen ganzzahlige Werte haben miissen. Das dadurch entstehende lineare
Programm (LP) lisst sich in Polynomialzeit 16sen. Im Fall von SETCOVER erhalten wir das Problem
DG-R. Der einzige Unterschied gegeniiber DG-N ist die Nebenbedingung (I). Die Variablen x.
diirfen nun beliebige reelle Zahlen aus dem Intervall [0, 1] sein. Dementsprechend ist auch die
Zielfunktion reellwertig.

Sei im Folgenden OPTg(I) der Wert von L fiir eine optimale Losung von DG-R und OPTy(I) der
Wert von L einer optimalen Lésung von DG-N.

(b) Zeigen Sie, dass fiir jede DREIECKSFREIERGRAPH-Instanz I = (G = (V, E)) gilt: OPTr(I) <
OPTy(I).

(c) Geben Sie eine DREIECKSFREIERGRAPH-Instanz [ = (G = (V, E)) an, fiir die OPTr(]) <
OPT(I) gilt. Geben Sie jeweils eine optimale Losung an.

Wir betrachten nun folgenden Algorithmus A, der eine (nicht notwendigerweise optimale) Losung
fir DG-N berechnet:

1. Berechne eine optimale Losung X = (z.,, ..., Te,,) mit z¢, € [0,1] fiir DG-R.

2. Generiere eine Losung X' = (z,, ...,z ) mit z € {0,1} fir DG-N:
Wiihle jedes z, wie folgt:

Tg =

, 1 falls xg > %
0 sonst.

(d) Zeigen Sie, dass A ein 3-Approximationsalgorithmus fiir DG-N ist.
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