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Aufgabe 1 (3 (+1) Punkte)

Die Mensa von Dr. Meta war ein solcher Erfolg, dass er sich dazu entschieden hat, zwei neue Linien
L1 und L9 zu erdffnen. Dafiir stellt er neue Minions M ein, die an den neuen Linien arbeiten sollen.
Sie auf die Linien aufzuteilen ist aber gar nicht so einfach, denn es gibt einige Minions, die sich nicht
leiden koénnen. Dabei gibt die Funktion f: M — 2M fiir jeden Minion m € M an, welche Minions
f(m) Minion m nicht leiden kann. Sich nicht leiden kénnen beruht immer auf Gegenseitigkeit, also
gilt fiir je zwei Minions m,m' € M: m € f(m’) & m/ € f(m). Dr. Meta méchte die Minions nun so
auf die beiden Linien aufteilen, dass die Konflikte minimiert werden, also moglichst wenige Minions,
die sich nicht leiden kénnen, zusammenarbeiten miissen. Dabei miissen nicht gleich viele Minions an
jeder Linie arbeiten.

Wir betrachten nun das dquivalente Maximierungsproblem. Dabei maximieren wir die Anzahl der
Minions, die sich nicht leiden kénnen und an verschiedenen Linien arbeiten.

Betrachten Sie den folgenden Greedy-Algorithmus A: Die zwei Linien Li, Lo sind zun#chst leer und
wir gehen die Minions my, ..., m, in beliebiger Reihenfolge durch. Einen Minion m; € M fiigen
wir dann zu der Linie Ly (k € {1,2}) hinzu, die zum Zeitpunkt der Betrachtung von m; weniger
Minions enthélt, die m; nicht leiden kann.

Zeigen Sie, dass A ein Approximationsalgorithmus mit relativer Giite 2 ist.
Hinweis: Verwenden Sie eine triviale obere Schranke, um den optimalen Wert abzuschétzen.

Bonusaufgabe: In einer fritheren Version der Aufgabe haben wir das Minimierungsproblem betrachtet.
Eine Minimierung der Konflikte innerhalb der Linien ist dquivalent dazu, die Konflikte zwischen
den Linien zu maximieren. Warum eignet sich der angegebene Algorithmus trotzdem nicht fiir
eine Approximation des Minimierungsproblems? Zeigen Sie, dass A keine 2-Approximation fiir das
Minimierungsproblem ist.

Losung:
Das Problem ist unter dem Namen MAXCUT bekannt. Wir kénnen das Problem als Graph G =
(V, E) modellieren, wobei jeder Knoten einen Minion repréisentiert (also V := M) und zwischen



zwei Knoten eine Kante existiert, wenn die zugehorigen Minions sich nicht leiden kénnen (also
mimg € E < mj € f(mg)). Gesucht ist nun eine Partionierung der Knotenmenge in zwei Mengen
L1 und Lo, die die Anzahl der Kanten zwischen L1 und Ly maximiert.

Der gegebene Algorithmus A ist polynomiell, da jeder Knoten nur einmal zu einer Menge hinzugefiigt
wird und fiir jeden Knoten alle Nachbarn betrachtet werden.

Es bleibt zu zeigen, dass A relative Giite 2 hat. Dafiir schitzen wir zunéichst den Wert einer optimalen
Losung: Die Anzahl der Kanten zwischen L; und Lo kann hdchstens die Anzahl aller Kanten sein,
also ist |OPT | < |E|.

Sei Eil 1, die Menge der Kanten zwischen Ly und Ly nach dem Hinzufiigen des i-ten Knotens und
sei F; die Menge der Kanten in dem von my, ..., m; induzierten Subgraphen. Wir zeigen durch
Induktion, dass |E} ;| > Zil fiir alle 4 gilt.

2

Fiir i = 1 ist | E;| = 0. Der i-te Knoten m; wird zu der Menge Lj, hinzugefiigt, die weniger Nachbarn
von m; enthélt. Durch das Hinzufiigen von m; kommen genau |E; \ E;_1| Kanten zu E;_; hinzu.
Von diesen Kanten verlaufen mindestens die Hélfte zwischen L1 und Lo, da sonst m; zur anderen
Menge hinzugefiigt worden wére. Damit gilt

; 1 |Ei\ Ei—1| nd |E;_q| | |E;\ Eiq|  |E
\EL .| > |EL 1,1+ 5 > 5 T 5 =

Damit gilt [E7 ;| > |E2"| und A ist ein Approximationsalgorithmus mit relativer Giite 2.

Bonusaufgabe: Der Unterschied der beiden Varianten besteht darin, was wir als Optimalwert auffassen.
Falls es beispielsweise eine Losung gibt, bei der es keine Konflikte innerhalb der Linien gibt (d.h. der
Graph ist bipartit), so ist der Optimalwert des Minimierungsproblems 0, des Maximierungsproblems
dagegen |E(G)|. Fiir das Maximierungsproblems geniigt also eine Losung mit |E|/2 Kanten zwischen
den beiden Mengen, wohingegen die Losung fiir das Minimierungsproblem 0, also optimal sein muss.
Das Ziel der Approximation ist zwar das gleiche, die Bewertung, was ,nah am Optimum® bedeutet,
unterscheidet sich aber. Um zu zeigen, dass A keine 2-Approximation fiir das Minimierungsproblem
ist, betrachten wir den Pfad P = (u,v,w). Da P bipartit ist, ist OPT(P) = 0. A erhalte die Knoten
nun in der Reihenfolge u, w, v. Fiir Knoten, die gleich viele Nachbarn in beiden Mengen haben, gibt
uns A keine Garantie, also kann es passieren, dass v und w in verschiedenen Mengen landen. Dann
ist die Losung von A aber 1 > 2-0.

Aufgabe 2 (1 (+3)+3+1=25(8) Punkte)

Fiir einen ungerichteten Graphen G ist ein Subgraph 7' ein Spannbaum von G, wenn 7' ein Baum
ist und alle Knoten von G enthélt.

Das Optimierungsproblem MIN-DEGREE-SPANNING-TREE ist wie folgt definiert: Gegeben ist ein
zusammenhéngender, ungerichteter Graph G = (V| E). Gesucht ist ein Spannbaum 7" von G mit

dem kleinsten Maximalgrad unter allen Spannbdumen von G. Der Maximalgrad eines Graphen G
ist max{deg(v) | v € V(G)}.

Betrachten Sie auflerdem das N P-vollstindige Entscheidungsproblem HAMILTON-PFAD: Gegeben
ein ungerichteter Graph G, gibt es einen Pfad P, der jeden Knoten in G genau einmal enth&lt?

(a) Geben Sie die Losung des MIN-DEGREE-SPANNING-TREE fiir die folgende Instanz an und
begriinden Sie die Optimalitat Threr Losung:



(b) Bonusaufgabe: Formulieren Sie das zu MIN-DEGREE-SPANNING-TREE zugehorige Entschei-
dungsproblem und zeigen Sie, dass es N'P-vollstindig ist. Reduzieren Sie dazu von dem
Problem HAMILTON-PFAD.

(c) Zeigen Sie: Falls P # NP, dann gibt es keinen Approximationsalgorithmus fiir MIN-DEGREE-
SPANNING-TREE mit relativer Giite a < %

(d) Es gibt aber einen Approximationsalgorithmus A fiir MIN-DEGREE-SPANNING-TREE mit
absoluter Giite 1. Geben Sie R an. Warum ist das kein Widerspruch zu c¢)? Uberlegen Sie
sich dazu, was der Optimalwert einer Instanz sein konnte, fiir die .4 mindestens relative Giite
3 hat
5 .

Losung:

(a) Da es drei Knoten mit Grad 1 gibt, kann der Graph keinen Hamiltonpfad haben. Der Ma-
ximalgrad eines Spannbaums ist also mindestens 3. Der folgende Spannbaum zeigt, dass
Maximalgrad 3 optimal ist.

(b) Das zugehorige Entscheidungsproblem DEGREE-CONSTRAINED-SPANNING-TREE lautet: Gege-
ben ein zusammenhéngender, ungerichteter Graph G und eine natiirliche Zahl k£ € N, gibt es
einen Spannbaum 7" von G mit Maximalgrad hochstens k7

Das Problem liegt in NP, da eine nicht-deterministische Turingmaschine fiir einen gegebenen
Subgraphen T in polynomieller Zeit iiberpriifen kann, ob 7" ein Spannbaum ist und ob der
Maximalgrad von T' héchstens k ist.

Fiir eine Instanz I = (G = (V, E)) von HAMILTON-PFAD konstruieren wir eine Instanz
I' = (G', k) von DEGREE-CONSTRAINED-SPANNING-TREE. Dabei setzen wir G’ := G und



k = 2. Ein Baum mit Maximalgrad 2 ist isomorph zu einem Pfad. Gibt es also einen Spannbaum
in G’ mit Maximalgrad 2, ist dieser gleichzeitig auch ein Hamilton-Pfad. Umgekehrt ist ein
Hamilton-Pfad auch ein Spannbaum mit Maximalgrad 2.

Da die Transformation polynomial ist, ist DEGREE-CONSTRAINED-SPANNING-TREE N P-
vollstandig.

(¢) Wir nehmen an, es giibe einen Approximationsalgorithmus .4 mit relativer Giite a < % Wir
zeigen, dass wir damit eine Instanz von HAMILTON-PFAD in polynomieller Zeit entscheiden
konnen.

Sei Graph G eine Instanz von HAMILTON-PFAD. Wir fithren den Approximationsalgorithmus .4
auf G aus. Gibt es in G einen Hamiltonpfad, dann gibt es einen Spannbaum mit Maximalgrad
2 und es gilt A(G) < a-OPT(I) = -2 < 3. Also gibt A einen Wert kleiner als 3 aus. Gibt es
in G keinen Hamiltonpfad, ist der Maximalgrad jedes Spannbaums mindestens 3 und A gibt
mindestens 3 aus.

Da HAMILTON-PFAD ein N'P-vollstéindiges Problem ist, kann unter der Annahme von P # NP
ein solcher Approximationsalgorithmus nicht existieren.

(d) Da A(I) < OPT(I) + 1 gilt fiir alle Instanzen I, ist R% = 1. Ein solcher Algorithmus A kann
aber trotzdem eine relative Giite o > 3 haben. Fiir eine Instanz I mit OPT(I) = 2 gibt A

den Wert A(I) = OPT(I) + 1 = 3 aus, also gilt R4(]) = OJ;"’(I‘I()I) = 3. Damit ist das nicht

hinreichend fiir einen Widerspruch zu c).

(Fiir OPT(I) > 2 gilt Ra(I) < 3. Fiir die relative Giite o des Algorithmus insgesamt ist aber
nur der schlechteste Fall entscheidend.)

Aufgabe 3 (3 + 1 = 4 Punkte)

Sei I ein Minimierungsproblem mit ganzzahliger Optimierungsfunktion. Bezeichne das Entschei-
dungsproblem, ob OPTy(I) < K fiir eine gegebene Instanz I, als Ix. Sei IIx N'P-schwer fiir ein
K eN.

(a) Zeigen Sie, dass unter der Annahme P # NP kein Approximationsalgorithmus A fiir IT mit
relativer Giite R4 < 1+ % existiert.

(b) Folgern Sie, dass es unter der Annahme P # NP kein PTAS fiir IT geben kann.

Losung:

(a) Wir nehmen an, dass ein Approximationsalgorithmus A mit relativer Giite R4 < 1+ % fiir II
existiert. Wir verwenden A, um IIx zu entscheiden. Sei also I eine Instanz von Ilg.

Ist OPTy (1) < K, gilt:
1 1
_— < — . =
Al < <1+ K> OPTy(I) < <1+ K> K=K+1

Da die Optimierungsfunktion von II ganzzahlig ist, gilt somit A(I) < K.
Ist OPT(I) > K, gilt auch A(I) > K, da II ein Minimierungsproblem ist und damit
A(I) > K + 1.

Damit kénnen wir also entscheiden, ob OPT; < K gilt. Da A ein polynomieller Algorithmus
ist und IIx N'P-schwer, ist P = N'P.



(b) Gébe es fiir IT ein PTAS, géibe es per Definition fiir jedes € > 0 einen Approximationsalgorithmus
A, mit relativer Giite < 1 + ¢, insbesondere also auch fiir € := % Dieser kann aber nach
Teilaufgabe a) nicht existieren, wenn P # NP gilt.

Aufgabe 4 (1+1+42+1+ 1= 6 Punkte)

Das Maximierungsproblem MAXCOVER ist wie folgt definiert: Gegeben seien ein £k € N, ein
Universum U mit |U| = n Elementen und eine Menge von m > k Teilmengen S = {51, ...Sy,} mit
S; CU. Gesucht ist eine Teilmenge X C S mit |X| = k, sodass | Siex S; maximale Kardinalitéit hat.
D.h. wir wollen £ Mengen aus S so wéhlen, dass diese Mengen die maximale Anzahl an Elementen
in U abdecken.

(a) Betrachten Sie die folgende MAXCOVER-Instanz mit k = 3:
U= {07 1’ 2’ 37 47 5a 65 7a 8}7 S = {Sly SQa S3a S47 S57 56}

mit S; = {2,3,6}, So = {1,2,3,4}, S5 ={1,4,8}, Sy = {0,4,5}, S5 = {0,1,2} und Sg = {5, 6}.
Geben Sie k Mengen in § an, die ausgewahlt werden, um eine optimale Losung zu erreichen.

Betrachten Sie den folgenden Greedy-Algorithmus A, der immer die Menge auswéhlt, die maximal
viele der noch nicht abgedeckten Elemente abdeckt.

Algorithmus 1: MAXCOVER-Approximation .4

X+ 0 // Ldsung
Y+ 0 // Bereits abgedeckte Elemente
fori<«1,....k do

Wihle X; € S, dass | X; N (U \ Y)| maximiert wird

Y« YUX;

X XUX;)

(b) Wenden Sie A auf der Instanz aus a) an. Wiahlen Sie bei mehreren Moglichkeiten die Menge
mit dem kleinsten Index. Geben Sie die Reihenfolge an, in der die Mengen gewéhlt werden.

Im Folgenden zeigen wir, dass A ein relativer Approximationsalgorithmus mit relativer Giite
(1-— %)_1 ist. Sei YopT die Menge der Elemente, die durch eine optimale Losung abgedeckt wird.
Sei A; = |Yopr| — |Yi|, wobei Y; die Menge der iiberdeckten Elemente ist nach Auswahl der i-ten
Menge von A.

(c) Zeigen Sie, dass in jedem Schritt fiir die Anzahl der neu abgedeckten Elemente

AV}
k

[Yi\Yia| >
gilt.
(d) Zeigen Sie mit Hilfe von vollstéindiger Induktion, dass
A; < (1 - ;)Z - [Yopr|

gilt.



(e)

Zeigen Sie, dass A ein Approximationsalgorithmus mit relativer Giite (1 — %)*1 ist.
Hinweis: Es gilt (1 — %)n < é fir alle n € N.

Losung:

(a)

Die Mengen Si, S3 und Sy decken acht Elemente {0,1,2,3,4,5,6,8} ab. Da 7 in keiner Menge
in § vorkommt, ist das eine optimale Losung.

A wihlt die Mengen in der folgenden Reihenfolge: Sy, Sy4, S1. Diese decken sieben Elemente
{0,1,2,3,4,5,6} ab.

Vor der Auswahl der i-ten Menge gibt es noch mindestens A;_; Elemente in Yopr \ Y;—1. Das
sind die Elemente, die durch optimale Lésung abgedeckt werden, aber nach dem (i — 1)-ten
Schritt noch nicht durch A. Da eine optimale Losung die Elemente in Yopr mit & Mengen
abdecken kann, kann sie insbesondere auch die Elemente in Yopr\Y;_1 mit £ Mengen abdecken.
Dann muss es eine Menge geben, die mindestens einen Anteil von % der Elemente in Yopr\Y;—1
abdeckt. Da A die Menge auswéihlt, die die meisten verbleibenden Elemente abdeckt, werden
durch die Auswahl der i-ten Menge auch mindestens Afl bisher noch nicht abgedeckte
Elemente abgedeckt.

Fiir i« = 0 wird noch keine Menge von A abgedeckt, also ist |Y;| = 0 und A; = |Yopr|.

Fiir 4 > 0 nehmen wir an, dass die Behauptung fiir ¢ — 1 gilt, also A; 1 < (1 — %)i_l - |Yopr|.
Dann gilt:

A=A — Y\ Y| neu abgedeckte Elemente verringern Differenz |Yopr| — |Yi|
A
<A1 — ’ L wegen ¢)
1
“oa (1)
1\
< <1 - k) -|Yopr| v

Durch Induktion folgt die Behauptung.

Nach Auswahl der k-ten Menge gilt

1\* 1
[Yopr| — Y| = A < (1 = k:> |Yopr| < . |Yopr|
, also
1
Vil > (1 - e) [YopT|

Dabei ist |Y%| die Anzahl der Elemente, die durch A abgedeckt werden. Da der Algorithmus
polynomielle Laufzeit hat, ist er ein Approximationsalgorithmus mit relativer Giite (1 — %)_1.

Aufgabe 5 (2 + 4 = 6 Punkte)

Das Maximierungsproblem d-WEIGHTEDINDSET ist wie folgt definiert: Gegeben sei ein Graph

G =

(V, E) mit Maximalgrad d und eine Knotengewichtsfunktion w: V' — N. Gesucht ist eine

unabhéngige Menge S C V' mit maximalem Gewicht w(S) =3, qw(v).



Betrachten Sie den folgenden Greedy-Algorithmus A. Dieser beginnt mit S = () und fiigt immer den
Knoten mit maximalem Gewicht zu S hinzu. Nachdem ein Knoten v zu S hinzugefiigt wird, werden
v, alle Nachbarn N (v) von v und alle inzidenten Kanten aus dem Graphen geloscht. Das wird so
lange wiederholt, bis der Graph leer ist.

(a)
(b)

Zeigen Sie, dass A tatséichlich eine unabhéngige Menge ausgibt und in polynomieller Zeit lduft.

Zeigen Sie, dass A ein Approximationsalgorithmus ist mit relativer Giite d ist.

Losung:

(a)

Angenommen, die ausgegebene Menge S ist keine unabhingige Menge, dann gibt es zwei
Knoten u,v € S mit uv € E. Entweder u oder v wurde von A zuerst ausgewéhlt, 0.B.d.A. sei
u zuerst gewihlt worden. Da aber A danach alle Nachbarn von w (insbesondere auch v) aus
dem Graphen 16scht, kann v nicht mehr von A gewéhlt werden. Die Knoten » und v kénnen
also nicht gleichzeitig in S sein.

In jedem Schritt einen Knoten mit maximalem Gewicht finden und die Nachbarn und inzidente
Kanten 16schen geht in polynomieller Zeit. Da hochstens |V| Knoten zu S hinzugefiigt werden
konnen, hat A auch insgesamt polynomielle Laufzeit.

Sei I = (G = (V,E),w) eine Instanz von d-WEIGHTEDINDSET und sei S* eine optimale Losung
von I. Wir betrachten die unabhéngige Menge S 4, die von A ausgegeben wird. Der Wert der
Lésung ist dann 5, g w(v).

Wir schéitzen w(S*) nach oben ab. Dazu definieren wir fiir jedes v € S die folgende Menge:

N(v) = {u € S* | u wurde durch Wahl von v geléscht}

Da jeder Knoten in G irgendwann geldscht wird, damit der Algorithmus terminiert, wird auch
jeder Knoten in S* irgendwann geloscht. Wir weisen also jedem Knoten u € S* genau einen
Knoten v € Sy zu. Es gilt also J,eg, N(v) = 5™

Weniger formal ist die Wahl von v € S4 also Schuld daran, dass wir die Knoten in N(v) (die
in der optimalen Lésung S* enthalten sind) danach nicht mehr wéhlen kénnen. Es bleibt zu

zeigen, dass es ,nicht so schlimm® ist, wenn wir v statt N(v) wéhlen.

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass fiir alle v € Sy gilt: w(N(v)) < d - w(v).

Es gilt entweder N (v) = {v} oder N(v) € N(v), da nur Nachbarn von v und v selbst bei der
Wahl von v geléscht werden. Auflerdem koénnen nicht gleichzeitig v und ein Nachbar von v in
S* sein, da S* sonst keine unabhéngige Menge bilden wiirde.

Wir unterscheiden also die beiden Falle:

(1) N(v) = {v} .
In diesem Fall ist offensichtlich w(N(v)) = w(v) < d-w(v)

(2) N(v) € N(v) .
Da die Knoten in N(v) vor der Wahl von v noch nicht geléscht und insbesondere nicht
gewihlt worden sind und A immer den Knoten mit maximalem Gewicht wahlt, gilt fiir
alle v € N(v): w(u) < w(v). AuBerdem ist |N(v)| < d, da G Maximalgrad d hat.

In beiden Féllen gilt also w(N(v)) < d - w(v).

Dann ist

w(S) =w( [ Nw)= > wNE) < Y dww)=d > wk)=d w(Sa)

vES 4 VES 4 VES 4 VES 4

Damit ist A also ein Approximationsalgorithmus mit relativer Giite d.



Aufgabe 6 (1 +1+4 2+ 3=7Punkte)

Das Minimierungsproblem DREIECKSFREIERGRAPH ist wie folgt definiert: Gegeben ist ein Graph
G = (V,E) mit |V]| = n und |E| = m. Gesucht ist eine kardinalititsminimale Kantenmenge E’ C E,
sodass durch Loschen von E’ aus Graph G ein Graph G’ = (V, E'\ E’) entsteht, der dreiecksfrei ist.
Ein Graph ist dreiecksfrei, wenn es keine drei Knoten u,v,w € V mit u # v, v # w, u # w gibt, die
paarweise zueinander adjazent sind, also ein Dreieck bilden.

Es kann gezeigt werden, dass die Entscheidungsvariante von DREIECKSFREIERGRAPH N P-vollstéindig
ist.

In der Vorlesung haben wir gesehen, dass sich jedes N'P-vollstindige Problem als ganzzahliges
lineares Programm (engl. Integer Linear Program, ILP) darstellen ldsst. Um DREIECKSFREIERGRAPH
als ILP darzustellen, fithren wir fiir jede Kante e € E eine Variable z. € {0, 1} ein. Dabei soll z. = 1
bedeuten, dass wir e aus G 16schen (also e € E’), und z. = 0, dass wir e nicht 18schen.

Im Folgenden ist ein noch unvollstéindiges ILP fiir DREIECKSFREIERGRAPH gegeben, das wir mit
DG-N bezeichnen:

Gegeben:

DREIECKSFREIERGRAPH-Instanz I = (G = (V, E))
Variablen:

Fiir jede Kante e € E eine Variable xz,
Nebenbedingungen:

(I) Fiir jede Kante e € E: z, € {0,1}

(1I)
Zielfunktion:

Minimiere ‘ ‘

(a) Vervollstindigen Sie die zweite Nebenbedingung, die garantiert, dass G’ = (V, E'\ E’) dreiecks-
frei ist, und die Minimierungsfunktion.

Fine géngige Methode, ILPs zu approximieren, ist die LP-Relaxierung. Dabei wird die Beschriankung
aufgehoben, dass die Variablen ganzzahlige Werte haben miissen. Das dadurch entstehende lineare
Programm (LP) lisst sich in Polynomialzeit 16sen. Im Fall von SETCOVER erhalten wir das Problem
DG-R. Der einzige Unterschied gegeniiber DG-N ist die Nebenbedingung (I). Die Variablen x.
diirfen nun beliebige reelle Zahlen aus dem Intervall [0, 1] sein. Dementsprechend ist auch die
Zielfunktion reellwertig.

Sei im Folgenden OPTRg(I) der Wert von L fiir eine optimale Losung von DG-R und OPTy(7) der
Wert von L einer optimalen Loésung von DG-N.

(b) Zeigen Sie, dass fiir jede DREIECKSFREIERGRAPH-Instanz I = (G = (V, E)) gilt: OPTr(I) <
OPTy(I).

(c) Geben Sie eine DREIECKSFREIERGRAPH-Instanz I = (G = (V, E)) an, fiir die OPTR(I) <
OPTy(I) gilt. Geben Sie jeweils eine optimale Losung an.



Wir betrachten nun folgenden Algorithmus A, der eine (nicht notwendigerweise optimale) Losung
fir DG-N berechnet:

1. Berechne eine optimale Losung X = (z.,, ..., Te,,) mit z., € [0,1] fiir DG-R.

2. Generiere eine Losung X' = (z,, ...,z ) mit z € {0,1} fir DG-N:
Wiihle jedes z, wie folgt:

.’L‘S =
0 sonst.

, {1 falls zg > %

(d) Zeigen Sie, dass A ein 3-Approximationsalgorithmus fiir DG-N ist.

Losung:

(a) Fiir jedes Dreieck {u,v,w} C V3 in G muss mindestens eine Kante geléscht werden, also
muss v, vw oder wu in E’ sein, also muss fiir alle Dreiecke in G' mit Knoten u, v, w gelten:
Ty + Tow + Ty = 1 Die Anzahl der gewéhlten Kanten soll minimal sein, also soll ccE Te
minimiert werden.

(b) Jede Losung von DG-N erfiillt die Nebenbedingungen von SC-R und ist somit auch eine
Losung von DG-R. Es kann also nicht OPTg(I) > OPTy(I) gelten, weil OPTRr(I) dann nicht
optimal wire.

(c) Betrachten Sie den folgenden Graphen:

(0,0)
G G
&/ x@ g
— NS
(@)
= \,/; (07 %)
g ‘o Q
Y, O
(0, 0) )

Die erste Komponente gibt eine optimale Losung X fiir DG-N und die zweite Komponente
eine optimale Losung X’ fiir DG-R an. Dabei ist >, pze =3> 3 =Y _pal.

(d) Zun#chst muss gezeigt werden, dass A tatséchlich eine giiltige Losung fiir DG-N berechnet.
Dazu nehmen wir an, dass A keine giiltige Losung ausgibt. Dann existiert ein Dreieck {u, v, w} in
G mit x4+, +.,, = 0, d.h. keine der drei Kanten wird geldscht. Also gilt fiir alle drei Kanten
in der Losung von DG-R: Ty, Ty, T < % Dann ist aber zy, + Tyw + Twu < % + % + % =1.
Das heifit, X ist keine giiltige Losung von DG-R, was ein Widerspruch ist.

AuBlerdem gilt
x’ez% a)

A= ze=> 1 < > 3-2,<3-) a,=3-0PTg(I) <3-OPTn(]),

eck Te=1 ze=1 eckE
ecE eclk



weshalb A relative Giite 3 hat.

Da die Anzahl der Dreiecke in einem Graphen durch n? beschrénkt ist, ist auch die Anzahl
der Nebenbedingung und damit auch die LP-Instanz polynomiell. Diese kann in polynomieller
Zeit optimal gelost werden und A kann die zugehorige ganzzahlige Losung offensichtlich in

Linearzeit berechnen. Insgesamt ist A also ein Approximationsalgorithmus mit relativer Giite
3.



	 3 (+1)
	 1 (+ 3) + 3 + 1 = 5 (8)
	 3 + 1 = 4
	 1 + 1 + 2 + 1 + 1 = 6
	 2 + 4 = 6
	 1 + 1 + 2 + 3 = 7

