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Aufgabe 1 (24 1+ 2+ 1= 6 Punkte)

Die Turing-Maschine M = (Q,% = {1},T' = {0,0,1,1,#,U},4, s, {m}) wird durch den folgenden
Zustandsgraphen beschrieben.

(a) Simulieren Sie die Turing-Maschine M auf der Eingabe 11, bis Sie zum zweiten Mal in den
Zustand s gelangen. Geben Sie alle Konfigurationen an, die dabei auftreten.

(b) Welche Ausgabe produziert die Turing-Maschine M auf der Eingabe 117
(c) Was ist die Aufgabe der Zustandsmengen {s,a,b,c,e,d, f}, {g,h,i} und {7, k,1}7
(d) Welche Funktion berechnet M?



Aufgabe 2 (2 4+ 2 = 4 Punkte)

Betrachten Sie die folgenden Entscheidungsprobleme:

(a) Gegeben eine endliche Menge M C N von natiirlichen Zahlen, existieren Zahlen a,b,c € M
mit a + b? = 3?7

(b) LONGEST PATH: Gegeben ein Graph G = (V, E) und ein k € N, existiert ein Pfad in G mit
k Knoten? (Ein Pfad mit k£ Knoten ist eine Folge von paarweise unterschiedlichen Knoten
v1,...,0 €V, sodass vjvip1 € E fir allei € {1,...,k—1}.)

Geben Sie fiir jedes dieser Probleme eine Ja-Instanz und eine Nein-Instanz an. Beschreiben Sie
auBlerdem, wie eine Orakel-TM arbeitet, die das Problem in polynomieller Zeit 16st. Geben Sie
dazu insbesondere an:

(i) wie die Instanzen kodiert werden,

(ii) wie die Orakel-TM den Losungsvorschlag des Orakelmoduls interpretiert und

(iii) was der deterministische Teil der Orakel-TM tun muss, um den Losungsvorschlag zu iiber-
priifen. Begriinden sie kurz die polynomielle Laufzeit.

Aufgabe 3 (3 + 2 = 5 Punkte)

Wir zeigen in dieser Aufgabe, dass die Sprache
L = {(M) | L(M) ist unentscheidbar}

unentscheidbar ist.

(a) Fiir eine Eingabe w+#v, konstruieren Sie eine Turing-Maschine M"", sodass gilt:

L(M™") ist unentscheidbar <= T, akzeptiert v.

(b) Zeigen Sie, dass L unentscheidbar ist. Nehmen Sie dazu an, dass es eine Turing-Maschine M,
gibt, die L entscheidet, und verwenden Sie M, um die universelle Sprache zu entscheiden.

Sie dirfen die Aussage der Teilaufgabe (a) verwenden, auch wenn Sie diese nicht gezeigt
haben.

Aufgabe 4 (2 Punkte)

Betrachten Sie die Sprache
L={{M)|LM) =0}

Zeigen Sie, dass L¢ semi-entscheidbar ist.



Aufgabe 5 (1+2+1+1+1+ 2= 8 Punkte)

Zeigen oder widerlegen Sie:

(a) Sei M = (Q,%,T,4,s,F) eine deterministische Turing-Maschine, die eine Sprache L C ¥*
akzeptiert. Dann akzeptiert die Turing-Maschine M’ = (@, X, T, 4, s, Q\ F') genau die Sprache
Le.

(b) Sei L eine entscheidbare Sprache und L, Lo semi-entscheidbare Sprachen mit:
LiNLy = @,Ll ULo=0L.
Dann ist L; auch entscheidbar.

(c) Sei L eine entscheidbare Sprache und Ly, Lo semi-entscheidbare Sprachen mit:
LiULy=1L.
Dann ist L; auch entscheidbar.

(d) Sei Ly eine entscheidbare Sprache und Lj N Lo eine entscheidbare Sprache. Dann ist auch Lo
entscheidbar.

(e) Jede unentscheidbare Sprache enthilt eine entscheidbare Teilmenge.

(f) Fiir jede unentscheidbare Sprache gibt es eine echte Obermenge, die ebenfalls unentscheidbar
ist.

Aufgabe 6 (2 + 3 + 2 = 7 Punkte)

Wir erweitern das Modell einer Turing-Maschine, indem wir einen weiteren Kopf hinzufiigen. Die
Kopfe haben eine gemeinsame Zustandsmenge () und gemeinsame Eingabe- und Bandalphabete
¥ und T. Beide Kopfe arbeiten auf dem selben Band, wobei abwechselnd je ein Schritt der Uber-
gangsfunktionen fiir Kopf 1 und Kopf 2 ausgefiihrt wird. Auch wenn Kopf 2 an der Reihe ist, ist
bekannt, was Kopf 1 gerade liest, und umgekehrt. Die Ubergangsfunktion hat also die Form

§: QxT xT'x{1,2} - QxT x{L,N, R},

wobei der vierte Parameter angibt, welcher Kopf an der Reihe ist. Die Ubergangsfunktion wird also
abwechselnd mit 1 bzw. 2 als viertes Argument aufgerufen. Wir nennen eine solche Turing-Maschine
eine 2-Kopf-Turing-Maschine.

(a) Sei ¥ = {a,b,#}. Beschreiben Sie eine 2-Kopf-Turing-Maschine, die die Spiegelsprache
{w#w? | w € {a,b}*}, wobei wf das Spiegelwort von w bezeichne, in Linearzeit erkennt.
Begriinden Sie kurz die Laufzeit.

(b) Zeigen Sie, dass 2-Kopf-Turing-Maschinen und klassische Turing-Maschinen (d.h. 1 Kopf, 1
Band, wie in Vorlesung definiert) gleich méchtig sind. Simulieren Sie hierzu eine klassische
Turing-Maschine mit einer 2-Kopf-Turing-Maschine und umgekehrt.



(c) Wir entfernen nun den vierten Parameter aus der Ubergangsfunktion, sodass sich beide Kopfe
bei gleichem Zustand und gleichen gelesenen Symbolen gleich verhalten. Die Ubergangsfunk-
tion hat jetzt also die Form

§:QxT'xT —QxT x{L,N,R}.

Wir nennen eine solche Turing-Maschine eine Zwillingskopf-Turing-Maschine.

Zeigen Sie, dass 2-Kopf-Turing-Maschinen und Zwillingskopf-Turing-Maschinen gleich méch-
tig sind. Simulieren Sie hierzu eine Zwillingskopf-Turing-Maschine mit einer 2-Kopf-Turing-
Maschine und umgekehrt.
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