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Aufgabe 1 (2 + 2 = 4 Punkte)
Gegeben seien eine endliche Zustandsmenge @) mit |@Q] = m und ein endliches Alphabet ¥ mit
|2 =n.

(a) Wie viele unterschiedliche DEAs (Q, X, 4, s, F') existieren mit Zustandsmenge @ iiber dem
Alphabet 37

(b) Wie viele unterschiedliche NEAs (Q,¥,d,s, F) ohne e-Uberginge existieren mit Zustands-
menge () iiber dem Alphabet 37

Losung:

Da @ und X fest sind, kann man nur s, F' und § variieren. s ist ein beliebiger Zustand aus @), also
gibt es m Moglichkeiten fiir s. F ist eine beliebige Teilmenge von @, also gibt es 2" Moglichkeiten
fiir F. Es bleibt nur noch die Moglichkeiten fiir 6 zu zdhlen.

(a) Fiir den Fall eines DEAs ist § eine Abbildung 6: @Q x ¥ — . Also bildet § jedes Paar
(q,x) € Q x X (es gibt |Q| - |X| = mn solche Paare) auf ein Element y € @ (es gibt |Q| = m
solche Elemente) ab. Dann gibt es fiir jedes der mn Paare m Maoglichkeiten, also gibt es m™"
Moglichkeiten fiir 6. Somit gibt es
unterschiedliche DEAs.

(b) Fiir den Fall eines NEAs ist § eine Abbildung 6: Q@ x ¥ — 29. Also bildet § jedes Paar
(q,x) € Qx X (es gibt |Q|-|Z| = mn solche Paare) auf ein Element Y € 29 (es gibt [29] = 2™
solche Elemente) ab. Dann gibt es fiir jedes der mn Paare 2™ Moglichkeiten, also gibt es

(Qm)mn _ 2m(mn) _ 2m2n
Moglichkeiten fiir §. Somit gibt es

m2m 2m2n — m2m+m2n

unterschiedliche NEAs ohne e-Uberginge.



Aufgabe 2 (2 4+ 2 = 4 Punkte)

Geben Sie fiir die folgenden Sprachen jeweils alle Aquivalenzklassen der Nerode-Relation (in Men-
genschreibweise) an. Geben Sie auBerdem fiir jede Aquivalenzklasse K die Menge Sy der giiltigen
Suffixe an, also die Menge aller z € ¥*, sodass fiir jedes u € K gilt: uz € L;. Ist die jeweilige
Sprache reguldar? Falls ja, geben Sie einen DEA mit minimaler Anzahl von Zustédnden an, der die
Sprache akzeptiert.

(a) Ly ={w € {0,1,2}" | w enthilt 012 als Teilwort}

(b) Ly = {aib*‘ lie NO}

Losung:

(a) Ry, besitzt vier Aquivalenzklassen:

[012] = {w € {0,1,2}" | w enthilt 012 als Teilwort} = Ly

mit
Sio12) = {0,1,2}"
[ ]
[01] = {w € {0,1,2}" | w enthilt 012 nicht als Teilwort und endet mit 01}
mit
S[Ol] = {2U | u € {0, 1,2}*} @) L2
[ ]
[0] = {w € {0,1,2}" | w enthilt 012 nicht als Teilwort und endet mit 0}
mit

S[o} = {12u | u € {0, 1,2}*} U Ly

[e] = {0,1,2}"\ ([012] U [01] U [0])
= {w € {0,1,2}" | w enthilt 012 nicht als Teilwort und endet weder mit 0 noch mit 01}
mit
S[a] = Lo.

Also gibt es endlich viele Aquivalenzklassen und die Sprache L ist nach dem Satz von Nerode
reguliir. Der minimale DEA ergibt sich aus den Aquivalenzklassen:




(b) Rp, besitzt unendlich viele Aquivalenzklassen:

e Fiir jedes j € Ny bildet a’ eine eigene Aquivalenzklasse:

[a'] = {a’}
mit

Sjar) = {a*9 | ke No }
e Fiir jedes j € N gibt es eine Aquivalenzklasse
[aj+1b<j+1>5—j} - {akbks_j |k eN, K > j}
mit
S[aj+1b(j+1>5fj] = {bj}
e Die letzte Aquivalenzklasse wird von “Nicht-Prifixen” von Lo gebildet:

[b] = {w | w enthilt ba als Teilwort} U {aj b* | ji ks € No,k > 7
mit
S[b] = 0.

Die Nerode-Relation von Lo enthilt unendlich viele Aquivalenzklassen und somit ist Lo nach
dem Satz von Nerode nicht regulér.

Aufgabe 3 (2 Punkte)
Die Fibonacci-Folge xq, 1, x2, ... ist wie folgt definiert:

o = 0

Ir = 1

T; = Ti—1 + xi_o fur alle 7 > 2

Betrachten Sie die Sprache L = {0 | i € Ng}. Zeigen Sie mithilfe der Nerode-Relation, dass L nicht
regulér ist.

Losung:

Wir zeigen, dass die Nerode-Relation von L unendlich viele Aquivalenzklassen hat. Beobachte, dass
die Fibonacci-Folge monoton wachsend und ab xo streng monoton wachsend ist. Betrachte fiir
3 <n < m die Worter 0 und 0. Fiir das Suffix z = 0%»~! erhalten wir das Folgende:

O-Tnz — Oznomnfl — Oxn+xn71 — Omn+2 c L

Es gilt aulerdem
Tm < Ty + Tpo1 < T+ Tm—1 = Tm41,

also liegt x, +x,,—1 zwischen zwei aufeinanderfolgenden Gliedern der Fibonacci-Folge und ist somit
kein Glied dieser Folge. Also gilt
0¥mz = 0*m0*! ¢ L.

Deswegen sind [0%3], [0%¢],[0%5],... paarweise unterschiedliche Aquivalenzklassen. Also hat die
Nerode-Relation von L unendlich viele Aquivalenzklassen und L ist nach dem Satz von Nerode
nicht regulér.



Aufgabe 4 (1+2+4 1+ 2= 06 Punkte)

Welche der folgenden Sprachen sind regulidr? Beweisen Sie mit Hilfe des Pumping-Lemmas, falls
die Sprache nicht regulér ist. Andernfalls rechnen Sie die Aussage des Pumping-Lemmas nach und
zeigen Sie, dass die Sprache regulér ist.

(a)

(b)
()
(d)

L ={we{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}* | w ist die Matrikelnummer eines aktuell am KIT einge-
schriebenen Studierenden}

Ly ={0"12™ | n,m € Nog,n < m}
Ly ={0"12" | n,m € Nog,n > m}

Ly = {w € {a,b}* | w enthilt gerade viele as und ungerade viele bs}

Losung:

(a)

(b)

Die Sprache L erfiillt die Aussage des Pumping-Lemmas fiir n = 7. Da es keine Matrikel-
nummer der Linge grofler als 7 gibt, ist die zugrundeliegende Menge leer und die Aussage ist
erfiillt. Da Ly endlich ist, ist L1 regulér.

Wir zeigen, dass die Aussage des Pumping-Lemmas nicht erfiillt ist und somit Lo nicht regulér
sein kann.

Beweis: Sei n € N beliebig, aber fest. Wir wihlen w = 0712"*!. Offensichtlich gilt w € Lo mit
|w| > n. Betrachte eine beliebige Zerlegung w = uvx mit |uv| < n, v # . Dann gilt u = 0%,
v = 0/ fiir Zahlen 4,7 mit i + j < n,j > 0. Das Wort uv?z = 0"712"*! liegt nicht in Lo, da
n+j > n+ 1. Somit gibt es fiir jedes n € N ein Wort in Ly der Linge grofler als n, fiir das
keine Zerlegung entsprechend dem Pumping-Lemma existiert. Also ist Lo nicht regulér.

Wir zeigen, dass die Aussage des Pumping-Lemmas nicht erfiillt ist und somit Lg nicht regulér
sein kann.

Beweis: Sei n € N beliebig, aber fest. Wir wihlen w = 0"*t112". Offensichtlich gilt w € L3 mit
|w| > n. Betrachte eine beliebige Zerlegung w = uvx mit |uv| < n, v # . Dann gilt u = 0%,
v =0/ fiir Zahlen i, j mit i +j <n,j > 0. Das Wort uwv’z = 0"+17712" liegt nicht in L3, da
n+1—j < n. Somit gibt es fiir jedes n € N ein Wort in L3 der Linge grofer als n, fiir das
keine Zerlegung entsprechend dem Pumping-Lemma existiert. Also ist L3 nicht regulér.

Wir zeigen, dass L4 die Aussage des Pumping-Lemmas erfiillt fiir n = 4. Sei w € L4 mit
|lw| > 4. Die Idee ist, ein Teilwort in w zu finden, das gerade viele as und gerade viele bs
enthélt, sodass sich auch durch Pumpen dieses Teilworts die Paritéit der as und bs nicht
verdndert. Dazu betrachten wir die ersten vier Zeichen in w.

Fall 1: In den ersten vier Zeichen ist das Teilwort aa enthalten.

Dann kénnen wir eine Darstellung w = wvx wihlen mit |uv| < 4 und v = aa. Fiir alle i € Ny
ist |uv'z|y = |wla +2- (i — 1), was gerade ist, da |w|, gerade ist. An der Anzahl der bs &dndert
sich nichts, also gilt uv'z € Ly.

Fall 2: In den ersten vier Zeichen ist das Teilwort bb enthalten.

Dieser Fall funktioniert analog zu Fall 1, auch hier &ndert sich durch das Pumpen von bb die
Paritét nicht.

Fall 3: In den ersten vier Zeichen ist weder das Teilwort aa noch das Teilwort bb enthalten.



Dann miissen die ersten vier Zeichen abab oder baba sein, sonst wiirde Fall 1 oder Fall 2
eintreten. Dann kénnen wir eine Darstellung w = wvz wéhlen mit |uv| < 4 und v = abab
(bzw. v = baba). Dann ist |uv'z|, = |w|s + 2 (i — 1), was gerade ist, da |w|, gerade ist.
Analog ist [uviz|, = |w|p + 2 (i — 1), was ungerade ist, da |w|, ungerade ist. Also gilt auch
hier wv'z € Ly.

Die Sprache Ly ist reguldr, da der folgende DEA L, akzeptiert:

Aufgabe 5 (1 + 2 = 3 Punkte)

Fiir eine Abbildung f: Ng x Ng — Ny definieren wir die Sprache Ly = {011727(:9) | i, j € Ny}.

(a)
(b)

Geben Sie eine Abbildung f: Ng x Ng — Ny an, sodass L regulér ist. Beweisen Sie!

Geben Sie eine Abbildung f: Ny x Ng — Ny an, sodass Ly nicht regulér ist. Beweisen Sie!

Losung:

(a)

Betrachte zum Beispiel die Abbildung f: Ny x Ng — Ngo mit f(4,5) = 0 fiir alle 7,57 € Np.
Dann gilt:

Ly = {oiljzf(i’ﬁ |4,j € No} = {0'172° | i,j € No} = {017 | 4,5 € No}

Dann gilt fiir den reguldren Ausdruck o = 0*1%, dass L(a) = Ly, und somit ist die Sprache
regulér.

Betrachte zum Beispiel die Abbildung f: Ny x Ng — Ng mit f(i,7) =i + j fiir alle 4, j € Np.
Dann gilt
Ly = {02769 |, j € No} = {07727 |7, j € Ny}

Wir zeigen, dass die Sprache L; die Aussage des Pumping-Lemmas nicht erfiillt. Sei n € N
beliebig, aber fest. Wir withlen w = 0"1722", Offensichtlich gilt w € L; mit |w| > n. Betrachte
eine beliebige Zerlegung w = wvz mit |uv| < n und v # e. Dann gilt v = 0P, v = 09
fir Zahlen p,q mit p + ¢ < n,q > 0. Das Wort uv?z = 07"t91"22" liegt nicht in Ly, da
f(n+qn) = (n+q) +n = 2n+q # 2n. Somit gibt es fiir jedes n € N ein Wort in Ly
der Lange grofler als n, fiir das keine Zerlegung entsprechend dem Pumping-Lemma existiert.
Somit ist Ly nicht regulér.



Aufgabe 6 (3 Punkte)

Konstruieren Sie zu folgendem Automaten den zugehdrigen Aquivalenzklassenautomat. Geben Sie
in jedem Schritt alle Aquivalenzklassen an und durch welche Zeugen sie getrennt werden. Zeichnen
Sie den Ubergangsgraphen des Aquivalenzklassenautomaten.

Losung:
Zeuge Aquivalenzklassen
€ {aﬂ b7 c7 f} Y {d7 e}

0 {a,e, f}, {b}, {d;e}

1 {a,c, f}, {b}, {d;e}

00 | Ha,ch, {7}, {0}, {d;e}
01 | Ha,cp, {7}, {0}, {d;e}
10 | fa,ck, {f}, {b}, {d;e}
11| {ac}, {f}, {b}, {d,e}
000 | Ha,ck, {r}. {0}, {d;e}
001 | Ha,cp, {f}, {0}, {d;e}
010 | Ha,ck, {r}, {0}, {d;e}
011 | Ha,ch, {r}. {0}, {d;e}
100 | fa, ek, {f}, {b}, {d,e}
101 | {a, e}, {f}, {b}, {d,e}
110 | {a,c}, {f}, {b}, {d,e}
11 | Hac}, {f}, {b}, {d;e}

Somit trennen die Worter der Linge 3 keine weiteren Aquivalenzklassen und das Verfahren termi-
niert.




Aufgabe 7 (2 4 3 = 5 Punkte)

Gegeben seien drei regulére Sprachen A, B, C iiber einem endlichen Alphabet Y. Weiterhin sei fiir
jedes i € N die Sprache Cj iiber dem Alphabet ¥ definiert als:

C; = AC;_1B.

Zeigen oder widerlegen Sie:

(a) Fiir jedes i € Ny ist die Sprache C; regulir.
(b) Die Sprache

C:UC,-

1€Ng

ist regulér.

Losung:

(a) Die Aussage stimmt. Wir beweisen es mittels Induktion tiber i € Ny.

Induktionsanfang ¢ = 0: Die Sprache Cj ist nach Voraussetzung regulir, also stimmt die
Behauptung.

Induktionsschritt ¢ ~ i+ 1: Angenommen, die Aussage gilt fiir ein i € Ny, also ist C; regulér.
Da regulédre Sprachen unter Konkatenationsbildung abgeschlossen sind, ist C;11 = AC; B als
Konkatenation von drei reguldren Sprachen ebenfalls reguléar. Also gilt die Aussage auch fiir
1+ 1.

Nach Induktion gilt dann die Aussage fiir jedes i € Ny.

(b) Die Aussage stimmt nicht. Betrachte zum Beispiel das Alphabet ¥ = {0, 1} und die Sprachen
A = {0}, B = {1} und Cy = {e}. Alle drei Sprachen sind endlich und somit regulér und
erfiillen somit die Voraussetzung. Wir zeigen zuerst mittels Induktion iiber ¢, dass fiir alle
1 € Ny gilt:

C; = {01}

Induktionsanfang i = 0: Es gilt
{0°1%} = {ee} = {e} = C,

also stimmt die Behauptung.

Induktionsschritt i ~ i+1: Angenommen, die Aussage gilt fiir ein i € Ny, also gilt C; = {0°1%}.
Dann:

Ciy1 = AC;B
= {0} - {01} - {1}
— {0i+1 1’i+1}
Also gilt die Behauptung auch fiir ¢ 4 1.
Nach Induktion gilt es dann fiir jedes ¢ € Ny. Insgesamt gilt
c=Jc=J {01} ={071]ieNy}.
1€Ng 1€Np

Somit ist C' laut der Vorlesung nicht regulér.



Aufgabe 8 (1 + 3 + 3 = 7 Punkte)

Sei L eine regulire Sprache iiber einem Alphabet . Betrachten Sie die Sprachen
A(L) = {w € L | es gibt kein echtes Préfix v’ von w mit v’ € L}

und
B(L) = {w € L | fiir alle Wérter w’ € L ist w kein echtes Préifix von w'}

(a) Bestimmen Sie A(L;) fiir L1 = {w € {a,b}* | w enthélt das Teilwort ba}. Begriinden Sie!
(b) Zeigen Sie, dass A(L) regulér ist.

(c) Zeigen Sie, dass B(L) regulér ist.

Losung:

(a) Esist A(L1) = L(a*b™a). Ein Wort w € A(L;) darf das Teilwort ba nur einmal enthalten und
ba muss am Ende des Wortes stehen, da es sonst auch ein Préifix von w géibe, das ba enthélt.

(b) Da L regulér ist, gibt es einen DEA A = (Q, %, 4, s, F'), der L akzeptiert. Wir konstruieren
einen DEA Ay = (QU {qa},%,d4,s,F) wobei g4 ¢ Q ein neuer Zustand ist und d4 wie folgt
definiert ist:

5alq,7) = qa falls g € FU{qa}
’ d(q,x) sonst

Betrachte ein beliebiges Wort w = w1 ... w, € ¥* mit wy,...,w, € X. Dann gilt:
e Falls wy ... wp € L fiir ein k < n gilt, also
0% (s,wy ... wg) € F,

dann gilt nach Konstruktion:
04 (s,w) =qa ¢ F. (1)

e Falls wy ... wy ¢ L fiir alle k < n gilt, dann gilt:
54 (s,w) = 6" (s,w) (2)

Wir wollen nun A (L) = L(A4) zeigen. Dazu zeigen wir zundchst A (L) C L(Aa). Wir
betrachten also den Fall w € A(L). Das heifit, es gilt w € L, aber w; ... wy ¢ L fiir alle k < n.

Dann gilt
(2) weL

5 (s,w) = 6" (s,w) € F.
Also gilt w € L(A4) akzeptiert und somit (da w € A(L) beliebig war):

A(L)C L(Ajy).

Um L (Ay) C A(L) zu zeigen, betrachten wir den Fall w € L (A4). Also gilt

54 (s,w) € F.



Nach (1) gilt dann fiir alle ¢ < k:
wy...wy ¢ L.

Und somit nach (2):
da(s,w) =64 (s,w) € F.

Das heifit, es gilt w € L, aber kein echtes Prifix von w gehort zu L, also w € A (L) und (da
w € L (Aa) beliebig war)
L(As) CA(L).

Damit gilt insgesamt L (A4) = A (L) und somit ist A(L) regular.

Da L regulir ist, gibt es einen DEA A = (Q, %, 0, s, F'), der L akzeptiert. Wir konstruieren
einen DEA Ap = (Q, %, 0, s, Fp) mit

Fp={f€eF|VweX mit |w|>0:0(f,w) ¢ F}.

Es werden also nur solche Endzusténde behalten, von denen aus man durch Lesen von weiteren
Zeichen keinen Endzustand mehr erreichen kann.

Betrachte ein beliebiges Wort w = wy ... w, € ¥* mit wy,...,w, € X. Analog zur vorigen
Teilaufgabe zeigen wir zunéichst B (L) C L (Ap). Sei also w € B (L). Das heifit, es gilt w € L,
aber es gibt kein z € ¥* mit |2| > 0 und wz € L. Da w € L, gilt:

f:=0"(s,w) €F.

Angenommen f ¢ Fp. Dann existiert nach Definition von Fp ein z € ¥* mit |z| > 0 und
d(f,z) € F. Dann gilt

0% (s,wz) = 0% (6" (s,w),z) =" (f,z) € F,

also gilt wz € L mit |z| > 0, ein Widerspruch zur Definition von B (L). Also gilt f € Fp und
somit akzeptiert Ap das Wort w. Deswegen gilt w € L (Ap) und (da w € B (L) beliebig war):

B(L) C L(Ap).
Zeige nun L (Ap) C B(L). Sei dazu w € L (Ap). Also gilt:
f:=06"(s,w) € Fgp CF.

Zum Finen folgt aus f € F direkt w € L. Angenommen, w ist ein echtes Préfix von einem
Wort w’ = wz € L (mit |z| > 0). Also:

§* (s,w') = 6" (s,wz) = 6" (6" (s,w),2) = 0"(f,2) € F.
Wegen 6 (f, z) € F, gilt nach Definition von Fp:

f¢F37

ein Widerspruch. Also ist w € L kein echtes Préfix von einem Wort aus L und es gilt w €
B (L). Da w € L (Ap) beliebig war, gilt auch:

L(Ap) C B(L).

Damit gilt insgesamt L (Ap) = B (L) und somit ist B(L) regulér.
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