2. Klausur zur Vorlesung

Theoretische Grundlagen der Informatik
Wintersemester 2021/2022

Hier Aufkleber mit Name und Matrikelnummer anbringen

Vorname:

Nachname:

Matrikelnummer:
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Mogliche Punkte Erreichte Punkte
a b c d e by a b ¢ d e DX

Aufg. 1 1 1 3 3 1 9

Aufg. 2 3 2 5 - - 10 - -
Aufg. 3 1 1 1 6 - 9 -
Aufg. 4 1 5 2 — - 8 - -
Aufg. 5 1 2 6 - - 9 - -
Aufg. 6 3 2 4 - - 9 - -
Aufg. 7 1 2 3 - - 6 - -
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Problem 1: Grammatiken/Pumping-Lemma I1+1+3+3+1=9 Punkte

Eine lineare Grammatik ist eine kontextfreie Grammatik mit der zusétzlichen Eigenschaft, dass auf der
rechten Seite jeder Regel hichstens eine Variable vorkommt. Wie immer bei kontextfreien Grammatiken
besteht die linke Seite jeder Regel aus genau einer Variable. Eine lineare Sprache ist eine Sprache, die von
einer linearen Grammatik erzeugt wird.

Wir wollen in dieser Aufgabe die Klasse der linearen Sprachen untersuchen. Dazu betrachten wir zwei
Beispielsprachen:

o [, ={a’ b | 7 € No}. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass L; kontextfrei, aber nicht regulér ist.
o Ly={alb/ckd* | j,k € Np}

(a) Geben Sie eine lineare Grammatik fiir Ly an.

(b) Geben Sie eine kontextfreie Grammatik fiir Ly an.

Fiir lineare Sprachen kann folgendes Pumping-Lemma gezeigt werden:

Sei L eine lineare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, sodass fiir jedes Wort z € L mit |z| > n eine
Darstellung

z = wvwzy mit juvzy|] < n,vr £ e

existiert, bei der auch wv'wz'y € L ist fiir alle i € Ny.

(¢) Zeigen Sie (durch explizites Nachrechnen), dass Ly die Aussage des Pumping-Lemmas fiir lineare
Sprachen erfiillt.
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Sei L eine lineare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, sodass fiir jedes Wort z € L mit |z| > n
eine Darstellung

z = wowzry mit |uvry| < n,vxr # e

existiert, bei der auch uvwz'y € L ist fiir alle i € Np.

(d) Zeigen Sie, dass Lo nicht linear ist.

(e) Wir bezeichnen mit £; die Menge der Sprachen von Chomsky-Typ ¢ und mit £y;, die Menge der
linearen Sprachen. In welcher Beziehung stehen Lo, L35 und Ly, zueinander? Kreuzen Sie die (einzige)
richtige Wahl an. Begriinden Sie fiir die richtige Wahl kurz beide Inklusionen bzw. (Un-)Gleichheiten.

O L3 = Liin € Lo
O LS ,C,_ Elin Q £2
O Lin € L3 C Ly

O L3C Lin=Lo
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Problem 2: Grammatiken/Automaten 3 + 2 + 5 = 10 Punkte

Eine Grammatik G = (X,V, S, R) heifit fast-rechtslinear, falls ihre Regeln folgende Form haben. Regeln
ohne Startsymbol sind rechtslinear, haben also die Form

(7) Y 5wZ|e mitweXundY,ZeV\{S}

AuBerdem ist genau eine Regel erlaubt, die das Startsymbol auf eine oder mehrere Variablen abbildet.
Diese Regel hat also die Form

(44) S =« mit o € (V\ {S} .

Dabei darf niemals auf das Startsymbol abgebildet werden.

(a) Die Grammatik Ggsp = (X,V, S, R) mit ¥ = {0,1}, V = {S, 4, B, C} und folgender Regelmenge ist
fast-rechtslinear.

R={ S§— ACA
A—0B|e
B — 04
C—1C|e

Geben Sie einen endlichen Automaten an, der die Sprache L(Ggsp) erkennt.

Wir zeigen nun, dass fast-rechtslineare Grammatiken genau die reguléren Sprachen erzeugen.

(b) Zeigen Sie, dass jede regulére Sprache von einer fast-rechtslinearen Grammatik erzeugt werden kann.
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(c) Sei G eine fast-rechtslineare Grammatik. Geben Sie einen endlichen Automaten an, der L(G) erkennt.
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Problem 3: NP-Vollstandigkeit 14+ 141+ 6=9 Punkte

Sei U eine Menge von Variablen und C' eine Menge von Klauseln iiber U. In dieser Aufgabe darf jedes
Literal hochstens einmal pro Klausel vorkommen. Aus der Vorlesung kennen Sie folgende Definition einer
erfiillenden Wahrheitsbelegung.

Eine Wahrheitsbelegung ist erfiillend fiir (U, C'), wenn jede Klausel ein wahres Literal enthélt.
Wir definieren nun einen abgewandelten Erfiillbarkeitsbegriff.

Eine Wahrheitsbelegung ist NAE-erfillend fiir (U, C'), wenn jede Klausel ein wahres Literal und ein falsches
Literal enthlt.

Wir betrachten das folgende NP-schwere Entscheidungsproblem NOTALLEQUAL (NAE):

NOTALLEQUAL (NAE)

Gegeben: Menge U von Variablen
Menge C von Klauseln iiber U

Frage: Existiert NAE-erfiillende Wahrheitsbelegung fiir (U, C)?

Die folgende Variante von NAE verbietet negierte Variablen in den Klauseln, das heifit fiir jede Variable
u € U darf das Literal u in den Klauseln vorkommen, aber das negierte Literal u darf in keiner Klausel
vorkommen.

MONOTONENOTALLEQUAL (MNAE)

Gegeben: Menge U von Variablen
Menge C von Klauseln iiber U, wobei kein Literal negiert ist

Frage: Existiert NAE-erfiillende Wahrheitsbelegung fiir (U, C)?

(a) Geben Sie eine Losung der folgenden MNAE-Instanz an, indem Sie die angegebene Tabelle ausfiillen.

U={a,b,c,d,e}
C ={(a,d), (b,e),(a,b,c), (b, ec,d),(a,c,e)}

(b) Sei U = {u,u'} eine Menge von Variablen. Konstruieren Sie eine Menge C von Klauseln ohne
negierte Literale iiber U, sodass fiir jede NAE-erfiillende Wahrheitsbelegung ¢: U — {wahr, falsch}
gilt:

t(u) = wahr <= t(u') = falsch.
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(c) Zeigen Sie, dass MNAE in NP liegt. Geben Sie dazu an, woraus ein Losungsvorschlag fiir eine MNAE-
Instanz (U, C') besteht. Geben Sie aufierdem die Laufzeit der Uberpriifung in Abhéngigkeit von |U]|
und |C| an, wobei |M| die Anzahl der Elemente einer Menge M bezeichnet.

(d) Zeigen Sie, dass MONOTONENOTALLEQUAL NP-schwer ist.

Hinweis: Falls Sie Aufgabenteil (b) nicht geldst haben, diirfen Sie die Notation f(u,u’) fir eine
Klauselmenge mit der angegebenen Eigenschaft verwenden.
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Problem 4: Approximation 1+ 5+ 2 = 8 Punkte

Wir betrachten in dieser Aufgabe ein beliebiges Minimierungsproblem II.

(a) Sei {A. | e > 0} ein PTAS fiir II. Zeigen Sie: Fiir jede Konstante € > 0 existiert ein polynomieller
Approximationsalgorithmus mit relativer Glitegarantie 1 + €.

Sei nun {A. | € > 0} ein FPTAS fiir II. Sei auflerdem p ein Polynom, sodass fiir alle Instanzen I von II
gilt: OPT(I) < p(|1)).

(b) Zeigen Sie: Fiir jede Konstante § > 0 existiert ein polynomieller Approximationsalgorithmus mit
absoluter Giitegarantie 9.
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(c) Fiir eine Instanz I von II und eine (nicht notwendigerweise optimale) Losung L von I sei w(L) der
Losungswert von L. Wir nehmen nun zusétzlich an, dass es eine Konstante ¢ > 0 gibt, sodass fiir
jede Instanz I von II und alle Losungen L, L’ von I mit w(L) # w(L') gilt: |w(L) —w(L)| > c.
Zeigen Sie, dass dann II € P gilt.
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Problem 5: Kellerautomaten 1+ 2+ 6 =9 Punkte

Betrachten Sie den Kellerautomaten My = (Q1,%, Ty = {Zo, A, B, 0}7.{10, Zy,01) iiber dem Eingabealpha-
bet ¥ = {a,b,c, #}, der durch leeren Stack akzeptiert und folgenden Ubergangsgraphen besitzt:

€|Zo*>€
aly— Ay alA—e
b|vy— By b|B—e
cly—=Cy c|C—e
#ly—
do a1

Das Symbol « steht dabei fiir ein beliebiges Symbol v € T';.

Wie aus der Ubung bekannt, bedeutet die Notation a | B — AB: Beim zugehérigen Zustandsiibergang
wird das Eingabesymbol a gelesen, das oberste Stacksymbol B vom Stack geldscht und AB auf den Stack
gelegt. Dabei ist das linkeste Zeichen (hier also A) das oberste Zeichen auf dem Stack.

(a) Welche Sprache erkennt der Kellerautomat M;?

Im Folgenden betrachten wir 0-1-Kellerautomaten. Das sind nichtdeterministische Kellerautomaten, deren
Stackalphabet I'y = {0, 1} nur aus zwei Symbolen besteht. Das initiale Stacksymbol ist 0.

Wir definieren einen 0-1-Kellerautomaten, der die gleiche Sprache wie M erkennt. Dies ist der Au-
tomat My = (Q2,2,Ty = {0,1},¢s5,0,02), der ebenfalls durch leeren Stack akzeptiert und folgenden
Ubergangsgraphen besitzt:

alvy—0ly
b|~vy— 10y
cly— 11y

€] 0—00 }1\ H#lv—n
do

¥ )

ely—=ny

Auch hier steht das Symbol « fiir ein beliebiges Symbol v € I's.

(b) Geben Sie die Zustandsfolge an, die Mo bei der Abarbeitung von w = ab#ba durchliuft. Geben Sie
zusétzlich den Stackinhalt von My an, wenn er zum ersten Mal in den Zustand ¢; iibergeht.
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(c) Zeigen Sie, dass nichtdeterministische Kellerautomaten und 0-1-Kellerautomaten gleich miéchtig
sind.

Hinweis: Geben Sie dazu unter anderem eine geeignete Kodierung fiir die Stacksymbole in I’ an und
beschreiben Sie, wie ein 0-1-Kellerautomat ein kodiertes Zeichen auf den Stack schreibt bzw. vom
Stack ldscht.
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Problem 6: Maschinenmodelle 3+ 2+ 4 =9 Punkte

Die Komplexitétsklasse DTAPE(x) ist definiert als die Menge der Sprachen, die von einer deterministischen
Turingmaschine mit Platzbedarf hochstens x entschieden werden kénnen. Dabei wird angenommen, dass
die Turingmaschine iiber ein separates Arbeitsband (mit eigenem Kopf) verfiigt, auf dem der Platzbedarf
gemessen wird. Auf dem Eingabeband darf nicht geschrieben werden.

Wir betrachten in dieser Aufgabe die Klassen DTAPE(z), bei denen z eine Konstante ist, also nicht von
der Eingabeldnge abhéngt. Der Einfachheit halber diirfen Sie davon ausgehen, dass die x Felder des
Arbeitsbandes, auf denen geschrieben werden darf, entsprechend markiert sind. Die Turingmaschine kann
also erkennen, wenn sie aus dem Bereich hinauslduft, in dem geschrieben werden darf.

Sei ¥ ein beliebiges, aber festes Alphabet. Zu einem Wort w € ¥* bezeichne w’ das gespiegelte Wort.
Wir betrachten folgende Sprache:

L = {uwwu® | u,v € B*, |u| = 2022}

Diese Sprache enthilt also alle Worter, bei denen die ersten 2022 Zeichen gespiegelt den letzten 2022
Zeichen entsprechen, aber nicht mit diesen iiberlappen.

(a) Geben Sie eine deterministische Turingmaschine mit Platzbedarf 2022 an, die L entscheidet und
hochstens 1 Million Zusténde benutzt. Sie miissen nicht begriinden, dass Ihre Turingmaschine
hochstens 1 Million Zustédnde benutzt.

(b) Zeigen Sie: L € DTAPE(0).
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(c) Zeigen Sie: DTAPE(2022) = DTAPE(0).
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Problem 7: Entscheidbarkeit 1+ 2 + 3 = 6 Punkte
Sei ¥ = {0,1} ein Alphabet. Aus der Vorlesung wissen Sie, dass das Halteproblem
H = {{(M)#w | M hélt bei Eingabe w}

unentscheidbar ist.

Betrachten Sie nun die folgende Sprache:

Heq = {(M1)#(My) | fiir alle v € B gilt: My hilt auf v <= M, hilt auf v}

Im Folgenden sollen Sie zeigen, dass auch H.q unentscheidbar ist.

(a) Konstruieren Sie eine Turingmaschine N, sodass fiir jede Turingmaschine M gilt:

(NY#(M) € Heq <= M hilt auf jeder Eingabe v € X*

(b) Seien M eine Turingmaschine und w € ¥* beliebig, aber fest. Konstruieren Sie eine Turingmaschi-
ne Ny, am mit der folgenden Eigenschaft:

Nuw . m hilt auf jeder Eingabe v € ¥* <= M hilt auf w

Thre Konstruktion muss berechenbar sein.

(c) Zeigen Sie, dass Heq nicht entscheidbar ist. Reduzieren Sie vom Halteproblem. Verwenden Sie nicht
den Satz von Rice!
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