1. Klausur zur Vorlesung

Theoretische Grundlagen der Informatik
Wintersemester 2021/2022

Losung!

Bringen Sie den Aufkleber mit Threm Namen und Ihrer Matrikelnummer auf diesem Deckblatt an
und beschriften Sie jedes Aufgabenblatt mit Threm Namen und Matrikelnummer.

Schreiben Sie die Losungen auf die Aufgabenblitter und Riickseiten. Am Ende der Klausur sind
zusétzliche Leerseiten. Fordern Sie zusétzliches Papier bitte nur an, falls Sie den gesamten Platz
aufgebraucht haben.

Die Tackernadel darf nicht gelost werden.
Als Hilfsmittel ist ein beschriebenes A4-Papier erlaubt.

Einlesezeit: 15 min
Bearbeitungszeit: 2 h

Mogliche Punkte Erreichte Punkte
a b c d X a b c d X

Aufg. 1 2 3 4 - 9 -
Aufg. 2 1 3 2 4 10
Aufg. 3 1 1 1 7 10

Aufg. 4 2 3 2 - 7 -

Aufg. 5 3 3 - - 6 - -

Aufg. 6 2 5 3 - 10 -
Aufg. 7 1 3 1 3 8
b 60
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Problem 1: Endliche Automaten 2+ 3+ 4 =9 Punkte

Sei A ein endlicher Automat iiber dem Alphabet X :..{0’ 1} und sei Ajys ein endlicher Automat iiber
dem Alphabet %5 = {a, b}. Diese sind durch folgende Ubergangsgraphen (mit implizitem Fehlerzustand)
definiert:

.A: »Ains:

Sei L die Sprache, die von A erkannt wird, und L;,s die Sprache, die von Aj;,s erkannt wird.

(a) Geben Sie L und Li,s an.
Wir betrachten nun ein Wort w € L und fiigen nach jeder 1 in w ein beliebiges Wort aus L, ein.
Beispiel: w = 011010 ~» 0lalaOlbabbaa0, 0labbla0lbab0

Die Sprache aller Worter, die so entstehen kénnen, bezeichnen wir mit a(w, 1, Liys). AuBerdem definieren
wir
a(L,1, Lins) = | a(w, 1, Lins).
weL

Das heifit, a(L, 1, Li,s) enthilt alle Worter, die entstehen, wenn wir mit einem beliebigen Wort aus L
beginnen und nach jeder 1 ein beliebiges Wort aus Li,s einfiigen.

(b) Geben Sie einen nichtdeterministischen endlichen Automaten fiir a(L, 1, Lins) an, mit L und Lins
wie oben.

(¢) Seien nun L und Li,s beliebige regulére Sprachen iiber ¥ = {0,1} bzw. 3,5 = {a,b}. Zeigen Sie,
dass a(L, 1, Liys) ebenfalls regulér ist. Zeigen Sie dazu, dass ein Automat A, existiert, der a(L, 1, Lips)
erkennt.

Losung:

(a) L(A) = {w € ¥* | w beginnt mit 0 und endet mit 0}
L(Ains) = {w € X _ | Anzahl der as in w ist ungerade}

ms

(b) Der Automat fiir (L, 1, L) sieht wie folgt aus:



NAME: MATRIKELNR.: Seite 3

H@O%@l

b

(¢) Da L und Li,s reguliir sind, existieren auch zwei endliche Automaten A und Ay, die L bzw. Liyg
erkennen. Daraus konstruieren wir einen neuen Automaten A, iiber dem Alphabet ¥, = {a,b,0,1},
der «(L,1, Li,s) erkennt. Die Idee ist, in A jeden 1-Ubergang durch eine Kopie des Automaten Ajyg
zu erweitern. Dafiir wird jeder 1-Ubergang mit §(q1,1) = g2 (1,2 € Q) in dem Automaten A wie
folgt modifiziert:

e Der Ubergang wird geldscht.

e Kine Kopie von A, wird erstellt, wobei alle Zustédnde der Kopie als nicht akzeptierend definiert
sind.

e Von ¢; kommt man mit einem 1-Ubergang zum Startzustand der Kopie. Die Zustiinde, die
in Aj,s akzeptierend sind, sind jeweils durch e-Ubergénge mit go verbunden.

Der Startzustand bzw. die akzeptierenden Zustinde von A, entsprechen dem Startzustand bzw.
den akzeptierenden Zusténden von A.

Wir zeigen nun L(Ay) = (L, 1, Lins).

—

V)

Betrachte ein Wort w aus a(L, 1, Li,s). Der Automat arbeitet wie A, auler wenn er eine 1 liest.
In diesem Fall geht er in eine Kopie von A;,s und fahrt nach Verlassen der Kopie wie A fort,
da das Subwort aus as und bs in Lj,s ist und somit von Aj,g akzeptiert wird. Da w ohne die as
und bs in L liegt, wird es von A akzeptiert. Also wird auch w von A, akzeptiert.

N

Sei w ein Wort, das von A, akzeptiert wird. Da die Struktur von A, mit der von A
iibereinstimmt, ist w eingeschrankt auf die Oen und len in L. Zu zeigen ist also noch, dass jedes
maximale Teilwort w’ aus as und bs nach einer 1 kommt und in Li,s enthalten ist. Ersteres gilt
nach Konstruktion. Letzteres gilt, da nach Verlassen einer Kopie von A;,s zuerst eine 1 gelesen
werden muss, bevor eine neue Kopie betreten werden kann. Folglich wurde w’ fertig gelesen,
wenn die Kopie durch einen e-Ubergang von einem akzeptierenden Zustand von Ajy,s verlassen
wird, also wird w’ von A;,s akzeptiert.
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Problem 2: Grammatiken/Kodierungen 1+ 3+ 2+ 4 = 10 Punkte

In dieser Aufgabe zeigen wir, dass neben dem Startsymbol zwei Variablen ausreichen, um beliebige
Grammatiken zu konstruieren. Wir betrachten zunéchst folgende Beispielgrammatik.

Beispiel: GBsp = (ZBspa VBSpv SBspa RBsp) mit EBsp = {27 374}7 VBsp = {SBSp7X17X2a X37X4} und

Ripsp =1 Spsp — X2
X1 — Xo
X9 —2
X3 —3
X4 — 4
X1X1 - X1 X1 X0X3

1.

(a) Welche Sprache erzeugt Gggp?

Sei ¥ ein Alphabet und G = (X,V, S, R) eine Grammatik mit der Variablenmenge V = {5, X1,..., X,,}
fiir ein n € N. Fiir eine Funktion f: {Xi,..., X,} — {4, B}* definieren wir die f-Kodierung von G als
die Grammatik G’ = (X,V’, S, R’) mit V' = {S, A, B} und der Regelmenge R’, die aus R entsteht, indem
jedes X; fiir i € {1,...,n} durch f(X;) ersetzt wird.

Beispiel: Sei f gegeben durch f(X71) = ABA, f(X3) = ABBA, f(X3) = ABBBAund f(X,) = ABBBBA.
Dann ergibt sich die folgende Regelmenge R’ fiir die f-Kodierung G/Bsp von GRgp:

R ={ Spep — ABBA
ABA — ABBA
ABBA — 2
ABBBA — 3
ABBBBA — 4
ABAABA — ABAABA ABBAABBBA

}.

Dr. Meta mochte die Variablen moéglichst effizient kodieren und schléigt vor, eine Huffman-Kodierung zu
verwenden. Fiir eine Grammatik G = (X,V, S, R) mit V = {S, X1, ..., X,,} definieren wir die Huffman-
Kodierung von G wie folgt. Fiir ein X; mit ¢ € {1,...,n} ist die Wahrscheinlichkeit p; definiert als die
relative Haufigkeit von X; in R, das heifit

_ Anzahl Vorkommen von X; in R
= Z?zl Anzahl Vorkommen von X; in R

Pi

Dabei werden die Vorkommen auf beiden Seiten der Regeln gezéhlt.
Beispiel: Die Anzahl Vorkommen von X7 in R ist 5, d.h. p; = 5/12.

Sei f eine Huffman-Kodierung fiir {X1,..., X,,} mit den so definierten Wahrscheinlichkeiten py, ..., py,.
Die f-Kodierung von G heif3t dann auch Huffman-Kodierung von G. Der zu f gehérende Huffman-Baum
heifit Huffman-Baum der Grammatik G.

(b) Geben Sie einen Huffman-Baum fiir die Grammatik Gggp an. Sortieren Sie dafiir die Variablen von
links nach rechts nach absteigender Wahrscheinlichkeit und wiihlen Sie A fiir den linken Ast und B
fiir den rechten Ast. Geben Sie die Kodierung zu Ihrem Huffman-Baum durch Worter aus {A, B}*
in folgender Tabelle an.
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Variable | Kodierung
X1 A
Xo BA
X3 BBA
X4 BBB

(¢) Zeigen Sie, dass Dr. Metas Ansatz im Allgemeinen nicht funktioniert. Zeigen Sie hierfiir, dass die
Grammatik Ggsp, die durch die Huffman-Kodierung entsteht, nicht dieselbe Sprache wie Ggqp
erzeugt.

(d) Wir mochten dennoch zeigen, dass neben dem Startsymbol zwei Variablen ausreichen. Sei G =
(3, V, S, R) eine beliebige Grammatik mit V' = {S, X3, ..., X, } fiir ein n € N. Zeigen Sie, dass eine
dquivalente Grammatik G’ = {X, V', S, R’} mit V' = {S, A, B} existiert.

Hinweis: Verwenden Sie eine Undr-Kodierung mit Trennzeichen, das heifit f(X;) = AB'A fiir
1€ {1,...,n}, siche Beispiel.

Losung:

(a) L(Gesp) = {2}

(b) Der Huffman-Baum sieht wie folgt aus, Kodierung siehe oben.

3
12
A A N Y
5 4 2 1
12 12 12 12
Xl X2 X3 X4

(c) Ggsp erzeugt die Sprache L(Ggsp) = {2}. Insbesondere ist das Wort 3 nicht in L(Ggsp) enthalten,
da X3 nie auf der rechten Seite steht.

Das Wort 3 kann mit R’ jedoch wie folgt abgeleitet werden: Sgsp, — BA — BBA — 3. Also ist
3 € L(Ggg,) ein Zeuge dafiir, dass L(Gpsp) # L(Gg,)-

(d) Wir wihlen f(X;) = AB'A fiir i € {1,...,n} und G’ als die f-Kodierung von G. Die Regelmenge
R’ entsteht also aus R, indem fiir i = 1,...,n jedes X; durch AB?A ersetzt wird. Wir nennen AB*A
das Codewort von X;. Damit verwendet R’ nur Variablen aus V.

Wir zeigen nun L(G) = L(G').
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N

Fiir ein Wort w € L(G) betrachten wir eine Folge S ¢ w von Ableitungen aus R. Ersetzen
von X; durch AB'A fiir jedes i = 1,...,n ergibt eine Folge S <>¢ w von Ableitungen aus R,
also ist w € L(G").

V)

Sei nun w € L(G'") und S S w eine Folge von Ableitungen aus R’. Betrachte eine Ableitung
a— Bmit o, € {AB'A |1 <i<n}* aus R". Nach Konstruktion beginnen alle Codeworter
sowie a mit AB und enden mit BA. Die Folgen AB und BA kommen auflerdem nur zu Beginn
bzw. am Ende eines Codewortes vor. Ein Codewort kann also nicht als Teilwort in einer Folge
von anderen Codewortern vorkommen. Also ersetzt o — 3 jedes Codewort entweder vollsténdig
oder gar nicht. In beiden Féllen kann in S 5o w jedes Codewort AB'A durch X; ersetzt
werden, was eine Folge S ¢ w von Ableitungen aus R ergibt.

Anmerkung: Es reicht nicht, zu zeigen, dass kein Codewort ein Teilwort eines anderen Codeworts ist.

Betrachte dazu die Grammatik G = (X,V, S, R) mit ¥ = {1,2,4}, V = {5, X3, Xo, X3, X4} und

R={ S—-X3X,
X —1
X9 —2
X3 — Xy
Xy —4

Diese Grammatik erzeugt die Sprache L(G) = {22}.

Betrachte die Kodierung f mit f(X;) = AA, f(X2) = AB, f(X35) = BA und f(X4) = BB. Diese
Kodierung erfiillt die Eigenschaft, dass kein Codewort ein Teilwort eines anderen Codeworts ist.
Dennoch &ndert sich durch die Kodierung mit f die erzeugte Sprache. Es ergibt sich folgende
Regelmenge:

R =/{ S — ABAB
AA—1
AB — 2
BA — AB
BB — 4

In der kodierten Grammatik ist somit die Ableitungsfolge S — ABAB — AABB = 14 ¢ L(G)
moglich.
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Problem 3: NP-Vollstindigkeit 14+ 14+ 1+ 7=10 Punkte

Aus der Vorlesung kennen Sie das folgende NP-vollstéindige Problem PARTITION:

PARTITION

Gegeben: Eine endliche Menge M,
eine Gewichtsfunktion w: M — Ny

Frage: Existieren disjunkte Teilmengen My, My C M mit My U My = M
und w(M;) = w(Ms)?

Fiir eine Menge M’ definieren wir das Gewicht von M’ als die Summe der Gewichte der Elemente von
M', d.h. w(M') =3 \pw(m).

Wir betrachten nun das folgende Problem PARTITION-IN-3:

PARTITION-IN-3

Gegeben: Eine endliche Menge M,
eine Gewichtsfunktion w: M — Ny

Frage: Existieren paarweise disjunkte Teilmengen My, My, M3 C M mit My U My U Mg = M
und w(M;) = w(Ms) = w(M3)?

(a) Geben Sie fiir folgende Instanz von PARTITION eine Losung an.

M:{a’b7c7d7e7f}

(b) Sei (M, w) die PARTITION-Instanz aus (a). Konstruieren Sie eine Ja-Instanz (M’, w’) fiir PARTITION-
IN-3 mit M’ = M U {g} und w’(m) = w(m) fiir alle m € M. Es geniigt, wenn Sie das Gewicht von
g angeben.

(¢) Zeigen Sie, dass PARTITION-IN-3 in NP liegt. Geben Sie an, woraus ein Losungsvorschlag fiir eine
PARTITION-IN-3-Instanz besteht. Geben Sie auflerdem die Laufzeit der Uberpriifung im O-Kalkiil
an und begriinden Sie diese.

(d) Zeigen Sie, dass PARTITION-IN-3 NP-schwer ist.

Losung:

(a) My = {bacv 6},M2 = {avdvf}

w(m) fallsme M

(b) M"=MU{g},w'(m) = {10 falls m =g
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(c)

Eine Losung von PARTITION-IN-3 besteht aus einer Zuordnung der Elemente von M zu je genau einer
von drei Teilmengen, d.h. aus einer Funktion f: M — {1,2,3}. Um die Korrektheit zu iiberpriifen,
summieren wir fiir jede Teilmenge die Gewichte der Elemente auf und priifen danach, ob die drei
Ergebnisse iibereinstimmen. Falls ja, akzeptieren wir, sonst lehnen wir ab. Dabei werten wir die
Gewichtsfunktion fiir jedes Element einmal aus, summieren linear viele Elemente und fithren eine
konstante Anzahl Vergleiche aus. Insgesamt brauchen wir also O(|M]) Zeit.

Anmerkung: Statt einer Funktion kénnen auch drei Mengen als Losung verwendet werden. In diesem
Fall muss dberprift werden, ob die drei Mengen eine Partition von M sind.

Wir zeigen nun die NP-Schwere durch eine polynomielle Reduktion von PARTITION zu PARTITION-
IN-3. Sei (M, w) eine PARTITION-Instanz. Wir definieren eine PARTITION-IN-3-Instanz (M’ w') wie
folgt. Falls w(M) ungerade ist, dann setzen wir M’ = {m’} und w’(m’) = 1. Falls w(M) gerade ist,
dann setzen wir

M'=MU{m'}, wobeim' ¢ M

, w(m) falls m € M
w'(m) =
w(M)/2 falls m=m'.

Hierfiir werten wir w linear oft aus und summieren linear viele Werte. Die Reduktion ist also linear
in der Eingabegrofle.

Wir zeigen nun, dass (M, w) genau dann eine Ja-Instanz von PARTITION ist, wenn (M’ w’) eine
Ja-Instanz von PARTITION-IN-3 ist.

= Sei (M, w) eine Ja-Instanz von PARTITION und (M, Ms) eine Losung, insbesondere gilt w(M;) =
w(Msy) = w(M)/2. Also ist w(M)/2 € N, d.h. w(M) ist gerade. Dann ist (M7, M, {m’}) eine
Losung von PARTITION, denn w'(m/) = w(M)/2 = w(My) = w(Ms), My UMy U {m'} =
M U{m'} = M’ und die drei Mengen sind nach Voraussetzung (M; und M) bzw. nach
Konstruktion (m') paarweise disjunkt.

<= Sei (M',w') eine Ja-Instanz. Da eine einelementige Menge mit positivem Gewicht sich nicht in
drei gleich schwere Mengen partitionieren ldsst, gilt M’ = M U {m'} und w’'(m) = w(m) fiir
m € M bzw. w'(m’) = w(M)/2. Sei (M1, Ma, M3) eine Losung fiir (M',w'), also w'(My) =
w'(Mz) = w'(Ms). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei m’ € M;. Nach Konstruktion
ist w'(M') =w' (M) +w'(m') =w(M)+w(M)/2 =3/2w(M). Es folgt w' (M) = w'(Ms) =
w' (M3) = w(M)/2. Da m’ schon Gewicht w(M)/2 hat und alle Gewichte nichtnegativ sind,
enthilt M3 neben m’ nur noch Elemente mit Gewicht 0. Sei nun M} := My U M3\ {m'}.

Wir zeigen, dass (M7, M}) eine Losung von (M, w) ist.
— Da My N My = ( und M; N M3 = 0, folgt My N (M2 U M3) = (, insbesondere also auch

- M1UM2/ =M1 UM2UM3\{m'}:M’\{m’}:M
— Es gilt
wMg) = Y wm)= Y wm)+ Y wim)
meM) meMa meMz\{m'}
= Z w(m) + Z 0
meMa meMaz\{m'}

= U}(Mg) = ’U)/(Mg) = U)/(Ml) = ’U)(Ml)

In der letzten Zeile geht ein, dass (M;, Ma, M3) eine Losung von (M’ w’) ist und dass
m’ g M1, MQ.
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Problem 4: Approximation 2 4+ 3 + 2 = 7 Punkte

Beim Minimierungsproblem SMALLESTBOUNDINGRECTANGLE ist eine Menge P C R? von Punkten in der
Ebene gegeben. Gesucht ist ein achsenparalleles' Rechteck mit minimalem Flicheninhalt, das alle Punkte
in P enthilt. Wir bezeichnen die Seitenlédngen einer optimalen Losung mit xope und yopt.

ID.h. die Seiten des Rechtecks sind parallel zur x- bzw. y-Achse.
Beispiel:

Yopt

[e]
[e] [e]

(o]
N —a.H-:-in

(a) Zeigen Sie, dass SMALLESTBOUNDINGRECTANGLE optimal in Linearzeit gelost werden kann.

Losung:
Bestimme die Randkoordinaten des Rechtecks:

Tmin = Min =«
(z,y)€P
Tmax = MaxX T
(zy)eP
Ymin = Min_y
(z,y)EP
Ymax = mMax
(z,y)eP

Das geht offensichtlich in Linearzeit. Das Rechteck wird dann durch die Eckpunkte (Zmin, Ymin),
(Zmin, Ymax)s (Tmaxs Ymin) UNA (Zmax, Ymax) aufgespannt. Nach Konstruktion enthilt das Rechteck
alle Punkte in P. Wenn man z;, oder yni, vergroflert bzw. xpa.x oder ymax verkleinert, gibt es
immer einen Punkt in P, der nicht mehr im Rechteck enthalten ist. Also sind beide Seitenldngen
und damit der Flacheninhalt minimal.

Wir betrachten nun das Minimierungsproblem SMALLESTBOUNDING CIRCLE. Wieder ist eine Menge P C R?
von Punkten in der Ebene gegeben. Gesucht ist ein Kreis mit minimalem Durchmesser dop¢, der alle
Punkte in P enthélt.

(b) Zeigen Sie: dopt = max(Topt, Yopt)-

Losung:

Fiir jedes Paar von Punkten in P muss der Durchmesser des Kreises mindestens so grof sein wie der
Abstand zwischen den beiden Punkten. Sei 0.B.d.A. z,p¢ die lingere Seite des Rechtecks. Betrachte
die zwei Punkte (Zmin, y1) und (Tmax, ¥y2) mit minimaler bzw. maximaler z-Koordinate. Diese beiden
Punkte haben Abstand > Zopt = Tmax — Tmin-
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Wir betrachten nun folgenden Algorithmus A fiir SMALLESTBOUNDINGCIRCLE: Berechne zunéchst
eine optimale Losung fiir SMALLESTBOUNDINGRECTANGLE. Seien M 4 und d4 der Mittelpunkt und
die Diagonalldnge des berechneten Rechtecks. Erzeuge dann einen Kreis mit Mittelpunkt M4 und
Durchmesser d 4. Sie kénnen davon ausgehen, dass es moglich ist, in Polynomialzeit Wurzeln zu ziehen.

Beispiel:

(¢) Zeigen Sie, dass A ein polynomieller Approximationsalgorithmus fiir SMALLESTBOUNDINGCIRCLE

mit relativer Giitegarantie V2 ist.

Losung:

Die polynomielle Laufzeit folgt aus Aufgabenteil (a). Die Giiltigkeit der Losung folgt daraus, dass das
Rechteck vollstéindig im Kreis enthalten ist und selbst alle Punkte in P enthélt. Fiir den Durchmesser

des Kreises gilt:

da = \/‘rgpt + ygpt S \/2 max(Topt, Yopt)? = V2. max(Zopt Yopt) < V2. dopt
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Problem 5: Kellerautomaten 3 4+ 3 = 6 Punkte

(a) Seien X ein beliebiges Alphabet, a,b € X zwei beliebige Symbole aus dem Alphabet, und k& € N
eine Konstante. Beschreiben Sie, wie ein deterministischer Kellerautomat die Sprache L(a,b, k) =
{a"b*™ | n € N} erkennen kann.

Wir betrachten nun deterministische Kellerautomaten, die ihren Lesekopf frei auf dem Eingabeband
bewegen konnen. Wir sagen, dass die Ausfithrung eines solchen Kellerautomaten beendet ist, sobald er
das Feld direkt hinter dem letzten Zeichen der Eingabe erreicht. Das Akzeptanzverhalten ist dann wie
iiblich iiber einen leeren Stack oder einen akzeptierenden Endzustand definiert.

(b) Beschreiben Sie, wie ein solcher Kellerautomat die Sprache L = {0"12"25" | n € N} erkennen kann.

Hinweis: Sie diirfen den Kellerautomaten aus Teilaufgabe (a) als Subroutine verwenden, auch wenn
Sie Teilaufgabe (a) nicht gelost haben. Falls Sie den Kellerautomaten anpassen miissen, gehen Sie
auf Unterschiede ein.

Losung:

(a) Gehe die Eingabe von links nach rechts durch. Solange a gelesen wird, lege fiir jedes gelesene a
k-mal a auf den Stack. Sobald ein anderes Zeichen als a gelesen wird, entferne fiir jedes gelesene b
ein a vom Stack. Wird irgendein anderes Symbol als b gelesen, lehne ab. Wenn die Eingabe die
korrekte Form hat, erreicht der Automat genau dann das Ende des Wortes, wenn der Stack leer
wird. Akzeptiere in diesem Fall, ansonsten lehne ab.

(b) Der Automat arbeitet in zwei Phasen. Zuniichst wird gepriift, dass das Wort mit 012" fiir ein n € N
beginnt. Dazu kann das Verfahren fiir L(0,1,2) verwendet werden. Allerdings wird statt dem Ende
des Wortes nach dem ersten Vorkommen von 2 gesucht. Falls die Uberpriifung erfolgreich war, gehe
zuriick zur ersten 1. Uberpriife nun, ob das restliche Wort die Form 1™23™ fiir m € N hat. Verwende
dazu das Verfahren fiir L(1, 2, 3).
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Problem 6: Falltiir-Turingmaschine 2 4+ 5+ 3 = 10 Punkte

(a) Beschreiben Sie, wie die Sprache L = {1¥0™1™0" | k,m,n € Ny} von einer deterministischen
Turingmaschine entschieden werden kann. Schreiben Sie dafiir nur auf Feldern der Eingabe.

Sei FF C ¥* eine Sprache iiber einem Alphabet X. Eine F-Falltir- Turingmaschine (F-FTTM) ist eine
deterministische Turingmaschine, die zusétzlich iiber ein Falltir-Modul verfiigt. Nach jeder Anwendung der
Uberfithrungsfunktion wird das Falltiir-Modul aktiv und macht folgende Uberpriifung: Falls die F-FTTM
im letzten Schritt das Feld veréindert hat (d.h. ein anderes Zeichen geschrieben hat als gelesen wurde),
wird iiberpriift, ob das Wort auf dem Band in F ist. Falls ja, so wird die ,Falltiir* ausgelost, d.h. der
gesamte Bandinhalt wird gel6scht.

Bei der Uberpriifung werden alle Zeichen auf dem Band, die nicht in ¥ enthalten sind, ignoriert. Das
heifit, wenn ¥ = {0,1} und 00 € F, so wird das Band auch dann geléscht, wenn 0x0 mit z ¢ 3 auf
dem Band steht. Das Falltiir-Modul arbeitet separat von der endlichen Kontrolleinheit, d.h. Zustand und
Kopfposition werden durch das Falltiir-Modul nicht verdndert. Falls der Bandinhalt nicht geléscht wird,
so wird er durch das Falltiir-Modul nicht veréndert.

(b) Sei ¥ = {0,1} und F = {w € ¥* | w = w®} die Palindromsprache. Beschreiben Sie, wie eine
F-Falltiir-Turingmaschine die Sprache L = {1¥0™1™0" | k,m,n € Ny} entscheidet.

Hinweis: Verhindern Sie, dass die Falltiir ausgelost wird, indem Sie die Felder vor und nach der
FEingabe nutzen. Sie dirfen die Turingmaschine aus Aufgabenteil (a) als Subroutine nutzen, auch
wenn Sie (a) nicht bearbeitet haben. Falls Sie die Turingmaschine anpassen miissen, gehen Sie auf
Unterschiede ein.

(¢) Zeigen Sie, dass es Sprachen F' und L gibt, sodass L von einer F-FTTM entschieden werden kann,
aber von keiner klassischen Turingmaschine.

Losung:

(a) Wir konstruieren eine Turingmaschine M, die L entscheidet. Ist die Eingabe leer, so akzeptiert M.
Andernfalls 1auft M nach rechts bis zur ersten 0 und 16scht dabei alle gelesenen Einsen. Falls das
Eingabewort zu Ende ist, ohne dass M eine 0 liest, so wird akzeptiert. Andernfalls 1duft M zum
Ende des Wortes und 16scht von dort aus alle Nullen bis zur rechtesten 1. Falls das Band leer ist,
ohne dass M eine 1 liest, so wird akzeptiert.

Andernfalls steht M jetzt auf der letzten 1 und wiederholt folgende Schritte: M 16scht die 1, lduft
nach links bis zum Wortanfang und 16scht die linkeste 0. Existiert diese nicht, so lehnt M ab. M
lauft wieder nach rechts auf das letzte Zeichen auf dem Band. Falls M dabei feststellt, dass das
Band leer ist, dann wird akzeptiert. Falls das letzte Zeichen eine 0 ist, dann lehnt M ab.

(b) Wir konstruieren eine F-Falltiir-Turingmaschine M, die L entscheidet. M startet auf dem ersten
Feld der Eingabe. Falls dort eine 0 steht, so geht M in einen Zustand ¢g. Falls dort eine 1 steht,
so geht M in einen anderen Zustand ¢;. Ist die Eingabe leer, so akzeptiert M. Wir nehmen nun
an, dass M eine 0 oder eine 1 gelesen hat und sich danach in Zustand ¢; befindet. M lduft bis
zum ersten Blank nach der Eingabe, geht von dort ein weiteres Feld nach rechts und schreibt 1 — 3.
Damit sind auf dem Band das erste und letzte Zeichen aus ¥ unterschiedlich und die Falltiir bleibt
geschlossen. Anschlielend geht M ein Feld nach links auf das Blanksymbol und eine schreibt ein
Trennzeichen #. Wir wiederholen das Vorgehen links der Eingabe, d.h. M lduft nach links bis zum
ersten Blanksymbol, schreibt dort #, lauft ein Feld nach links und schreibt dort i. Das erste und
das letzte Zeichen aus ¥ unterscheiden sich wieder, sodass die Falltiir geschlossen bleibt.

Um zu entscheiden, ob die Eingabe w ein Wort aus L’ ist, arbeitet M nur noch mit den Feldern
zwischen den Trennzeichen. Auf dem Band steht also nie ein Palindrom. M steht aktuell links des
linken Trennzeichens und lduft von dort zwei Schritte nach rechts auf das erste Feld des Eingabewortes.
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Von dort startend arbeitet M wie die Turingmaschine aus (a). Hierbei wird das Trennzeichen # wie
ein Blank behandelt und markiert Anfang bzw. Ende des Wortes.

Seien F' und L beide das Halteproblem, also
F=L={{M)#w | (M) ist Gédelnummer einer Turingmaschine M,w € {0,1}*} C £*

mit ¥ = {0,1,#}. Aus der Vorlesung wissen wir, dass das Halteproblem fiir klassische Turingma-
schinen unentscheidbar ist.

Wir konstruieren nun eine F-FTTM, die das Halteproblem entscheidet. Dazu wollen wir herausfinden,
ob die Falltiir auf der Eingabe auslost. Falls die Eingabe leer ist, lehne ab. Andernfalls gehe vom
ersten Symbol der Eingabe einen Schritt nach links auf ein Blanksymbol und schreibe dort ein
Zeichen, das nicht in ¥ ist. Dadurch wird die Uberpriifung der Falltiir ausgeldst. Gehe wieder einen
Schritt nach rechts. Lesen wir nun ein Blanksymbol, so wurde die Falltiir ausgelost, d.h. die Eingabe
ist in F', also auch in L und wir akzeptieren. Lesen wir ein Zeichen aus X, so wissen wir, dass die
Falltiir nicht ausgelost wurde. Also ist die Eingabe nicht in F', also auch nicht in L und wir lehnen
ab.
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Problem 7: Entscheidbarkeit 1+3+ 1+ 3 =8 Punkte

Sei ¥ ein beliebiges, aber festes Alphabet. Betrachten Sie das folgende Entscheidungsproblem IT: Gegeben
kontextfreie Grammatiken G; und G iiber ¥, ist der Schnitt L(G1) N L(G2) leer? In der Vorlesung haben
Sie gesehen, dass dieses Problem unentscheidbar ist.

(a)

Beschreiben Sie eine Turingmaschine M’, die als Eingabe eine kontextfreie Grammatik G' und ein
Wort w € ¥* bekommt und entscheidet, ob w € L(G) gilt.

Zeigen Sie, dass das Komplement von II semi-entscheidbar ist.
Ist II auch semi-entscheidbar? Beweisen Sie.

Seien nun statt kontextfreien Grammatiken zwei Turingmaschinen gegeben. Wir erhalten das neue
Entscheidungsproblem II’: Gegeben zwei Turingmaschinen M; und My mit Eingabealphabet X,
ist der Schnitt von L(M;j) N L(Ms) leer? Zeigen Sie, dass das Komplement von II' ebenfalls
semi-entscheidbar ist.

Hinweis: Beachten Sie, dass die Turingmaschinen My bzw. My die Sprachen L(M;y) bzw. L(Mz)
nicht entscheiden miissen.

Losung:

(a)

(b)

Die Turingmaschine M’ transformiert die Grammatik G in Chomsky-Normalform und wendet dann
den CYK-Algorithmus an.

Wir wollen eine Turingmaschine M konstruieren, die zwei kontextfreie Grammatiken G1, G2 genau
dann akzeptiert, wenn L(G1) N L(G3) # 0 gilt.

Fiir zwei gegebene kontextfreie Grammatiken G; und Go zdhlt M Worter in X* in kanonischer
Reihenfolge auf. Fiir jedes Wort w € ¥* simuliert M dann die Turingmaschine M’ aus (a) auf Gy
und w bzw. G2 und w. Wenn M’ fiir beide Grammatiken akzeptiert, ist w € L(G1) N L(G32) und M
hilt und akzeptiert. Sonst wird das nichste Wort aufgezihlt.

Falls der Schnitt nicht leer ist, wird nach endlicher Zeit ein Wort aufgezihlt, das im Schnitt enthalten
ist. Damit ist also das Komplement von II semi-entscheidbar.

Wiére II semi-entscheidbar, so wére II entscheidbar, da auch das Komplement semi-entscheidbar ist.
Das ist aber ein Widerspruch zur Unentscheidbarkeit.

Ahnlich wie in Teilaufgabe (b) wollen wir eine Turingmaschine M konstruieren, die zwei Turingma-
schinen M; und My genau dann akzeptiert, wenn L(M;) N L(Ms) # 0 gilt.

Da aber die gegebenen Turingmaschinen nicht notwendigerweise auf jeder Eingabe halten, kénnen
wir nicht einfach nacheinander alle Worter in X* aufzédhlen und My bzw. My darauf simulieren.
Stattdessen simuliert M die beiden Turingmaschinen pseudoparallel fiir alle Worter wq, ws, ... € *
in kanonischer Reihenfolge. Das heifit, M simuliert zunéchst einen Schritt von M; auf w; und dann
einen Schritt von My auf wy. Danach simuliert M jeweils einen (weiteren) Schritt von M; auf den
FEingaben w; und ws und wiederholt das fiir Ms, usw. Wenn M; und M5 das gleiche Wort w € ¥*
akzeptieren, hilt M und akzeptiert.

Falls der Schnitt nicht leer ist, werden durch die pseudoparallele Abarbeitung nach endlicher Zeit M;
und My auf einem Wort w simuliert, das im Schnitt enthalten ist.



