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Aufgabe 1 (3 Punkte)

In der Vorlesung wurden zwei nichtdeterministische Varianten der Turing-Maschine vorgestellt: Die
klassische nichtdeterministische Turing-Maschine (NTM) hat Wahlméoglichkeiten in der Ubergangs-
funktion, analog zum nichtdeterministischen endlichen Automaten. Die Orakel-Turing-Maschine
(OTM) lagert den Nichtdeterminismus in ein Orakelmodul aus, das zu Beginn der Berechnung ein
Orakelwort vor die Eingabe schreibt. Danach wird deterministisch weitergearbeitet.

In Ubung 5 haben wir die Klasse ONP definiert, die aus allen Problemen besteht, die von einer
OTM in polynomialer Zeit entschieden werden konnen. Wir haben gezeigt, dass NP C ONP gilt.
Zeigen Sie nun: ONP C NP.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

In der Vorlesung wurde (ohne Beweis) behauptet, dass eine universelle Turing-Maschine existiert,
die als Eingabe eine Gédelnummer w und ein Wort v bekommt und dann die Ausfithrung der Turing-
Maschine T,, mit der Eingabe v simuliert. In dieser Aufgabe sollen Sie konkret die Arbeitsweise
einer solchen universellen Turing-Maschine Ty beschreiben. Thre universelle Turing-Maschine darf
mehrere Bénder verwenden. Der Einfachheit halber kénnen Sie davon ausgehen, dass ein festes
Bandalphabet I' vorgegeben ist, das sowohl Ty als auch alle von Ty simulierten Turing-Maschinen
verwenden. Die Laufzeit Threr Simulation ist unerheblich.

Thre Beschreibung von 7y sollte mindestens folgende Fragen beantworten:

e Wieviele Bander hat Ty und wofiir werden sie benutzt?

e Wie reprisentiert Ty die aktuelle Bandbeschriftung von T,,7

e Wie reprisentiert Ty den aktuellen Zustand der endlichen Kontrolle von 1,7
e Wie représentiert Ty die aktuelle Kopfposition von T,,7

e Wie identifiziert Tyy den passenden Ubergang von T, fiir den aktuellen Zustand und die
aktuelle Bandbeschriftung?

e Wie fithrt Ty diesen Ubergang aus, d.h. wie aktualisiert sie Bandbeschriftung, Kopfposition
und Zustand?



Aufgabe 3 (4 Punkte)

Die Komplexitéatsklasse EXP ist definiert als die Menge aller Entscheidungsprobleme, die in determi-
nistisch exponentieller Zeit gelost werden kénnen, d.h. in Zeit O(2"™) fiir eine Konstante c¢. Analog
dazu enthélt die Klasse NEXP genau die Probleme, die sich in nichtdeterministisch exponentieller
Zeit 16sen lassen.

Wir wollen nun analog zur NP-Schwere den Begriff der NEXP-Schwere einfithren. Dazu benétigen
wir den Begriff der NEXP-Transformation. Eine NEXP-Transformation von einem Problem II; in
ein Problem II; ist eine Funktion fnexp: Dm, — Dr,. Wie bei der polynomiellen Transformation
fordern wir, dass eine Instanz I € Dy, genau dann eine Ja-Instanz von II; ist, wenn fyexp (/) eine
Ja-Instanz von Il ist. Bei der polynomiellen Transformation wurde zusétzlich noch gefordert, dass
fnExp in deterministisch polynomieller Zeit berechnet werden kann. In dieser Aufgabe sollen Sie
untersuchen, ob und wie wir diese Forderung dndern miissen.

Falls eine NEXP-Transformation von II; in Iy existiert, schreiben wir II; ocnexp IIo. Wir nennen
ein Problem IT NEXP-schwer, wenn II" ocyexp 11 fiir jedes Problem IT' € NEXP gilt. In der Vorlesung
wurde gezeigt: Wenn es ein NP-schweres Problem gibt, das in P liegt, dann gilt P = NP. Eine analoge
Figenschaft wollen wir auch fiir NEXP-Schwere haben: Wenn es ein NEXP-schweres Problem gibt,
das in EXP liegt, dann gilt EXP = NEXP.

Betrachten Sie folgende moglichen Forderungen an fyexp:

(a) fnexp kann in deterministisch polynomieller Zeit berechnet werden.
(b) fnexp kann in deterministisch polynomiellem Platz berechnet werden.

(¢) fnexp kann in deterministisch exponentieller Zeit berechnet werden kénnen.

Fiir welche dieser Forderungen hat NEXP-Schwere die gewiinschte Eigenschaft? Begriinden Sie!

Aufgabe 4 (2 + 1 + 2 = 5 Punkte)

Betrachten Sie folgende Funktion:

Thax () = max <{m cN ‘ Es gibt eine TM M mit n Zustdnden und ein z € 37, })

sodass M bei Eingabe x in m Schritten héilt.

Beachten Sie, dass nicht haltende Berechnungen nicht in Ti,.x einflielen. Also ist Tiax die Lénge
der langsten haltenden Berechnung, die mit n Zustédnden mdoglich ist.

Die (starke) Goldbach-Vermutung besagt, dass jede gerade Zahl grofler als 2 die Summe zweier
Primzahlen ist. Bisher konnte dies nicht bewiesen werden.

(a) Zeigen Sie, dass eine TM existiert, die genau dann hélt, wenn die Goldbach-Vermutung falsch
ist.

(b) Tatséchlich existiert eine solche TM Mg, die 27 Zustédnde benotigt. Angenommen, Tiax(27)
wére bekannt. Geben Sie ein Verfahren an, dass dann die Goldbach-Vermutung in endlicher
Zeit beweist oder widerlegt.



(c) Zeigen Sie, dass Tinax nicht berechenbar ist.

Aufgabe 5 (4 Punkte)

Fiir k£ € N ist ein Graph G = (V, E) k-farbbar, wenn eine Funktion ¢ : V' — {1,2, ... k} existiert,
so dass fiir alle (u,v) € E gilt, dass ¢(u) # ¢(v). Beim Entscheidungsproblem k-COLOR ist gefragt,
ob ein gegebener Graph G k-fiarbbar ist. Zeigen Sie, dass 2020-COLOR NP-vollsténdig ist. Sie diirfen
benutzen, dass 3-COLOR NP-vollsténdig ist.

Aufgabe 6 (2 + 2 = 4 Punkte)

Gegeben sei ein Entscheidungsproblem II, das mindestens eine Ja-Instanz und eine Nein-Instanz
hat. Wir definieren das Entscheidungsproblem IT* wie folgt: Die Instanzen von IT* sind Paare (13, I5)
von Il-Instanzen mit der Eigenschaft, dass genau eine davon eine Ja-Instanz von II ist. Es gilt zu
entscheiden, ob I; die Ja-Instanz ist.

Wir definieren aulerdem das Entscheidungsproblem II, dessen Instanzen beliebige Paare (I3, Io)
von Il-Instanzen sind. Es soll entschieden werden, ob (I1, I2) eine giiltige Instanz von IT* ist, also
ob genau eine der beiden Instanzen eine Ja-Instanz von II ist.

Zeigen Sie:

(a) Wenn II in NP liegt, dann liegt II* in NP N co-NP.

(b) Wenn II in NPC liegt, dann ist IT NP-schwer.

Aufgabe 7 (5 Punkte)

Das SET-SPLITTING-Problem ist wie folgt definiert: Gegeben sind eine Grundmenge S und eine
Menge A = {A1, Ay, ..., Ap} von Teilmengen A; C S. Gesucht ist eine Partition SoUS; = S,
sodass kein A; vollstandig in Sy oder S enthalten ist.

Zeigen Sie, dass SET-SPLITTING NP-vollsténdig ist. Nutzen Sie 3-SAT zur Reduktion.
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