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Aufgabe 1 (3 Punkte)

In der Vorlesung wurden zwei nichtdeterministische Varianten der Turing-Maschine vorgestellt: Die
klassische nichtdeterministische Turing-Maschine (NTM) hat Wahlméoglichkeiten in der Ubergangs-
funktion, analog zum nichtdeterministischen endlichen Automaten. Die Orakel-Turing-Maschine
(OTM) lagert den Nichtdeterminismus in ein Orakelmodul aus, das zu Beginn der Berechnung ein
Orakelwort vor die Eingabe schreibt. Danach wird deterministisch weitergearbeitet.

In Ubung 5 haben wir die Klasse ONP definiert, die aus allen Problemen besteht, die von einer
OTM in polynomialer Zeit entschieden werden kénnen. Wir haben gezeigt, dass NP C ONP gilt.
Zeigen Sie nun: ONP C NP.

Losung:

Wir miissen zeigen, dass fiir jede OTM M eine dquivalente NTM M’ existiert, deren Laufzeit
beschriankt ist durch ein Polynom in der Laufzeit von M. Zu diesem Zweck modellieren wir das
Orakelmodul von M mit Hilfe der erweiterten Ubergangsfunktion einer NTM. Sei # € I' das
Trennzeichen, mit dem das Orakelmodul Eingabe und Orakelwort auf dem Band trennt.

e Sei zuniichst Mge; der deterministische Teil von M, also alle Zustinde, Uberginge, etc.,
die die endliche Kontrolle betreffen. Sei s der Startzustand, ) die Zustandsmenge und § die
Ubergangsfunktion von M get.

e Erweitere Q durch Hinzufiigen eines neuen Zustands O (fiir Orakel).
e Erweitere § wie folgt:

— Fiige fiir jedes a € ¥ den Ubergang (O, a, L) zu §(s,a) hinzu.
Dies erlaubt der NTM, in den Zustand O zu gehen.

— Sei 6(0,U) in 6(O, L, L).
Dies erlaubt der NTM im Zustand O, beliebig weit nach links von der Eingabe auf dem
Band zu gehen.

— Fiir jedes a € T sei (O, a, R) in §(O,L).
Dies erlaubt der NTM im Zustand O, ein beliebiges Wort in I'* links von der Eingabe
auf das Band zu schreiben.

— Sei (s,#, R) in §(O, ).
Dies erlaubt der NTM im Zustand O, das Trennzeichen direkt vor die Eingabe zu schrei-
ben und wieder in den Startzustand s von Mg zu gehen.

e Bezeichne M’ die so erhaltene Erweiterung von M get.



Es ist klar, dass M’ fiir jede Eingabe x € ¥* die Moglichkeit hat, das Orakelmodul von M zu
imitieren und so x genau dann zu akzeptieren, wenn = € L(M). AuBerdem ist die Laufzeit von M’
genau die Laufzeit von M.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

In der Vorlesung wurde (ohne Beweis) behauptet, dass eine universelle Turing-Maschine existiert,
die als Eingabe eine Godelnummer w und ein Wort v bekommt und dann die Ausfithrung der Turing-
Maschine T,, mit der Eingabe v simuliert. In dieser Aufgabe sollen Sie konkret die Arbeitsweise
einer solchen universellen Turing-Maschine Ty beschreiben. Thre universelle Turing-Maschine darf
mehrere Bénder verwenden. Der Einfachheit halber kénnen Sie davon ausgehen, dass ein festes
Bandalphabet I vorgegeben ist, das sowohl Ty als auch alle von Ty simulierten Turing-Maschinen
verwenden. Die Laufzeit Threr Simulation ist unerheblich.

Thre Beschreibung von Ty sollte mindestens folgende Fragen beantworten:

e Wieviele Bander hat T;; und wofiir werden sie benutzt?

e Wie représentiert Ty die aktuelle Bandbeschriftung von 7,7

e Wie reprisentiert Ty den aktuellen Zustand der endlichen Kontrolle von 1,7
e Wie reprisentiert Ty die aktuelle Kopfposition von 1,7

e Wie identifiziert Ty; den passenden Ubergang von T, fiir den aktuellen Zustand und die
aktuelle Bandbeschriftung?

e Wie fiithrt 7y diesen Ubergang aus, d.h. wie aktualisiert sie Bandbeschriftung, Kopfposition
und Zustand?

Loésung:

Ty benutzt 4 Bander. Auf Band 1 steht die aktuelle Bandbeschriftung von Ty,; der dazugehdrige
Kopf markiert die Kopfposition von T,,. Auf Band 2 steht die Gédelnummer w. Auf Band 3 steht
unér kodiert der aktuelle Zustand von T,, d.h. wenn T, sich im Zustand ¢; befindet, stehen auf
Band 3 i Nullen. Auf Band 4 steht unir kodiert das aktuell von T, gelesene Zeichen (also das
Zeichen, auf dem Kopf 1 aktuell steht), d.h. wenn T, das Zeichen a; liest, stehen auf Band 4 j
Nullen.

Stehe also 0° auf Band 3 und 07 auf Band 4. Dann muss Kopf 2 in der Godelnummer den Ubergang
(i, a;) finden. Gehe dazu von links nach rechts die Godelnummer auf Band 2 durch. Priife fiir
jeden Ubergang, ob er mit 0°107 anfiingt. Dazu muss lediglich iiberpriift werden, ob die Anzahl der
Nullen mit der Anzahl auf Band 3 bzw. 4 iibereinstimmt. Falls kein Ubergang die richtige Form

hat, lehne ab.

Sei ansonsten ein Ubergang 0°10710710°10¢ gefunden. Also geht T, in Zustand ¢, iiber, schreibt a,
auf das Band und bewegt den Kopf in Richtung d;. Simuliere diesen Schritt mit Ty: Kopf 1 schreibt
as auf Band 1 und bewegt sich in Richtung d;. Sei a, das Zeichen, das Kopf 1 nun liest. Dann wird
auf Band 4 07 durch 0% ersetzt. Auf Band 3 wird 0 durch 0" ersetzt. Kopf 2 fihrt zuriick an den
Anfang von w, um den Ubergang fiir den nichsten Schritt zu suchen.



Aufgabe 3 (4 Punkte)

Die Komplexitéatsklasse EXP ist definiert als die Menge aller Entscheidungsprobleme, die in determi-
nistisch exponentieller Zeit gelost werden kénnen, d.h. in Zeit O(2"™) fiir eine Konstante c¢. Analog
dazu enthélt die Klasse NEXP genau die Probleme, die sich in nichtdeterministisch exponentieller
Zeit 16sen lassen.

Wir wollen nun analog zur NP-Schwere den Begriff der NEXP-Schwere einfithren. Dazu benétigen
wir den Begriff der NEXP-Transformation. Eine NEXP-Transformation von einem Problem II; in
ein Problem II; ist eine Funktion fnexp: Dm, — Dr,. Wie bei der polynomiellen Transformation
fordern wir, dass eine Instanz I € Dy, genau dann eine Ja-Instanz von II; ist, wenn fyexp (/) eine
Ja-Instanz von Il ist. Bei der polynomiellen Transformation wurde zusétzlich noch gefordert, dass
fnExp in deterministisch polynomieller Zeit berechnet werden kann. In dieser Aufgabe sollen Sie
untersuchen, ob und wie wir diese Forderung dndern miissen.

Falls eine NEXP-Transformation von II; in Iy existiert, schreiben wir II; ocnexp IIo. Wir nennen
ein Problem IT NEXP-schwer, wenn II" ocyexp 11 fiir jedes Problem IT' € NEXP gilt. In der Vorlesung
wurde gezeigt: Wenn es ein NP-schweres Problem gibt, das in P liegt, dann gilt P = NP. Eine analoge
Figenschaft wollen wir auch fiir NEXP-Schwere haben: Wenn es ein NEXP-schweres Problem gibt,
das in EXP liegt, dann gilt EXP = NEXP.

Betrachten Sie folgende moglichen Forderungen an fyexp:

(a) fnexp kann in deterministisch polynomieller Zeit berechnet werden.
(b) fnexp kann in deterministisch polynomiellem Platz berechnet werden.

(¢) fnexp kann in deterministisch exponentieller Zeit berechnet werden kénnen.

Fiir welche dieser Forderungen hat NEXP-Schwere die gewiinschte Eigenschaft? Begriinden Sie!

Loésung:
Fiir (a) und (b) hat NEXP-Schwere die gewiinschte Eigenschaft. Wir zeigen dies fiir (b). Da aus
polynomiellem Zeitbedarf auch polynomieller Platzbedarf folgt, gilt es auch fiir (a).

Sei II' ein NEXP-schweres Problem, das in EXP liegt, d.h. es gibt einen deterministischen Algo-
rithmus mit exponentiellem Zeitbedarf, der II' 16st. Dann lisst sich fiir jedes Problem IT € NEXP
ebenfalls ein deterministischer Algorithmus mit exponentiellem Zeitbedarf angeben: Betrachte eine
[I-Instanz I mit |I| = n. Da IT ocyexp I gilt, 1dsst sich I in deterministisch polynomiellem Platz
in eine fquivalente IT'-Instanz I’ = fyexp(I) transformieren. Es gilt also |I'| € O(n€) fiir eine Kon-
stante ¢. Da aus polynomiellem Platzbedarf exponentieller Zeitbedarf folgt, ist die Transformation
in Exponentialzeit moglich. Wende nun den Algorithmus zum Lésen von II” auf I’ an. Dieser hat
eine Laufzeit von O(2/”'l") fiir eine Konstante d. Die Gesamtlaufzeit ist also in O(2"") und somit
exponentiell.

Fiir (c) funktioniert dieses Vorgehen nicht. Hier konnen wir nur noch |I’] € O(2™) garantieren. Das
ergibt eine Gesamtlaufzeit in O(22" ), also doppelt exponentiell.



Aufgabe 4 (2 4+ 1+ 2 =5 Punkte)

Betrachten Sie folgende Funktion:

Tax () = max <{m cN ‘ Es gibt eine TM M mit n Zustdnden und ein z € 37, })

sodass M bei Eingabe x in m Schritten hélt.

Beachten Sie, dass nicht haltende Berechnungen nicht in Tj,.x einflieBen. Also ist Tinax die Lénge
der langsten haltenden Berechnung, die mit n Zustédnden moglich ist.

Die (starke) Goldbach-Vermutung besagt, dass jede gerade Zahl grofler als 2 die Summe zweier
Primzahlen ist. Bisher konnte dies nicht bewiesen werden.

(a) Zeigen Sie, dass eine TM existiert, die genau dann hélt, wenn die Goldbach-Vermutung falsch
ist.

(b) Tatséchlich existiert eine solche TM Mg, die 27 Zustédnde benotigt. Angenommen, Tiax(27)
wire bekannt. Geben Sie ein Verfahren an, dass dann die Goldbach-Vermutung in endlicher
Zeit beweist oder widerlegt.

(c) Zeigen Sie, dass Tmax nicht berechenbar ist.

Losung:

(a) Gehe in aufsteigender Reihenfolge alle geraden Zahlen n = 4,6,8, ... durch. Gehe fiir jedes
n alle Primzahlen p < n/2 durch und priife jeweils, ob n — p prim ist. Wenn ja, gehe weiter
zum néchsten n. Falls fiir ein n alle p < n/2 ausprobiert wurden, ohne dass ein Primzahl-
paar gefunden wurde, halte. In diesem Fall ist die Goldbach-Vermutung widerlegt. Falls die
Goldbach-Vermutung zutrifft, terminiert dieses Verfahren nicht.

(b) Simuliere Mg fiir Thyax(27) Schritte. Wenn M bis dahin nicht gehalten hat, ist die Goldbach-
Vermutung bewiesen. Ansonsten ist sie mit Gegenbeispiel widerlegt.

(c) Angenommen, es existiert eine TM My, die Ti ax berechnet. Konstruiere eine TM My, die
das Halteproblem entscheidet. Seien also eine TM M und eine Eingabe x gegeben. Sei k die
Anzahl der Zustinde von M. Berechne Tyax (k) mithilfe von M. Simuliere dann M auf z
fiir Tinax(k) Schritte. Wenn M bis dahin nicht gehalten hat, hilt M fiir die Eingabe x nie,
also lehne ab. Ansonsten akzeptiere.

Aufgabe 5 (4 Punkte)

Fiir k € N ist ein Graph G = (V, E) k-farbbar, wenn eine Funktion ¢ : V' — {1,2, ... k} existiert,
so dass fiir alle (u,v) € E gilt, dass ¢(u) # ¢(v). Beim Entscheidungsproblem k-COLOR ist gefragt,
ob ein gegebener Graph G k-farbbar ist. Zeigen Sie, dass 2020-COLOR NP-vollsténdig ist. Sie diirfen
benutzen, dass 3-COLOR NP-vollsténdig ist.



Loésung:

2020-COLOR liegt in NP, weil fiir jeden 2020-farbbaren Graph eine entsprechende Funktion ¢ voll-
standig angegeben werden kann und in Linearzeit tiberpriift werden kann, ob es sich um eine giiltige
Farbung handelt.

Die NP-Schwere erhalten wir durch Reduktion von 3-COLOR auf 2020-COLOR. Transformiere eine
Instanz G = (V, E) von 3-COLOR wie folgt auf eine Instanz G’ = (V’, E’) von 2020-COLOR. Sei
X ={1,2,...,2017} mit XNV =0. V' =VUX und E' = EU (X x V’). Die Instanz G’ entsteht
also aus G, indem eine Clique aus 2017 Knoten, die jeweils auflerdem mit allen Knoten von G
verbunden sind, hinzugefiigt wird. Eine 3-Firbung von G lisst sich zu einer 2020-Féirbung von G’
erweitern, indem die 2017 Knoten in X jeweils eine eigene Farbe erhalten. Umgekehrt muss eine
2020-Farbung von G’ jedem Knoten der Clique eine andere Farbe zuweisen. Da alle Knoten der
Clique mit allen Knoten aus V' verbunden sind, bleiben damit fiir die Knoten in V' nur drei Farben
iibrig. Die 2020-F#rbung von G’ beschreibt also direkt eine 3-Firbung von G.

Aufgabe 6 (2 + 2 = 4 Punkte)

Gegeben sei ein Entscheidungsproblem II, das mindestens eine Ja-Instanz und eine Nein-Instanz
hat. Wir definieren das Entscheidungsproblem IT* wie folgt: Die Instanzen von II* sind Paare (I3, I2)
von [I-Instanzen mit der Eigenschaft, dass genau eine davon eine Ja-Instanz von II ist. Es gilt zu
entscheiden, ob I; die Ja-Instanz ist.

Wir definieren aulerdem das Entscheidungsproblem II, dessen Instanzen beliebige Paare (I3, I2)
von Il-Instanzen sind. Es soll entschieden werden, ob (I1, I2) eine giiltige Instanz von IT* ist, also
ob genau eine der beiden Instanzen eine Ja-Instanz von II ist.

Zeigen Sie:

(a) Wenn II in NP liegt, dann liegt IT* in NP N co-NP.

(b) Wenn IT in NPC liegt, dann ist IT NP-schwer.

Loésung:

(a) Ist I eine Ja-Instanz von II, so taugt ein Zeuge dafiir auch als Zeuge dafiir, dass (I1, I2) eine
Ja-Instanz von II* ist. Ist I; eine Nein-Instanz von II, so ist Is eine Ja-Instanz von II, und
ein Zeuge dafiir taugt auch als Zeuge dafiir, dass (I1, I2) eine Nein-Instanz von IT* ist.

(b) Reduziere II wie folgt auf II. Sei I; eine Instanz von IT und sei I eine feste Nein-Instanz von
I1. Dann ist I eine Ja-Instanz von II genau dann, wenn (I1, I2) eine giiltige Instanz von IT*
ist.

Aufgabe 7 (5 Punkte)

Das SET-SPLITTING-Problem ist wie folgt definiert: Gegeben sind eine Grundmenge S und eine
Menge A = {A1, As,...,A,} von Teilmengen A; C S. Gesucht ist eine Partition SpUS; = S,
sodass kein A; vollstandig in Sy oder S enthalten ist.



Zeigen Sie, dass SET-SPLITTING NP-vollsténdig ist. Nutzen Sie 3-SAT zur Reduktion.

Losung:

Wir zeigen zunéchst SET-SPLITTING € NP. Fiir eine gegebene Partition (Sp, S1) ldsst sich in Zeit
O(]S]) iiberpriifen, ob S; N Sy = @ und S; U So = S. AuBlerdem muss fiir jedes A; gepriift werden,
dass So N A; und S; N A; nicht leer sind. Das geht in Zeit O(X7,|A4;||S]).

Wir zeigen nun 3-SAT o« SET-SPLITTING. Gegeben sei eine 3-SAT-Instanz bestehend aus einer
Variablenmenge U und einer Klauselmenge C'. Wir konstruieren nun eine SET-SPLITTING-Instanz
(S, A). Sei U = {z | # € U} die Menge der negativen Literale fiir U. Wihle S = UUU U{f}, wobei
f ein neues Element ist. Fiir jede Variable x € U konstruieren wir eine Teilmenge A, = {z,Z}. Fir
jede Klausel ¢ = (x Vy V z) mit z,y, 2 € U UU konstruieren wir eine Teilmenge A. = {z,v, 2, f}.
Die Transformation ist offensichtlich polynomial.

Wir zeigen, dass (U, C) genau dann l16sbar ist, wenn (.5, .4) lsbar ist.

=: Betrachte eine erfiillende Belegung von (U, C'). Wir partitionieren S in die beiden Mengen
So={zeU|x=falsch}u{z €U |z =wahr} U{f}und S; = {r € U | z =wahrjU{ZT €
U | x = falsch}. Offensichtlich gilt SoUS; = S. Betrachte eine Variable z € U und die
dazugehorige Menge A, = {z,Z}. Eins der beiden Literale wertet zu falsch aus und ist in Sy
enthalten, das andere entsprechend in S;. Betrachte eine Klausel ¢ = (x Vy V z) € C und die
dazugehorige Menge A, = {z,y, 2z, f}. Da die Klausel erfiillt ist, wertet mindestens eins der
Literale x,y, z zu wahr aus und ist in 57 enthalten, wihrend f in Sy enthalten ist. Also ist
kein A; vollstindig in Sy oder S enthalten.

<: Betrachte eine Losung (S, S1) von (S, .A). Sei 0.B.d.A. f € Sy. Betrachte eine Variable z € U.
Setze = auf falsch, falls € Sy, ansonsten auf wahr. Die Menge A, = {z,Z} erzwingt, dass =
und T nicht im selben .S; enthalten sind, also sind alle Literale in Sy mit falsch belegt und alle
in S7 mit wahr. Betrachte eine Klausel ¢ € C' und die dazugehorige Menge A. = {z,y, 2, f}.
Da f € Sp, muss mindestens eines der Literale x, ¥, z in S7 sein. Dieses Literal wurde auf wahr
gesetzt, also ist die Klausel erfiillt.
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