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Aufgabe 1 (1 + 2 + 4 = 7 Punkte)

(a)

(b)

Gegeben sei die Sprache L1 = {w € {0}* | |w| ist durch 3 teilbar}. Geben Sie einen determi-
nistischen endlichen Automaten in Graphdarstellung an, der Ly erkennt.

Gegeben sei die Sprache Ly = {w € {0,1}* | bin(w) ist durch 3 teilbar}, wobei bin(w) die
natiirliche Zahl ist, deren Bindrdarstellung w ist. Der Einfachheit halber sei bin(e) = 0, also
durch k teilbar. Geben Sie einen deterministischen endlichen Automaten in Graphdarstellung
an, der Lo erkennt.

Es seien k,b € {1,2,...} und ¥ = {0,1,...,b — 1}. Gegeben ist die Sprache Ly = {w €
¥* | b-adi(w) ist durch k teilbar}, wobei b-adi(w) die natiirliche Zahl ist, deren b-adische
Darstellung w ist. Der Einfachheit halber sei b-adi(e) = 0, also durch k teilbar. Geben Sie
einen deterministischen endlichen Automaten an, der Lz erkennt. Beweisen Sie die Korrektheit
Threr Konstruktion.

Aufgabe 2 (3 Punkte)

Konstruieren Sie zu folgendem Automaten den zugehdrigen Aquivalenzklassenautomat. Geben Sie
in jedem Schritt alle Aquivalenzklassen an, und durch welche Zeugen sie getrennt werden. Zeichnen
Sie den Ubergangsgraphen des Aquivalenzklassenautomaten.




Aufgabe 3 (2 + 3+ 2+ 1 = 8 Punkte)

Ein Kommilitone von Thnen behauptet, dass er ein alternatives Verfahren zur Konstruktion von
Aquivalenzklassenautomaten gefunden hat. Statt nach méglicherweise langen Zeugen suchen zu
miissen, betrachtet er immer nur einzelne Zeichen. Zu einem deterministischen endlichen Automa-
ten A= (Q,%,0,s, F) geht er folgendermaflen vor. Im ersten Schritt partitioniert er die Zustands-
menge in zwei Mengen @\ F' und F'. In jedem weiteren Schritt wiihlt er zunéichst ein Zeichen a € X.
Jede Menge! [q] trennt er genau dann weiter auf, wenn fiir zwei Zustéinde g1, g2 € [q] nach dem vor-
herigen Schritt galt, dass [0(q1,a)] # [0(g2, a)]. Solch einen Schritt wiederholt er, bis sich bei keinem
Zeichen a € ¥ weitere Trennungen ergeben. Mit den entstandenen Mengen und dem Verfahren aus
der Vorlesung konstruiert er dann den Aquivalenzklassenautomaten.

(a) Fithren Sie das Verfahren fiir den Automaten aus Aufgabe 2 durch, indem Sie die unten
stehende Tabelle ausfiillen. Finden Sie dieselben Mengen wie die Aquivalenzklassen aus Auf-
gabe 27

Schritt | Zeichen a | Partition nach Trennung durch a
1 {a7b?c7d7€7f}7 {g?h}

2 / {aabvcaf}v {dve}’ {g?h}
3

'Disjunkte Mengen {...,q,...} = [¢] kénnen durch einen Repriisentanten ¢ identifiziert werden.



(b) Folgern Sie aus [q1] # [g2] induktiv die Existenz eines Zeugen w, der ¢; und g2 trennt.

(c) Zeigen Sie, dass am Ende des Verfahrens [¢1] = [¢2] impliziert, dass kein Zeuge existiert, der ¢;
und g9 trennt.

(d) Ist das Verfahren Ihres Kommilitonen korrekt? Begriinden Sie!

Aufgabe 4 (1+1+4+1+ 2+ 1= 6 Punkte)

Ist die Aussage des Pumping-Lemmas fiir folgende Sprachen erfiillt? Welche Sprachen sind regulér?
Begriinden Sie!

(a) X={A,...,Z} U{,,-}U{0,...,9}, L, = {mogliches Autokennzeichen in Karlsruhe}
Beispielsweise gilt KA-RT,911 € L,, aber KA-RT-0FFEL ¢ L,.

(b) ¥ = {a,b,c}, Ly = {w € &* | |w|a + |w}p = |w|c}. Dabei bezeichnet |wl|, die Anzahl der
Vorkommen des Symbols x in w.

(c) ¥ ={0,1}. Fiir ein Wort w € ¥* sei neg(w) die bitweise Negation von w, d.h. neg(w); = 1—wj,
wobei w; das i-te Zeichen von w beschreibt. L, = {uv € ¥* | v = neg(u)}.

(d) Fiir eine beliebige natiirliche Zahl & € N definieren wir Ly = {w € {1,...,k}* |
w ist eine monoton aufsteigende Zahlenfolge}. Das Wort 4478 ist beispielsweise in Lg ent-
halten, das Wort 8 84 8 hingegen nicht. Wir unterscheiden Zahlen aus {1, ..., k} von Wortern
(Zahlenfolgen) aus Ly, indem wir die Zahlen mit einem Leerzeichen trennen. Sie konnen also
die Zahlenfolge 8 84 8 von der Zahl 8848 unterscheiden.

(e) Ist die Menge Lo, = {w € N* | w ist eine monoton aufsteigende Zahlenfolge} eine regulére
Sprache?

Aufgabe 5 (2 + 2 + 3 = 7 Punkte)

In dieser Aufgabe betrachten wir Sprachen iiber dem Alphabet ¥ = {0,1,2} C N.

(a) Geben Sie fiir L1 = {w = wy ... w, € X* | Vi =2,...,n:w; > w;_1} alle Aquivalenzklassen
der Nerode-Relation (in Mengenschreibweise) an. Geben Sie auerdem fiir jede Aquivalenz-
klasse K die Menge Sk der giiltigen Suffixe an, also die Menge der z € ¥*, sodass fiir jedes
u € K gilt: uz € L.

(b) Geben Sie fiir L; einen DEA mit minimaler Anzahl von Zustédnden an.

(c) Fiir ein Wort w = wy ... wy, definieren wir g(w) := ;" | w;. Wenn wir w als Zahl zur Basis 3
interpretieren, ist g(w) also die Quersumme dieser Zahl. Zeigen Sie mithilfe der Nerode-
Relation, dass Ly = {w € ¥* | ¢(w) = |w|} nicht regulér ist.



Aufgabe 6 (Bonus: 2 4+ 2+ 1+ 1+ 2 + 2 + 2 = 12 Punkte)

Wir betrachten typischerweise Sprachen iiber endlichen Alphabeten. Man kann sich aber auch
iiberlegen, was passiert, wenn man Sprachen iiber unendlichen Alphabeten definiert. Genau das
werden wir in dieser Aufgabe tun.

Sei also Y eine (moglicherweise unendliche) Menge von Zeichen. Die Begriffe ,,Sprache und ,,de-
terministischer endlicher Automat® iibertragen sich direkt. Sei Lo, eine Sprache iiber dem Alpha-
bet Y, die von einem deterministischen endlichen Automaten A, = (Q, Yoo, doo, s, F) erkannt
wird. Beachten Sie, dass () weiterhin eine endliche Menge sein muss. Wir definieren nun eine zwei-
stellige Relation ~ C ¥ X Y mit folgender Vorschrift:

a~b = Vg€ Q:dx(qa)=10x(q0b)

Vergegenwirtigen Sie sich, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Zwei Zeichen a und b sind also
genau dann beziiglich ~ dquivalent, wenn sie von allen Zustandsiibergéingen in A, gleich behandelt
werden.

(a) Zeigen Sie, dass ~ endlich viele Aquivalenzklassen hat.

(b) Zeigen Sie, dass ein endliches Alphabet ¥ und eine Funktion f : Yo, — X existieren, sodass
die Sprache L = {f(w1) f(w2) ... f(wy) | wiwsy...w, € Ly} iber dem Alphabet ¥ von einem
deterministischen endlichen Automaten erkannt wird.

Den Begriff einer regulidren Sprache passen wir folgendermafien an. Eine Sprache L C Y% heifit
oo-reguldr, wenn fir sie einer der folgenden Punkte gilt: (induktive Definition)

e Verankerung:
— L C XY oder
- L={s)

e Induktion: Es gibt oco-regulédre Sprachen L1, Lo sodass
— L =11 Ly oder

— L= LU Ly oder
- L=I

(c) Zeigen Sie, dass diese Definition zu der Definition von reguléren Sprachen aus der Vorlesung
dquivalent ist, wenn X, endlich ist.

Sei Lo jetzt eine oco-regulidre Sprache. Vergegenwértigen Sie sich, dass die induktive Definition
von Lo, nur auf endlich viele Verankerungen zuriickgreift. Bezeichne diese mit Li, Ls, ..., Ly. Im
Allgemeinen sind diese Mengen nicht paarweise disjunkt.

(d) Zeigen Sie, dass Sie Ly, auch so definieren kénnen, dass die Verankerungen paarweise disjunkt
sind.



(e) Zeigen Sie, dass ein endliches Alphabet ¥ und eine Funktion f : ¥, — ¥ existieren, sodass
die Sprache L = {f(w1) f(w2) ... f(wy) | wiws ... w, € Lo} regulér geméf der Definition aus
der Vorlesung ist.

Sie sind nun bereit zu zeigen, dass deterministische endliche Automaten mit méglicherweise unend-
lichem Eingabealphabet genau die co-reguléren Sprachen erkennen kénnen.

(f) Sei Lo eine Sprache, die von einen deterministischen endlichen Automaten A, mit Einga-
bealphabet Y, erkannt wird. Zeigen Sie, dass Lo, oo-regulér ist.

Verwenden Sie das entsprechende Ergebnis fiir endliche Automaten aus der Vorlesung und
das Ergebnis aus Teilaufgabe (b).

(g) Sei Lo eine oo-regulire Sprache iiber dem Alphabet Y. Zeigen Sie, dass es einen determi-
nistischen endlichen Automaten A, mit Eingabealphabet Y, gibt, der L., erkennt.

Verwenden Sie das entsprechende Ergebnis fiir reguldre Sprachen aus der Vorlesung und das
Ergebnis aus Teilaufgabe (e).
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