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Aufgabe 1 (1+1+1+1+1=05Punkte)

Gegeben seien zwei Sprachen Ly, Lo C ¥* {iber dem Alphabet ¥ = {a, b}. Dabei sei Ly die Sprache
der Worter, die mit a beginnen und Ly die Sprache der Worter mit einer geraden Anzahl an b.
Geben Sie regulidre Ausdriicke fiir folgende Sprachen an.

Losung:

a(aUb)* U (ba*bUa)*
(ba*bUa)*a(aUb)*

(a)
(b) (
(c) atb(ba*bUa)*
(d)
)

b

d) (aub)*
(e

b(aub)*Ue

Aufgabe 2 (2 + 2 = 4 Punkte)

Es sei ¥ ein endliches Alphabet und L = {w;,wa, ..., w2020} eine Menge von 2020 Wortern der
Lénge 2020 iiber dem Alphabet X.



(a) Skizzieren Sie den Ubergangsgraphen eines NEA, der L erkennt.
(b) Geben Sie einen DEA an, der L erkennt.

Loésung:

Dabei bezeichnet aé- das i-te Zeichen des Wortes w; € L.

(Implizit existiert ein Fehlerzustand, in den alle nicht explizit angegebenen Ubergénge fithren.)

(b) Als Zustandsmenge @ wihlen wir die Menge der Worter iiber 3, deren Lénge hochstens 2020
ist, und auflerdem einen Fehlerzustand f. Wahle ¢ € @ als Startzustand und L C @ als Menge
der akzeptierenden Zustidnde. Fiir ¢ € Q,a € X definiere §(q,a) = ga falls |g| < 2020 und
d(q,a) = f sonst.

Aufgabe 3 (1 + 3 = 4 Punkte)

Sei A der nichtdeterministische endliche Automat, der durch folgenden Ubergangsgraphen gegeben
ist:

b a, b

a, b
(a) Welche Sprache erkennt der Automat A7
(b) Konstruieren Sie mithilfe der Potenzmengenkonstruktion den zu A dquivalenten deterministi-

schen Automaten A’. Geben Sie auBlerdem den Ubergangsgraphen von A’ an. Bezeichnen Sie
insbesondere die Zusténde in A’ mit den Teilmengen der Zusténde in A, die sie repriisentieren.

Loésung:

(a) L(A) =ab*(aUb)



(b) Potenzmengenkonstruktion mit Startzustand {s} (Endzusténde sind unterstrichen):

Ubergénge
Zustand N b
{s} {a1} {ar}
{ar} {ar} {ar}
{a1} {q2} {a1, 42}
{a2} {ar} {ar}
{CI1,Q2} {Q2,(Jf} {91,Q2,Qf}
{q2,q7} {ar} {ar}
{a, @207} | {a2, 05} {a1, 2,95}

Zustandsgraph von A”:

Aufgabe 4

(1 +1+ 1= 3 Punkte)

Gegeben seien drei Grammatiken G; = (X,V, S, R;),i = 1,2,3 mit ¥ = {a,b,c},V = {S, A, B,C}

und folgenden Produktionsregeln

(a) Ry ={S — AB, A — baAba | baba, B — ¢S | ¢}

(b) Ry ={S — AB,A — baAba|c,B —cS|c}

(¢c) Rs={S - AC,A—aBA|aB,B—bB|e,C —cC|c}

Ist L(G;) eine reguldre Sprache? Wenn ja, geben Sie einen reguldren Ausdruck an. Wenn nicht,

geben Sie eine formale Definition der Sprache in Mengenschreibweise an.

Loésung:

(a) Ja. ((baba)tc)™
(b) Nein. L(Gs) = {(ba)ic(ba)ic | i € No}™ .



(c) Ja. (ab*)Tc*

Aufgabe 5 (1 + 2 = 3 Punkte)

(a) Offensichtlich ldsst sich jeder deterministische endliche Automat (DEA) durch einen nichtde-
terministischen endlichen Automaten (NEA) simulieren, indem der Nichtdeterminismus in der
Uberfithrungsfunktion nicht ausgenutzt wird. Sei A = (Q, X, 6, 5, F') ein NEA, der wie ein DEA
arbeitet. Welche Bedingungen miissen fiir die Uberfiihrungsfunktion §: Q x (X U {e}) — 29
gelten? Formulieren Sie die Bedingungen als priadikatenlogische Formel.

(b) Fiir NEA wurde in der Vorlesung die erweiterte Uberfithrungsfunktion 6: Q x ¥* — 29
eingefiihrt, die einen Zustand ¢ und ein Wort w auf die Menge der Zustédnde abbildet, die
von ¢ nach der Abarbeitung von w erreichbar sind. Mithilfe der Simulation aus dem vorigen

Aufgabenteil lisst sich § auch bei DEA anwenden. Kreuzen Sie in der folgenden Tabelle an,
welche Aussage fiir alle NEA bzw. DEA A mit L(A) # () und L(A) # X* gelten.

Aussage NEA | DEA
Jw € L(A)3Iq € 6(s,w): ¢ € F
Jw € L(A)Vq € §(s,w): ¢ € F
Vw € L(A)Jq € §(s,w): g € F
Vw € L(A)Vq € 0(s,w): g € F
Vw ¢ L(A)Jq € §(s,w): g € F
Vw ¢ L(A)Jq € 0(s,w): q ¢ F

(a) Vg€ Q: (0(q,e) =0 AVx € X: 6(q,x)| = 1)

Aussage NEA | DEA

Jw € L(A)3q € §(s,w): g€ F X X

Jw € L(A)Vq € §(s,w): ¢ € F X
(b) | Vw e L(A)3g € 6(s,w): qe F | X X

Vw € L(A)Vq € 0(s,w): g € F X

Vw ¢ L(A)3q € 0(s,w): g € F

Vw ¢ L(A)3g e d(s,w):q¢ F| (*) | X

(*) Auf den ersten Blick mag es so scheinen, als ob dieses Feld angekreuzt werden muss: Fiir
Worter w € L(A) sind alle moglichen Abarbeitungen nicht akzeptierend, also erscheint es logisch,
dass auch eine nicht akzeptierende Abarbeitung existieren muss. Das ist nicht der Fall, weil es bei
einem NEA vorkommen kann, dass es fiir ein Wort gar keine Abarbeitung gibt, also §(s,w) = (.
Das liegt daran, dass die NEA-Uberfithrungsfunktion auf eine Menge von méglichen Folgezusténden
abbildet. Diese Menge darf auch leer sein. In diesem Fall wird das gelesene Wort w nicht akzeptiert,
weil die Akzeptanzbedingung (s, w) N F # ) nicht erfiillt ist.



Aufgabe 6 (2 + 3 4+ 2 + 3 = 10 Punkte)

Sei L eine regulére Sprache iiber einem endlichen Alphabet X. Fiir ein Wort w = wyws ... wy_1w, €
>* definieren wir dessen Umkehrung als W= WnWp—1 + - . WoW].

Wir betrachten zuniichst das Beispielalphabet ¥ = {a, b} und folgende Beispielsprache:

L) == {aazb | z € ¥ und x enthilt ba als Teilwort}

(a) Geben Sie regulédre Ausdriicke fiir L; und fl an.

(b) Geben Sie endliche Automaten fiir L; und fl an.

Nun betrachten wir ein beliebiges endliches Alphab(z 3. und eine beliebige regulédre Sprache L. Sie
sollen nun auf zwei verschiedene Wege zeigen, dass L = {% | w € L} ebenfalls regulr ist.

%
(¢) Beschreiben Sie, wie aus einem regulidren Ausdruck fiir L ein reguldrer Ausdruck fiir L kon-
struiert werden kann. Beweisen Sie, dass IThre Konstruktion korrekt ist.

%
(d) Beschreiben Sie, wie aus einem endlichen Automaten fiir L ein endlicher Automat fiir L
konstruiert werden kann. Beweisen Sie, dass Ihre Konstruktion korrekt ist.

Losung:

(a) a(Ly) =aa(aUb)*ba(aUb)*b
a(fl) = b(aUb)*ab(a Ub)*aa

(b) Automat fiir Ly:




()

Sei « ein regulérer Ausdruck fiir L. Wir zeigen per Induktion iiber der Anzahl n der Opera-
tionen U, -, * in «, dass es einen reguldren Ausdruck § gibt, der L beschreibt.

%
n = 0: Dann ist @ = € oder @ = @ mit a € ¥ oder o = (). In jedem Fall gilt L = L und wir
wéihlen 6 = a.

n > 1: Dann ist @ = a1 Uag oder o = 1 - ap oder o = o] fiir regulédre Ausdriicke o, ag,
je mit hochstens n — 1 Operationen U, -, *. Nach IV existieren reguldre Ausdriicke 81 und S
die L(ay) beziehungsweise L(as) beschreiben. Wir wihlen 8 wie folgt:

a=agUay = B=p3UpB
a=ai-a = =05
a=a] = p=p5

Nun ist 5 ein regulérer Ausdruck der die Sprache T beschreibt.

Sei A = {Q,%,6,s, F} ein deterministischer Automat, der L akzeptiert. Konstruiere NEA
A ={Q',%,¥, s, F'} wie folgt:

e Q'=QU{s'} mits'¢Q

e Fiir jedes a € ¥ und ¢ € Q definieren wir 6’(¢,a) = {¢’ € Q | §(¢',a) = ¢}. Es werden

also alle Zusténdsiiberginge umgedreht. Dabei kénnen nichtdeterministische Ubergéingen
entstehen.

e Der Startzustand von A wird der akzeptierende Zustand von A": F' = {s}
e s ist der Startzustand von A’ mit ¢'(s’,e) = F. Es gibt also e-Ubergiinge.
Durch Induktion lisst sich fiir jedes w € * und ¢ € Q zeigen: & (¢, W) = {¢ € Q| 6(¢,w) =

q}. Wir zeigen nun, dass ein beliebiges Wort w € ¥* genau dann von A akzeptiert wird, wenn
es eine akzeptierende Abarbeitung von W in A/ gibt:

WeLA)s (s, w)NF £0
esed(s, )
e3IfeF:sed(f, W)
sIfeF:se{d Qi ,w)=f}
s IfeF:o(s,w)=f
< i(s,w) € F
< we L(A)
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