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Aufgabe 1 (4 4+ 2 = 6 Punkte)

Gegeben sei das Alphabet ¥ = {0, 1}.

(a) Geben Sie das Bandalphabet sowie den Zustandsgraphen einer deterministischen Turing-
Maschine an, die fiir eine Eingabe w € ¥* das Spiegelwort w’ berechnet. Die Eingabe 11010
wird also z.B. zu 01011 transformiert.

(b) Geben Sie die Konfigurationsfolge an, die bei Eingabe des Wortes 10 durchlaufen wird.

Loésung:

(a) T'={0,1,L, #}
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(b) (q0)10 — (q1) U 10 — #(q2)10 — (q3)##0 — (q3) U ##0 — 1(g5)##0 — 1#(q2)#0 —
194 (q2)0 — 19 (qa)#H# — L) #H#H# — (Qu)1#### — (qa) U 1F#H#H — 0(qs)1### —
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01(qs)### — 01#(qo)## — 01##(q2)# — 01F###(q2)U — 01##(qe)# — 01#(qe)# —
01(ge)# — 0(gs)1 — O(qr)1



Aufgabe 2 (1 4+ 1+ 1= 3 Punkte)

Betrachten Sie die folgenden Entscheidungsprobleme:

(a) Gegeben eine natiirliche Zahl n, ist n keine Primzahl?

(b) Gegeben eine Menge M = {mj,...,my} von natiirlichen Zahlen, gibt es eine Teilmenge
M' C M, sodass die Summe von M’ und die Summe von M \ M’ gleich sind?

(¢) Gegeben ein ungerichteter Graph G = (V, E), ist G nicht zusammenhingend?

Geben Sie fiir jedes dieser Probleme eine Ja-Instanz und eine Nein-Instanz an. Beschreiben Sie
auBerdem, wie eine NTM arbeitet, die das Problem in polynomieller Zeit 16st. Geben Sie dazu
insbesondere an, wie die NTM den Losungsvorschlag des Orakelmoduls interpretiert und was der
deterministische Teil der NTM tun muss, um den Losungsvorschlag zu iiberpriifen.

Loésung:

(a) e Ja-Instanz: 4
e Nein-Instanz: 3
e Losungsvorschlag: Zwei Faktoren ny,ny € N\ {1}
e Arbeitsweise: Die NTM {iberpriift, ob ni - no = n gilt.

(b) e Ja-Instanz: {30, 50,20}
e Nein-Instanz: {30, 60,20}

e Losungsvorschlag: Fiir jedes m € M wird angegeben, ob m € M’. Das ist z.B. durch ein
Bindrwort w der Linge | M| méglich, wobei w; genau dann 1 ist, wenn m € M.

e Die NTM iiberpriift, ob der Losungsvorschlag das korrekte Format hat. Wenn ja, addiert
sie alle m € M’ und alle m € M \ M’ und iiberpriift, ob die Summen gleich sind.
(¢c) e Ja-Instanz:
*—O [ J
e Nein-Instanz:
o —o—0

e Losungsvorschlag: Eine Bipartition von V in zwei Mengen Vi und Vo mit Vi N'Vp = (.
Diese lésst sich z.B. durch ein Bindrwort w der Lénge |V| darstellen, wobei w; genau
dann 1 ist, wenn v; € V5.

e Die NTM iiberpriift, ob der Losungsvorschlag das korrekte Format hat. Wenn ja, iiber-
priift sie fiir jeden Knoten v € V1, ob eine seiner ausgehenden Kanten zu einem Knoten
aus Vs fiihrt.

Aufgabe 3 (3 + 2 + 3 = 8 Punkte)

Eine normale Turing-Maschine darf ihren Lese-/Schreibkopf bei jedem Ubergang héchstens um ein
Feld nach links oder rechts bewegen. In dieser Aufgabe betrachten wir Sprung-Turing-Maschinen



(STM), die bei der Kopfbewegung Felder {iberspringen diirfen. Zusétzlich zur endlichen Kontrolle
hat eine STM einen Zahler fiir die Sprungweite v € N. Diese gibt an, wie viele Felder der Kopf bei
einer Bewegung iiberspringt. Bei einem Ubergang mit Kopfbewegung nach links (bzw. rechts) geht
der Kopf also v Felder nach links (bzw. rechts) statt nur eins.

Anfangs gilt v = 1, d.h. die STM verhiilt sich wie eine normale TM. Bei jedem Ubergang hat die
STM jedoch die Moglichkeit, die Sprungweite um 1 zu erhShen oder zu verringern. Formal hat die
Uberfithrungsfunktion einer STM dann folgende Form:

6:QxI - QxIx{R,L,N} x{—,0,+}

Dabei steht ,,—* fiir ,,Verringere Sprungweite um 1%, ,+* fiir ,Erhche Sprungweite um 1* und ,,0“
fiir ,keine Anderung”. Wir fordern auflerdem, dass die Sprungweite nie kleiner als 1 wird.

Wir betrachten nun das Alphabet ¥ = {0,1} und die Sprache L = {w € ¥* | 3k € N: wy = wy, =
war, = 1}. Zum Beispiel gilt: 1011001 € L mit k = 3, aber 100101 ¢ L.

(a) Beschreiben Sie, wie man L mit einer normalen TM entscheiden kann. Sie diirfen mehrere
Spuren verwenden, aber nicht mehrere Bénder. Geben Sie die Laufzeit Ihrer TM im O-Kalkiil
an.

(b) Zeigen Sie, dass eine STM L in Linearzeit erkennen kann.

(c) Zeigen Sie, dass STMs und normale TMs gleich méchtig sind.

Loésung:

(a) Die Idee ist, in aufsteigender Reihenfolge fiir k¥ = 1,2,3,... zu iiberpriifen, ob wy = wy, =
wor, = 1 gilt. Verwende dazu eine 2-Spur-TM mit der Eingabe auf der ersten Spur und drei
Markierungssymbolen auf der zweiten Spur. Bei der Uberpriifung fiir & sollen die Markierun-
gen auf den Feldern 0, k und 2k stehen. Anfangs stehen sie also auf 0, 1 und 2. Wenn k£ um
1 erhoht wird, wird die zweite Markierung um ein Feld nach rechts verschoben und die drit-
ten Markierung um zwei Felder. Fiir jedes k tiberpriift der Kopf, ob die Eingabesymbole auf
den markierten Feldern alle 1 sind. Falls ja, wird akzeptiert. Ansonsten wird & um 1 erhdht.
Sobald die dritte Markierung tiber das Wortende hinausgeht, wird abgelehnt.

Fiir die Uberpriifung von k braucht die TM O(k) viele Schritte, da sie von Feld 0 zu 2k
und wieder zuriick laufen muss. Da k hochstens ||w|/2] sein kann, braucht sie insgesamt
o2 5y — 0(k2) viele Schritte.

(b) Die STM arbeitet nach der gleichen Grundidee wie die normale TM, braucht aber keine
Markierungen. Stattdessen setzt sie die Sprungweite immer auf das aktuell zu iiberpriifende
k. Dann kann sie von Feld 0 aus mit einem Ubergang Feld k und mit einem weiteren Ubergang
Feld 2k erreichen, also in O(1) vielen Schritten iiberpriifen, ob wy = wy, = wqx, = 1 gilt. Daher

braucht sie nur O( klivol/ 2l 1) = O(k) viele Schritte.

(c) Eine STM kann trivialerweise eine normale TM simulieren, indem sie die Sprungweite nie
verdndert.

Wir simulieren eine STM mit einer 3-Spur-TM: Auf Spur 1 steht die Eingabe. Auf Spur 2
markieren wir drei Felder: die aktuelle Kopfposition der simulierten STM sowie die beiden
Felder, auf die der Kopf im néchsten Schritt springen kénnte. Wenn v die aktuelle Sprungweite



ist, sind das also die Felder v Schritte links und rechts von der aktuellen Kopfposition. Spur
3 verwenden wir, um die Markierungen zu verschieben, wenn die STM ihren Kopf bewegt.

Wir beschreiben 0.B.d.A. eine Bewegung nach links: Zunéchst kopieren wir die drei Markie-
rungen von Spur 2 auf Spur 3. Nun verschieben wir alle drei Markierungen auf Spur 3 um
je ein Feld nach links. Dies wiederholen wir solange, bis die mittlere Markierung auf Spur
3 auf demselben Feld steht wie die linke Markierung auf Spur 2. Dann haben wir alle drei
Markierungen um genau v Felder nach links bewegt. Wir 16schen also die Markierungen auf
Spur 2 und ersetzen sie durch die Markierungen auf Spur 3. Nun kénnen wir den néchsten
Schritt der STM simulieren.

Wenn die Sprungweite erhoht bzw. verringert wird, werden die dufleren Markierungen auf
Spur 2 entsprechend um ein Feld nach auflen bzw. innen verschoben.

Aufgabe 4 (1+1+1+1=4Punkte)

Zeigen oder widerlegen Sie:

(a)
(b)
()
(d)

Das Komplement des Halteproblems ist semi-entscheidbar.
Das Komplement der Diagonalsprache ist semi-entscheidbar.
Seien L1 und Ly semi-entscheidbare Sprachen. Dann ist auch L1 U Lo semi-entscheidbar.

Seien L1 und Ly semi-entscheidbare Sprachen. Dann ist auch L \ Lo semi-entscheidbar.

Loésung:

(a)

Falsch. Aus der Vorlesung wissen wir, dass das Halteproblem semi-entscheidbar ist. Ange-
nommen, das Komplement des Halteproblems wére ebenfalls semi-entscheidbar. Dann kénnte
man die beiden entsprechenden Turing-Maschinen ,pseudoparallel laufen lassen, also ab-
wechselnd jeweils einen Schritt der entsprechenden Turing-Maschine simulieren. Da die bei-
den Turing-Maschinen komplementére Sprachen akzeptieren, hilt mindestens eine von beiden
nach endlicher Zeit. Damit wére das Halteproblem entscheidbar. Widerspruch.

Richtig. Das Komplement der Diagonalsprache ist LG = {w; | M; akzeptiert w;}. Ist w; € L,
kann dies durch Simulation von M; auf der Eingabe w; in endlicher Zeit festgestellt werden.
Damit ist L semi-entscheidbar.

Richtig. Seien Ly und Lo semi-entscheidbare Sprachen und M; und Ms Turing-Maschinen, die
Ly bzw. Lo akzeptieren. Konstruiere eine Turing-Maschine M, die L; U Lo akzeptiert. Dazu
werden bei Eingabe von w die Maschinen M; und Ms ,,pseudoparallel” jeweils mit Eingabe
w simuliert. Das funktioniert, indem abwechselnd jeweils ein Schritt der beiden Simulationen
ausgefiihrt wird. Akzeptiert eine der beiden Simulationen die Eingabe, akzeptiert auch M. Gilt
w € Ly oder w € Lo, so akzeptiert mindestens eine der beiden Simulationen nach endlicher
Zeit, sodass auch M nach endlicher Zeit akzeptiert. Damit akzeptiert M die Sprache L U Ls.

Hier ist es wichtig, dass die Simulationen nicht einfach hintereinander ausgefiihrt werden.
Dann wére es ndmlich moglich, dass die erste Simulation nicht terminiert, wodurch die zweite
Simulation nie feststellen kann, dass die Eingabe zur gesuchten Sprache gehort.



(d)

Falsch. Sei L; = ¥* und Ly = H (das Halteproblem). Beide Sprachen sind semi-entscheidbar.
Es gilt Ly \ Ly = ¥* N H® = H. Aus (a) wissen wir aber, dass das Komplement des Halte-
problems nicht semi-entscheidbar ist.

Aufgabe 5 (2 + 3 = 5 Punkte)

Eine Turing-Maschine M z#hlt eine unendliche Sprache L auf, wenn M niemals stoppt und eine
Liste wy, wa, ... genau der Worter aus L ausgibt. Dabei ignoriert M die Eingabe und die Worter
der ausgegebenen Liste sind eindeutig voneinander getrennt. Fiir die Reihenfolge der Worter in
der Liste muss gelten, dass jedes Wort aus L nach endlich vielen Schritten ausgegeben wird. Eine
unendliche Sprache L ist aufzéhlbar, falls eine Turing-Maschine existiert, die L aufzihlt.

(a)

(b)

Zeigen Sie, dass L genau dann entscheidbar ist, wenn L in kanonischer Reihenfolge! aufzihlbar
ist.

Zeigen Sie, dass L genau dann semi-entscheidbar ist, wenn L aufzidhlbar ist. Erkliaren Sie auch,
warum sich hier im Gegensatz zu Aufgabenteil (a) nicht fordern lisst, dass die Reihenfolge
der Aufzidhlung kanonisch ist.

Losung:

(a)

Sei L eine aufzéhlbare Sprache zusammen mit einer Turing-Maschine M, die L in kanonischer
Reihenfolge aufzihlt. Konstruiere eine Turing-Maschine M’, die fiir jedes w entscheidet, ob es
zu L gehort. Dazu simuliert M’ die Turing-Maschine M solange, bis das erste Wort w’ > w
aufgezihlt wird. Da M die Sprache L aufzihlt, geschieht dies nach endlicher Zeit. Gilt w’ = w,
so folgt w € L, andernfalls gilt w ¢ L. Die Turing-Maschine M’ entscheidet also L.

Sei umgekehrt L eine entscheidbare Sprache mit einer entscheidenden Turing-Maschine M.
Konstruiere eine Turing-Maschine M’ mit separatem Arbeits- und Ausgabeband, die die Spra-
che L in kanonischer Reihenfolge aufzihlt. Dazu schreibt M’ in kanonischer Reihenfolge alle
Worter in 3* auf das Arbeitsband. Fiir jedes Wort w wird dann M mit w als Eingabe simu-
liert. Da L entscheidbar ist, stoppt M in jedem Fall. Wird w von M akzeptiert, schreibe w
auf das Ausgabeband.

Sei L eine aufzdhlbare Sprache zusammen mit einer aufzéhlenden Turing-Maschine M. Kon-
struiere eine Turing-Maschine M’, die L semi-entscheidet. Sei w eine Eingabe fiir M’. Simuliere
die Turing-Maschine M solange, bis w ausgegeben wird, und akzeptiere dann. Falls w € L
ist wird M’ das Wort w nach endlicher Zeit akzeptieren. Damit ist L eine semi-entscheidbare
Sprache.

Sei umgekehrt L eine semi-entscheidbare Sprache mit einer semi-entscheidenden Turing-
Maschine M. Konstruiere eine Turing-Maschine M’, die die Sprache L aufzihlt. Dazu si-
muliert M’ die Turing-Maschine M ,,pseudoparallel fiir alle Worter wq, ws, . .. in kanonischer
Reihenfolge. Das funktioniert folgendermafien. In Schritt 1 simuliert M’ einen Schritt von
M auf der Eingabe w;. In Schritt 2 simuliert M’ einen (weiteren) Schritt von M auf den
Eingaben wi, ws. In Schritt 3 simuliert M’ einen (weiteren) Schritt von M auf den Eingaben
w1, wo, w3, und so weiter. Sobald M’ eine Eingabe w akzeptiert, schreibt M’ das Wort w auf
das Ausgabeband. Da L semi-entscheidbar ist, wird jedes Wort w € L irgendwann auf das

!Siehe Vorlesung 6, Folie 19. Die kanonische Reihenfolge sortiert Worter nach aufsteigender Lange und Worter
der gleichen Léange lexikographisch.



Ausgabeband geschrieben. Also zihlt M’ die Sprache L auf. Man bemerke, dass es hier wich-
tig ist, die Simulationen ,,pseudoparallel“ ablaufen zu lassen, damit eine nicht-terminierende
Simulation andere, terminierende Simulationen nicht aufhélt.

Betrachte zwei Worter w’ > w. Die Laufzeit von M fiir die Eingaben w’ und w kann sehr
unterschiedlich sein, weshalb es vorkommen kann, dass w’ vor w ausgegeben wird. Daher ist
die Reihenfolge der Ausgabe nicht unbedingt kanonisch.

Aufgabe 6 (2 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Sprache Ly,ite = {wva | T, schreibt bei Eingabe v das Symbol a auf das Band}
nicht entscheidbar ist. Benutzen Sie dafiir nicht den Satz von Rice!

Loésung:

Angenommen, es gibt eine Turing-Maschine Myyite, die Lyrite entscheidet. Wir konstruieren nun
eine Turing-Maschine M,,, die die universelle Sprache entscheidet. Da die universelle Sprache un-
entscheidbar ist, ergibt sich ein Widerspruch.

e Die Eingabe von M, sind eine Turing-Maschine M und ein Wort w. M, muss akzeptieren,
falls M die Eingabe w akzeptiert, und sonst ablehnen.

e Sei a ein neues Symbol, das nicht im Bandalphabet von M vorkommt. M, konstruiert nun
eine neue Turing-Maschine X, die M auf ihrer Eingabe simuliert. Falls M akzeptiert, schreibt
X das Symbol a auf das Band und akzeptiert. Sonst lehnt X ab.

e M, simuliert nun Myite mit der Eingabe (X) und w. Akzeptiere, falls My,ite akzeptiert.
Sonst lehne ab.

Mite entscheidet, ob X das Symbol a auf das Band schreibt. Nach Konstruktion von X ist das
genau dann der Fall, wenn w von M akzeptiert wird. Also entscheidet M, die universelle Sprache.

Aufgabe 7 (1 + 2 + 1 = 4 Punkte)

In der Ubung wurde das Aquivalenzproblem fiir Turing-Maschinen vorgestellt:

Lsq = {w#v € {0, 1, #}" | L(Tw) = L(Ty)}

In dieser Aufgabe sollen Sie zeigen, dass weder L;q noch L§, semi-entscheidbar ist. Gehen Sie dazu
wie folgt vor:

(a) Zeigen Sie, dass das Komplement der universellen Sprache LS nicht semi-entscheidbar ist.

(b) Zeigen Sie, dass Ljq nicht semi-entscheidbar ist. Nehmen Sie dazu an, es gébe eine Turing-
Maschine My, die Ly akzeptiert. Konstruieren Sie daraus eine Turing-Maschine M, die L,
akzeptiert.

(c) Zeigen Sie mit der gleichen Herangehensweise wie in Aufgabenteil (b), dass L§, nicht semi-
entscheidbar ist.



Loésung:

(a)

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass L,, nicht entscheidbar, aber semi-entscheidbar ist. Au-
Berdem wurde in der Ubung gezeigt, dass eine Sprache L genau dann entscheidbar ist, wenn
L und L€ semi-entscheidbar sind. Wére LS also entscheidbar, wire L,, entscheidbar, was zum
Widerspruch fiihrt.

Wir konstruieren eine Turing-Maschine M¢, die L{, akzeptiert, wie folgt:
e Die Eingabe von M sind eine Turing-Maschine M und ein Wort w. MS muss genau

dann akzeptieren, falls w nicht von M akzeptiert wird.

e Konstruiere eine Turing-Maschine M, die ihre Eingabe ignoriert und stattdessen M auf
w simuliert.

e Konstruiere eine Turing-Maschine Ms, die alle Eingaben ablehnt.

e Simuliere Mjq auf der Eingabe (M;)#(Ma). Falls My, akzeptiert, akzeptiere. Sonst lehne
ab.

Es gilt:

{0,1}*  falls w von M akzeptiert wird

0 sonst

L(My) = {

Auflerdem gilt L(Ms) = (). Es gilt also L(M;) = L(Ma) genau dann, wenn w von M nicht
akzeptiert wird. Genau in diesem Fall akzeptiert M, d.h. M akzeptiert L.

Die Konstruktion ist gleich zu Aufgabenteil (b), aufler dass My nun eine Turing-Maschine
ist, die alle Eingaben akzeptiert, und fiir die Simulation My, statt Mjq verwendet wird. Nun
gilt also L(M3) = {0, 1}* und somit gilt L(M;) # L(Ms) genau dann, wenn w von M nicht
akzeptiert wird. Genau in diesem Fall akzeptiert M, d.h. M akzeptiert L.
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