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Aufgabe 1 (2 + 2 = 4 Punkte)

(a)

(b)

Geben Sie einen Algorithmus an, der fiir einen gegebenen vollstindigen DEA A =
(@Q,%,0,s,F) in Zeit O(|Q||X]|) entscheidet, ob L(.A) = () gilt. Begriinden Sie die Laufzeit!

Geben Sie einen Algorithmus an, der fiir zwei gegebene vollstindige DEAs A; =
(Q1,%,01, 81, F1) und Ay = (Q2, %, 02, s2, F2) in Zeit O(|Q1]|Q2]|X]) entscheidet, ob L(A;) =
L(As2) gilt. Begriinden Sie die Laufzeit!

Loésung:

(a)

Fiithre im Zustandsiibergangsgraph von A eine Breiten- oder Tiefensuche von s aus. Es gilt
genau dann L(A) = (), wenn dabei kein Endzustand erreicht wird. Die Laufzeit einer Breiten-
/Tiefensuche ist O(|V| + |E|), wobei |V| = |Q| die Anzahl der Knoten ist und |E| < |Q||X|
die Anzahl der Kanten.

Es gilt:

L(A)) = L(A2) << L(A1) C L(Ag) A L(As) € L(Ay)
< LA)NLA2) =0 AN L(A)NL(A) =10

In der Ubung wurde gezeigt, wie Automaten fiir die Komplementsprache bzw. den Schnitt
zweier Sprachen konstruiert werden koénnen. Konstruiere also die Automaten fir L(A;) N

L(A2) und L(A2) N L(A;) und wende darauf jeweils den Algorithmus aus Aufgabenteil (a)
an.

Beim Komplementautomaten bleibt die Anzahl der Zusténde gleich. Fiir zwei Automaten mit
|Q1| und |Q2] vielen Zustdnden hat der Schnittautomat |Q1 x Q2| = |@1]|Q2]| viele Zusténde.
Damit ergibt sich die gewiinschte Laufzeit.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Gegeben sei ein endliches Alphabet Y. Das Shuffie- Produkt von zwei Wortern u, v € X* ist wie folgt
definiert:



Pyp— * — J—
u ) vi={ugviugvy . .. upvy | m € Ny, ug, ... Up,v1,. .., 00 € X5 U1 . Uy = U, 01 ... 0, =V}

Die beiden Wérter werden also auf (fast) beliebige Weise durchmischt, wobei nur gefordert wird,
dass die interne Reihenfolge von u bzw. v erhalten bleibt.

Beispiel: ab () cde = {abcde, acbde, acdbe, acdeb, cabde, cadbe, cadeb, cdabe, cdaeb, cdeab}
Dabei setzt sich z.B. cadeb wie folgt zusammen: u; = ¢, v1 = c, us = a, vo =de, ug = b, v3 = €.

Das Shuffle-Produkt zweier Sprachen L1, Ly ist dann definiert als:

Ly () Ly := U u v

uELl,UELQ

Zeigen Sie: Wenn L; und Ly regulér sind, dann ist auch L () Lo regular.

Hinweis: Erinnern Sie sich an den Kreuzproduktautomaten, der L1 N Lo erkennt. Passen Sie diesen
geeignet an.

Losung:
Fiir i € {1,2} sei A; = (Q4,X%,0;, 84, F;) ein DEA, der L; erkennt. Dann wird L; {§ Lo durch den
NEA .A, = (Ql X QQ,E,(S,, (81, SQ),Fl X FQ) mit

5/((6117(]2)7@) = {(51(6]1,(1),(]2), (Q1752(q27a))}

erkannt. Der NEA darf sich also fiir jedes Zeichen ,aussuchen“, ob es zu u oder v gehoért. In
dem entsprechenden Automatenteil wird dann ein Ubergang genommen, wihrend im anderen der
Zustand beibehalten wird.

Wir beweisen, dass A’ genau L; () Lo erkennt, indem wir induktiv zeigen, dass fiir jedes Wort
w e X* gilt: B
8 ((s1,82),w) = {(61(q1,u),d2(g2,v)) | u,v € ¥, w e u v}

e Induktionsanfang: ¢'((s1,52),€) = {(s1,52)} = {(61(q1,€),62(ga, €))}. Die einzige Wahl von
w und v, fir die € € u () v gilt, ist u =v =e.

¢ Induktionsvoraussetzung: Es gelte die zu beweisende Aussage fiir alle w € ¥* mit |w| < n.

e Induktionsschritt: Beweise die Aussage fiir jedes wx mit w € ¥*, z € ¥ und |w| = n.

Frswr) = U (o)
(¢1,45)€0"((s1,52),w)
= {8 ((61(q1,u), 02(q2,v)), @) | u,v € ¥ w € u § v}
{(61(d1(qr, ), x),d2(q2,v)), (61(q1, u), 62(d2(g2, v), @)) | u,v € ¥, w € u ) v}
{(01(q1, uz), 62(g2,v)), (01(q1, u), 02(q2, va)) [ u,v € ¥ w € u { v}
{(51(qr,u), 62(q2, ")) | v/, 0" € &% wr € v’ § o'}

Daraus folgt:

8 ((s1,82),w) € Fy x Fy & Ju,v € ¥ w e uvAdi(q,u) € Fi Ada(ge,v) € Fy
SJuveXrweuvAue Ly AveE Ly
@wELlQLQ



Aufgabe 3 (3 Punkte)

Konstruieren Sie zu folgendem Automaten den zugehérigen Aquivalenzklassenautomaten und zeich-
nen Sie den Ubergangsgraphen.

Losung:
Zeuge Aquivalenzklassen
9 {87p7Q7T7t} ? {’LL,’U}

0 {s,p,r}, {a,t}, {u,v}
1 {s,p,r}, {a,t}, {u,v}
00 {s,p,r}, {a, 8}, {w,v}
01 {s,p,7}, {q,t}, {u,v}
10 | {s;p}, {r}, {1}, {u,v}
11 | {s,p}, {r}, {at}, {u,v}

Alle Worter der Linge 3 trennen keine weiteren Aquivalenzklassen.

Aufgabe 4 (24 3+ 2+ 1 = 8 Punkte)

FEin Kommilitone von Thnen behauptet, dass er ein alternatives Verfahren zur Konstruktion von
Aquivalenzklassenautomaten gefunden hat. Statt nach moglicherweise langen Zeugen suchen zu
miissen, betrachtet er immer nur einzelne Zeichen. Zu einem deterministischen endlichen Automa-
ten A= (Q,%,0,s, F) geht er folgendermaflen vor. Im ersten Schritt partitioniert er die Zustands-
menge in zwei Mengen @\ F' und F'. In jedem weiteren Schritt wéhlt er zunéchst ein Zeichen a € X.
Jede Menge' [q] trennt er genau dann weiter auf, wenn fiir zwei Zustéinde g1, g2 € [g] nach dem vor-
herigen Schritt galt, dass [0(q1,a)] # [0(g2, a)]. Solch einen Schritt wiederholt er, bis sich bei keinem
Zeichen a € X weitere Trennungen ergeben. Mit den entstandenen Mengen und dem Verfahren aus
der Vorlesung konstruiert er dann den Aquivalenzklassenautomaten.

'Disjunkte Mengen {...,q,...} = [¢] kénnen durch einen Repriisentanten ¢ identifiziert werden.



(a) Fiihren Sie das Verfahren fiir den Automaten aus Aufgabe 3 durch, indem Sie die unten ste-
hende Tabelle ausfiillen. Finden Sie dieselben Mengen wie die Aquivalenzklassen aus Aufgabe
37

Loésung:

Schritt | Zeichen a | Partition nach Trennung durch a
1 {s,p,q,r 1}, {u,0}
{s,p,r} s {a:t}, {0}

{sp}s {r}, {ot}, {u0}

{sp}s {r}, {ot}, {u0}

{s;p}, {r}, {¢t}, {u,0}

=l Ol = |O

2
3
4
5

(b) Folgern Sie aus [q1] # [g2] induktiv die Existenz eines Zeugen w, der ¢; und g2 trennt.

Losung:
Induktionsanfang: Nach dem Anfangsschritt gibt es zwei Mengen @ \ F' und F'. Diese werden
durch den Zeugen ¢ getrennt.

Induktionsannahme: Nach dem i-ten Schritt folgt aus [¢1] # [¢2] die Existenz eines Zeugen w,
der ¢; und g9 trennt.

Induktionsschluss: Betrachte jetzt den Schritt i + 1 und zwei Zustéinde q1,¢2 € Q mit [¢1] #
[g2]. Galt schon im Schritt ¢ der Zusammenhang [q1] # [g2], existiert nach Induktionsannahme
ein Zeuge, der ¢; und g2 trennt. Ansonsten galt im Schritt ¢ dass [¢1] = [¢2]. Das bedeutet,
dass a die Zustdnde ¢g; und ¢o im Schritt ¢ + 1 getrennt hat. Das ist der Fall genau dann,
wenn im Schritt ¢ galt, dass [0(q1,a)] # [0(g2,a)]. Nach Induktionsannahme existiert dann
ein Zeuge w, der §(q1,a) von §(g2, a) trennt. Dann ist aw ein Zeuge, der im Schritt 7 + 1 die
Zustande ¢; und g9 trennt.

(c) Zeigen Sie, dass am Ende des Verfahrens [¢1] = [g2] impliziert, dass kein Zeuge existiert, der ¢;
und g9 trennt.

Losung:

Sei am Ende des Verfahrens q1,q2 € @ mit [q1] = [g2]. Wihle ein beliebiges Wort w =
ajag - --ap mit a; € ¥ fiir 1 < i < k. Es gilt [0(q1,a1)] = [0(g2,a1)], denn sonst wiirden die
Mengen [q1] und [go] durch a; weiter aufgetrennt werden. Genauso gilt [6(6(q1),a1),a2)] =
[0(6(g2,a1),az)], denn sonst wiirden die Mengen [§(q1,a1)] und [6(g2, a1)] durch as weiter auf-
getrennt werden. Es folgt [0(...,ax)] = [0(...,ax)]. Da schon im ersten Schritt akzeptierende
von nicht akzeptierenden Zustinden getrennt wurden, kann w also ¢; und g2 nicht trennen.
Da w beliebig gewihlt ist, kann also kein Zeuge existieren, der ¢; und g2 trennt.

(d) Ist das Verfahren IThres Kommilitonen korrekt?

Loésung:

Ja, denn aus (b) folgt, dass nicht-dquivalente Zustédnde in unterschiedlichen Mengen liegen,
und aus (c) folgt, dass Zusténde, die in derselben Menge liegen, dquivalent sind. Das Verfahren
berechnet also genau die (eindeutigen) Aquivalenzklassen und ist ansonsten identisch zu dem
Verfahren aus der Vorlesung.

Aufgabe 5 (24 2+ 2 + 2 = 8 Punkte)

Ist die Aussage des Pumping-Lemmas fiir folgende Sprachen erfiillt? Welche Sprachen sind regulér?
Begriinden Sie!



(a)
(b)
()
(d)

5= {a}, Lo = {29/} | j e N}
¥ ={a,b,c}, Ly = {albFc | j,k, L €Ny, j < k < £}
¥ ={0,1}, Lc = {y0z | y, 2 € X%, |y| = |2[}

Y ={0,1}, Ly={aza|a € X,z € ¥*}

Losung:

(a)

(b)

Es gilt L, = {a’' | j € {1,2,3,5,10}}. Also ist L, ist endlich und somit regulir. Die Aussage
des Pumping-Lemmas ist fiir alle Worter der Lange n > 10! erfiillt, da die zugrunde liegende
Menge leer ist.

Wir zeigen, dass die Aussage des Pumping-Lemmas nicht erfiillt ist und somit L nicht regulér
sein kann.

Beweis: Sei n € N beliebig, aber fest. Wir wihlen w = a”b"*1c"2. Sei w = wvz eine beliebige
Zerlegung mit |uv| < n, v # e. Dann gilt v = a’ fiir 1 <4 < n. Das Wort uv?z = a"tipnticnt?
liegt nicht in Ly, da n+ 17 > n + 1. Somit gibt es fiir jedes n € N ein Wort w in Ly, fiir das
keine Zerlegung entsprechend dem Pumping-Lemma existiert.

Wir zeigen, dass die Aussage des Pumping-Lemmas nicht erfiillt ist und somit L. nicht regulér
sein kann.

Beweis: Sei n € N beliebig, aber fest. Wir wéhlen w = 1"01". Sei w = wwvx eine beliebige
Zerlegung mit |uv| < n, v # e. Dann gilt v = 1° fiir 1 < i < n. Das Wort uv?z = 1"01"
liegt nicht in L., denn die einzig mogliche Wahl von y und z ist y = 1”71 und z = 1. Dann
gilt aber |y| # |z|. Somit gibt es fiir jedes n € N ein Wort w in L., fiir das keine Zerlegung
entsprechend dem Pumping-Lemma existiert.

Wir zeigen, dass die Aussage des Pumping-Lemmas fiir n = 2 erfiillt ist. Alle Worter w € Ly
mit |w| > 2 haben die Form w = abza mit a,b € ¥, z € ¥*. Wihle als Zerlegung u = a, v =10
und x = za. Offensichtlich gilt |uv| < 2 und v # ¢. Fiir alle i € Ny gilt: uv'z = ab’za € Ly,
da bz € ©*.

Die Sprache L ist regulér, da sie von folgendem NEA erkannt wird:

Aufgabe 6 (3 + 2 = 5 Punkte)



Gegeben seien die folgenden Sprachen iiber dem Alphabet ¥ = {a,b}:

o I1 ={we X | |wl=|w}

o [y ={weX*||wla mod3=|wlp mod 3}

Dabei bezeichnet |w|, die Anzahl der Vorkommen des Zeichens z in w. In dieser Aufgabe sollen Sie
die gegebenen Sprachen mithilfe der Nerode-Relation untersuchen.

(a) Geben Sie fiir L1 und Ly jeweils die Aquivalenzklassen der Nerode-Relation (in Mengen-
schreibweise) an. Geben Sie aulerdem fiir jede Aquivalenzklasse K die Menge Sk der giiltigen
Suffixe an, also die Menge der z € ¥*, sodass fiir jedes v € K gilt: uz € Ly bzw. uz € Lo.

(b) Ist Ly bzw. Ly reguldr? Wenn ja, geben Sie einen DEA mit der minimalen Anzahl von Zu-
stdnden an.

Loésung;:

(a) Ly hat unendlich viele Aquivalenzklassen: Fiir jedes i € Ny bildet [a'] = {w € * | |w|a—|wl|p, =
i} sowie [b'] = {w € ¥* | |w|p — |w|a = i} eine eigene Aquivalenzklasse. Dabei gilt Slai] = [b]
und Spyiy = [a%].

Bei Lo fallen fiir alle i € Ny die Klassen [a‘] und [b37!] zusammen. Auflerdem fallen fiir
alle 5 € Ng mit (i — j) mod 3 = 0 die Klassen [a’] und [a/] zusammen. Es bleiben drei
Aquivalenzklassen iibrig:

o [c] =Ly ={we ¥ | (lwa—|wp) mod3=0}

o [a] ={we ¥ | (Jwa — |w|p) mod 3 =1}

e [aa] = {w € ¥*| (|lw]a — |w]p) mod 3 =2}

Dabei gilt S = [¢], Sja) = [aa] und Sjya) = [a].

(b) Ly ist nicht regulir, da es unendliche viele Aquivalenzklassen gibt. Lo hat 3 Aquivalenzklassen
und ist somit reguldr. Der Minimalautomat sieht wie folgt aus:




	 2 + 2 = 4
	 4
	 3
	 2 + 3 + 2 + 1 = 8
	 2 + 2 + 2 + 2 = 8
	 3 + 2 = 5

