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Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen [T

Satz (Pumping-Lemma fiir regulére Sprachen):

Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € IN, sodass

fOr jedes Wort w € L mit |w| > n eine Darstellung
w=uvxmit|uv|<n,v#e

existiert, bei der auch uv/x € List fir alle i € Ng.

Satz (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen):

Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann existiert eine Zahl n € IN, so-

dass fiir jedes Wort z € L mit |z| > n eine Darstellung

z = uvwxy mit [vwx| < n, vx #e¢

existiert, bei der auch uv/wx'y e List fir alle i € Ny.
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Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen AT

Satz (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen):
Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann existiert eine Zahl n € IN, so-
dass flr jedes Wort z € L mit |z| > n eine Darstellung

z = uvwxy mit [vwx| < n, vx #¢

existiert, bei der auch uv/wx'y € List fir alle i € Ny.

Fir alle VL C ¥£* mit L kontextfrei
existiert dneN
far alle VzelLmit|z| >n
existiert du,v,w, x,y € Z* mit z = uvwxy, [vwx| < n,vx # ¢
far alle Vi € Np:
gilt w'wx'y e L
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Ogden’s Lemma fiir kontextfreie Sprachen AT

Satz (Ogden’s Lemma fiir kontextfreie Sprachen):
Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann existiert eine Zahl n € IN, so-
dass fiir jedes Wort z € L mit |z| > n gilt:

Wenn wir in z mindestens n Buchstaben markieren, so existiert eine
Darstellung
Z = UvVwxy,
in der von den mindestens n markierten Buchstaben
m héchstens n zu vwx gehdéren und
m mindestens einer zu vx gehort,
bei der auch uv/wx'y € L ist fiir alle i € Ny,.
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Beweis von Ogden’s Lemma AT
a Sei L kontextfreie Sprache.

® Sei G Grammatik zu L mit Variablen V in Chomsky-Normalform, d.h.
alle Regeln sind von der Form A — BC oder A — a.

a Setze n:=2lVI+1,
Wabhle beliebiges Wort z € L mit |z| > n.
m Betrachte einen Syntaxbaum T zu z.
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Beweis von Ogden’s Lemma AT

m T hat |z| Blatter, die Vorganger der Blatter haben 1 Nachfolgek und
alle weiteren inneren Knoten haben 2 Nachfolger.

a Seien nun mindestens n Blatter markiert.

a Durchlaufe einen Weg von der Wurzel zu einem Blatt wie folgt:
Wabhle stets den Nachfolger, auf dessen Seite die gréBere Anzahl
markierter Blatter liegt.

a Nenne Knoten auf dem Weg, fiur die rechter und linker Unterbaum
markierte Blatter hat, Verzweigungsknoten.
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Beweis von Ogden’s Lemma ﬂ("'

institut f Technologie.

m Wegen n > 2|Vl liegen auf dem Weg mindestens |V/| + 1
Verzweigungsknoten.

m Von den letzten |V| + 1 Verzweigungsknoten entsprechen mindestens
zwei Knoten vy, v» derselben Variablen A.

m Sei vwx das Teilwort von z im Unterbaum von v;.
Sei w das Teilwort von z im Unterbaum von v».
m Damit sind u und y eindeutig bestimmt.
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Beweis von Ogden’s Lemma ﬂ("'

m Da vy Verzweigungsknoten ist, enthalt vx mindestens einen
markierten Buchstaben.

a Da der Unterbaum von vy inkl. v4 nur | V| 4+ 1 Verzweigungsknoten
enthalt, gibt es in vwx hochstens 2/VI+1 = n markierte Buchstaben.
m Zu G existieren die Ableitungen

S5 uAy, A S VAX, AL w.
Daraus kann z abgeleitet werden durch
S5 uAy 5 uvAxy S uvwxy = z,
aber auch uv/wx'y fiir jedes i > 1 durch
S5 uAy 5 uvAxy 5 uvlAxPy S oo = uvAxly — uv'wx'y.
Also ist auch uviwx'y € L fiir i > 0.
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Bemerkung A“(IT

ma Der Spezialfall von Ogden’s Lemma, in dem alle Buchstaben von z
markiert sind, ist gerade das Pumping-Lemma fiir kontextfreie
Sprachen.

Satz (Ogden’s Lemma fiir kontextfreie Sprachen):
Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann existiert eine Zahl n € IN, so-
dass fiir jedes Wort z € L mit |z| > n gilt:

Wenn wir in z mindestens n Buchstaben markieren, so existiert eine
Darstellung
Z = Uvwxy,
in der von den mindestens n markierten Buchstaben
m héchstens n zu vwx gehéren und
m mindestens einer zu vx gehort,
bei der auch uv/wx’y € List fir alle i € INy,.
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Ubersicht

Chomsky-Hierarchie

Wortproblem
letzte Vorlesung

Beispiele
heute

Chomsky-0

Chomsky-1
kontextsensitiv

Chomsky-2
kontextfrei

Chomsky-3
regular
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Echtheit der Chomsky-Hierarchie ﬂ("‘

Satz:
Die Chomsky-Hierarchie ist echt, d.h.

£3C£2C£1C£0,

wobei £;, 0 < i < 3, die Klasse der durch Typ-i-Grammatiken erzeug-
ten Sprachen bezeichnet.

Beweis
Teil 1: Es gibt eine kontextfreie Sprache L, ~Le Lo
die nicht regulér ist. ~ L& L3
Teil 2: Es gibt eine kontextsensitive Sprache L, ~ Le Ly
die nicht kontextfrei ist. ~ L& Lo

Teil 3: Es gibt eine semi-entscheidbare Sprache L, ~» L € Lg
die nicht kontextsensitiv ist. ~ L& Ly
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Beweis — Teil 1

Es gibt eine kontextfreie Sprache, die nicht regulér ist.

Die Sprache .
L={ab'|i>1}
ist kontextfrei und wird durch die Grammatik

v = {S}
z {a, b}
R = {S— ab|aSb}.

erzeugt. Sie ist aber nicht regular.
(Siehe auch Beispiele zum Pumping-Lemma fiir regulare Sprachen.)
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Beweis — Teil 2

Es gibt eine kontextsensitive Sprache, die nicht kontextfrei ist.

Die Sprache o
L={ab'c'|i>1}

ist kontextsensitiv.

Beweis

m L kontextsensitiv < es gibt NTM mit linearem Speicherbedarf fir L
m Eingabe w € {a, b, c}*

w Uberpriife deterministisch, ob w = a’b/ck

m Uberpriife deterministisch, ob j = i und k = i

® Speicherbedarf: i + j + k, also linear

m = L kontextsensitiv
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Beweis — Teil 2

Es gibt eine kontextsensitive Sprache, die nicht kontextfrei ist.

Die Sprache o
L={db'c"|i>1}
ist nicht kontextfrei.

Satz (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen):
Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so-
dass fir jedes Wort z € L mit |z| > n eine Darstellung

z = uvwxy mit [vwx| < n, vx #¢

existiert, bei der auch uv/wx'y € List fiir alle i € Ny.

Durch Widerlegen der Aussage des Pumping-Lemmas fir eine
gegebene Sprache L zeigen wir, dass L nicht kontextfrei ist.
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Beweis — Teil 2

Aussage des kontextfreien PL fiir Sprache L:
dn Vzel |zl >n Suvwxy =z |vwx| < nvx #e
Vie Ng: uwv'wx'yel

Widerlegen der Aussage
Vn 3zel|z|>n VYuwwxy =z |wwx| < nvx #e 3Jie€ Np:
w'wx'y & L

Die Sprache L = {a'b'c’ | i > 1} ist nicht kontextfrei.

Beweis
“v”  Betrachte beliebiges n € IN.
“3”  Wahle z = a"b"c". Beachte: |z| =3n > nund z € L.
“v”  Betrachte beliebige Zerlegung z = uvwxy, |vwx| < n, vx # e.
“4”  Wahle i = 0.
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Beweis — Teil 2 AT

Widerlegen der Aussage
Vn dz el zl >n VYuwwxy = z,|vwx| < n,vx #¢ Ji € Np:
uw'wx'y & L

Die Sprache L = {a'b'c’ | i > 1} ist nicht kontextfrei.

Beweis
“v”  Betrachte beliebiges n € IN.
“3”  Wahle z = a"b"c". Beachte: |z| =3n > nund z € L.
“v”  Betrachte beliebige Zerlegung z = uvwxy, |vwx| < n, vx # e.
“3*  Wahle i = 0.
Fallunterscheidung, Fall 1: vwx enthalt kein c.
Dann ist uv®wx®y = a’bSc” ¢ L, weil entweder r < noder s < n.

Fallunterscheidung, Fall 2: vwx enthalt kein a.
Dann ist uvOwx% = a"b"cS ¢ L, weil entweder r < noder s < n.
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Beweis — Teil 2 AT

Die Sprache L = {a'b'c’ | i > 1} ist nicht kontextfrei.
Alternativer Beweis mit Ogden’s Lemma

Satz (Ogden’s Lemma fiir kontextfreie Sprachen):
Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann existiert eine Zahl n € IN, so-
dass fiir jedes Wort z € L mit |z| > n gilt:

Wenn wir in z mindestens n Buchstaben markieren, so existiert eine
Darstellung
Z = Uvwxy,
in der von den mindestens n markierten Buchstaben
m héchstens n zu vwx gehéren und
® mindestens einer zu vx gehort,
bei der auch uv/wx’y € L ist fiir alle i € Ny,.
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Beweis — Teil 2 AT

Die Sprache L = {a'b/c’ | i > 1} ist nicht kontextfrei.
Alternativer Beweis mit Ogden’s Lemma

Aussage von Ogden’s Lemma fiir Sprache L:

dn Vz e L |z| > n, mind. n Markierungen

Juvwxy = z, vwx mit hochst. n Markierungen, vx mit mind. 1 Markie-
rung VieNg: w'wx'yel

Widerlegen der Aussage

Vn 3Jz e L, |z| > n, mind. n Markierungen

Yuvwxy = z, vwx hochst. n Markierungen, vx mind. 1 Markierung
JieNg: uw'wx'y &L
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Beweis — Teil 2

Die Sprache L = {a'b/c’ | i > 1} ist nicht kontextfrei.

Alternativer Beweis mit Ogden’s Lemma

Widerlegen der Aussage

Vn

dz e L,

z| > n, mind. n Markierungen

Vuvwxy = z, vwx hochst. n Markierungen, vx mind. 1 Markierung
Jdi€e Ng: w'wx'y¢L

uv”
1] 3 ”

nvn

nan

09.01.2020

Betrachte beliebiges n € IN.
Wahle z = &' b™ 1 ¢! und markiere alle b.
(Beachte: |z| > n, z € L, mind. n Markierungen.)
Betrachte beliebige Zerlegung z = uvwxy, sodass
vwx hdchst. n Markierungen, vx mind. 1 Markierung hat.
Wahle i = 0.
Da vwx kein a oder kein ¢ hat, gilt uv®wx%y ¢ L.
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Echtheit der Chomsky-Hierarchie ﬂ("‘

Satz:
Die Chomsky-Hierarchie ist echt, d.h.

£3C£2C£1C£0,

wobei £;, 0 < i < 3, die Klasse der durch Typ-i-Grammatiken erzeug-
ten Sprachen bezeichnet.

Beweis
Teil 1: Es gibt eine kontextfreie Sprache L, ~Le Lo
die nicht regulér ist. ~ L& L3
Teil 2: Es gibt eine kontextsensitive Sprache L, ~ Le Ly
die nicht kontextfrei ist. ~ L& Lo

Teil 3: Es gibt eine semi-entscheidbare Sprache L, ~» L € Lg
die nicht kontextsensitiv ist. ~ L& Ly
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Beweis — Teil 3

Es gibt eine semi-entscheidbare Sprache, die nicht kontextsensitiv
ist.

Es sei L, die universelle Sprache.

Wiederholung
Die universelle Sprache L, Uber {0, 1} ist definiert durch

Ly:={wv|vel(Ty)}.

L, ist also die Menge aller Wérter wy, fur die die DTM T, bei der
Eingabe v halt und v akzeptiert.
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Beweis — Teil 3 AT

Es gibt eine semi-entscheidbare Sprache, die nicht kontextsensitiv
ist.

Es sei L, die universelle Sprache.

Kapitel 3: L, ist semi-entscheidbar (aber nicht entscheidbar).
Wegen der Semi-Entscheidbarkeit gilt L, € Lg.
Da alle Sprachen in £ entscheidbar sind, gilt L, ¢ L.

Sei L eine Sprache in Ly. (Zum Beispiel L = L)
Dann gibt es eine NTM, die L mit linearem Speicher akzeptiert.
Diese kann durch eine DTM simuliert werden.

Mit beschranktem Speicher kdnnen nur endlich viele verschiedene
Konfigurationen auftreten.

Dann kdénnen Endlosschleifen erkannt werden.
— Sprache L kann sogar entschieden werden.
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Ubersicht

Wortproblem

Chomsky-Hierarchie
letzte Vorlesung

Beispiele
heute

Chomsky-0 semi-entscheidbar
NTM akzeptiert

Chomsky-1 N P-schwer
kontextsensitiv NTAPE(n)
Chomsky-2 polynomiell
kontextfrei CYK-Algorithmus
Chomsky-3 linear
regular DEA
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L={abc|i>1}
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L={d|i>1}
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Eigenschaften kontextfreier Sprachen

Satz:
FUr eine kontextfreie Grammatik G kann in polynomieller Zeit entschie-
den werden, ob L(G) = @ ist.

Bemerkung: Fiir Chomsky-0-Grammatiken ist das nicht entscheidbar.

Satz:
Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen bzgl. Verei-
nigung, Konkatenation und Kleene’schem Abschluss.

Testen Sie sich: Fiir welche Sprachen gilt das auch?

Semi-entscheidbare Sprachen? Entscheidbare Sprachen?
Kontextsensitive Sprachen? Regulare Sprachen?
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Nutzlose Variablen ﬂ(".

Sei G eine kontextfreie Grammatik. Eine Variable A hei3t nutzlos, falls
es keine Ableitung S = w mit w € X* gibt, in der A vorkommt.

Satz:
Far eine kontextfreie Grammatik kann die Menge der nutzlosen Varia-
blen (in polynomialer Zeit) berechnet werden.

Beweis:
a Wir benutzen ein zweistufiges Verfahren.
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Schritt 1 AT

Bestimme alle Variablen, die ein Wort erzeugen kénnen.
Formal: Berechne V/ = {Ac V |3Iw e Z*: A5 w}.

m Initialisiere eine leere Queue Q.
m Flgealle Ac VmitA— wilreinw e X*in Qund V’ ein.

m Entferne der Reihe nach jedes Element A aus Q.

m Ersetze jede Regel
B — aABmite, p e (VUL)*
durch die Regeln
B — awp, wobei w € 2* und A — w Regel.

m Wenn dabei eine Regel der Form
B—w,w ex*
entsteht und B ¢ V/, fige Bin Q und V/ ein.

m Das Verfahren endet, wenn Q leer ist.
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Schritt 1

Bemerkung 1
m Falls S ¢ V/, breche das Verfahren ab (kein Schritt 2).
m G erzeugt dann die leere Sprache und alle Variablen sind nutzlos.

Bemerkung 2

m Fir jede Variable A mit A = w fiir ein w € =* gilt:

m Per Induktion Gber die Lange der kiirzesten Ableitungsregel der Form
A S w kann fir A gezeigt werden, dass A € V',
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Beispiel: Schritt 1

Grammatik G = (%, V, S, R) mit Produktionen R gegeben durch

1

moOwm>™n
L4114
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Aa|B|Cab
bc|A
Bd|Cd
aBc

Ab

SD
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Beispiel: Schritt 1 ﬂ(“.

Flge alle A€ V mit A— w flr ein w € £* in Qund V' ein.

S — AalB|Cab S — Aa|B|Cab
A — bclA A — bclA

B — Bd|Cd B — Bd|Cd

C — aBc C — aBc

D — Ab D — Ab

E — SD E — SD

Vi = @ Vi = [A}

Q = © Q = {A}
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Beispiel: Schritt 1 ﬂ(“.

Entferne der Reihe nach jedes Element A aus Q.

m Ersetze jede Regel B — A mita, f € (VUXL)*
durch die Regeln B — awp, wobei w € X* und A — w Regel.

® Wenn dabei eine Regel der Form B — w/, w/ € £* entsteht und
B ¢ V', fige Bin Qund V' ein.

S — AalB|Cab S — bcalB|Cab
A — bclA A — bclA

B — Bd|Cd B — Bd|Cd

C — aBc C — aBc

D — Ab D — bcb

E — 8D E — 8D

Vi = {A} Vi = {AS D}
Q = {A} Q = {S D}
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Beispiel: Schritt 1 ﬂ(“.

Entferne der Reihe nach jedes Element A aus Q.
m Ersetze jede Regel B — aABmita, p € (VUL)*
durch die Regeln B — awp, wobei w € X* und A — w Regel.

® Wenn dabei eine Regel der Form B — w/, w/ € £* entsteht und
B ¢ V', fige Bin Qund V' ein.

S — bca|B|Cab S — bca|lB|Cab
A — bclA A — bclA

B — Bd|Cd B — Bd|Cd

C — aBc C — aBc

D — bcb D — bcb

E — 8D E — bcaD
V' = {AS D} Vi = {AS D}
Q = {SD} Q = {D}
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Beispiel: Schritt 1 ﬂ(“.

Entferne der Reihe nach jedes Element A aus Q.

m Ersetze jede Regel B — A mita, f € (VUXL)*
durch die Regeln B — awp, wobei w € X* und A — w Regel.

® Wenn dabei eine Regel der Form B — w/, w/ € £* entsteht und
B ¢ V', fige Bin Qund V' ein.

S — bca|B|Cab S — bca|B|Cab
A — bclA A — bclA

B — Bd|Cd B — Bd|Cd

C — aBc C — aBc

D — bcb D — bcb

E — bcaD E — bcabcb
V' = {AS D} V' = {ASDE}
Q = {D} Q = {E}
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Beispiel: Schritt 1 ﬂ(“.

Entferne der Reihe nach jedes Element A aus Q.

m Ersetze jede Regel B — A mita, f € (VUXL)*
durch die Regeln B — awp, wobei w € X* und A — w Regel.

® Wenn dabei eine Regel der Form B — w/, w/ € £* entsteht und
B ¢ V', fige Bin Qund V' ein.

S — bca|B|Cab S — bca|B|Cab
A — bclA A — bclA

B — Bd|Cd B — Bd|Cd

C — aBc C — aBc

D — bcb D — bcb

E — bcabcb E — bcabcb
V' = {ASDE} V' = {AS DE}
Q = {E} Q = {}
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Schritt 2 AT

Bestimme alle Variablen in V’, die vom Startsymbol aus ,,erreicht*
werden konnen.
Formal: Berechne {A€ V' | S= Aoder 3a, f € (V' UZ)*: S 5 aAB}.

m Starte mit V' = {S}.

m Flge zu allen Regeln A — aBp mita, p € (VUE)*, Ac V', Be V'
die Variable Bin V" ein.

m Wiederhole den letzen Schritt, bis sich V"' nicht mehr &ndert.

Per Induktion Uber die Lange der kirzesten Ableitungsregel der Form
S — aAB, a, B € (V' UZL)* kann dann wieder die Korrektheit bewiesen
werden.

Fazit: Nach Ende von Schritt 2 ist V" die Menge aller nitzlichen
Variablen.
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Beispiel: Schritt 2 AT

Starte mit V' = {S}

S — AalB|Cab S — AalB|Cab

A — bclA A — bclA

B — Bd|Cd B — Bd|Cd

C — aBc C — aBc

D — Ab D — Ab

E — SD E — SD

V' = {ASDE} V' = {ASDE}
V// — {} V/I — {S}
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Beispiel: Schritt 2

Fiige zu allen Regeln A — aB mita, g € (V UX)*, Ac V', Be V'
die Variable Bin V" ein.

moO >

Vl
V//
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Aa|B|Cab
bc|A
Bd|Cd
aBc

Ab

SD

{A.8,D,E}
{S}
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Aa|B|Cab
bc|A
Bd|Cd
aBc

Ab

SD

{A S,D,E}
{S. A}
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Beispiel: Schritt 2 AT

Wiederhole den letzen Schritt, bis sich V" nicht mehr dndert.

S — AalB|Cab S — AalB|Cab

A — bclA A — bclA

B — Bd|Cd B — Bd|Cd

C — aBc C — aBc

D — Ab D — Ab

E — SD E — SD

V' = {ASDE} V' = {ASDE}
V' = {S A} V' = {S A}
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Leere kontextfreie Sprachen ﬂ("'

Korollar
Fir eine kontextfreie Grammatik G kann (in polynomialer Zeit) ent-
schieden werden, ob L(G) = @ ist.

Beweis:
m L(G) = @ genau dann, wenn S nutzlos.
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Endliche kontextfreie Sprachen

Satz:
Fir eine kontextfreie Grammatik G = (X, V, S, R) kann (in polynomia-
ler Zeit) entschieden werden, ob L(G) endlich ist.

Beweis:

m Entferne alle nutzlosen Variablen.
w Uberfiihre G in eine aquivalente Grammatik in Chomsky-Normalform.

m Betrachte den gerichteten Graphen (V, E) mit
a Knotenmenge V ist gleich der Variablenmenge von G,
m Kantenmenge £ = {(A B) |3Ce V:A— BCec RVA— CB¢< R}.
m Mit Tiefensuche kann entschieden werden, ob dieser Graph einen
gerichteten Kreis enthalt.
® Man kann sich leicht Uiberlegen, dass L(G) genau dann endlich ist,

wenn der entsprechende Graph keinen gerichteten Kreis enthalt.
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Beispielgraph ﬂ(".

institut f Technologie.

AB
BC
BC

OW>W>n
AN
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