2. Klausur zur Vorlesung

Theoretische Grundlagen der Informatik
Wintersemester 2019/2020

Losung!

Beachten Sie:

e Bringen Sie den Aufkleber mit Threm Namen und IThrer Matrikelnummer auf diesem Deckblatt an
und beschriften Sie jedes Aufgabenblatt mit Threm Namen und Matrikelnummer.

e Schreiben Sie die Losungen auf die Aufgabenblitter und Riickseiten. Am Ende der Klausur sind
zusétzliche Leerseiten. Fordern Sie zusétzliches Papier bitte nur an, falls Sie den gesamten Platz
aufgebraucht haben.

e Es sind keine Hilfsmittel zugelassen.

Mogliche Punkte Erreichte Punkte

a b C d e f by a b C d e f b

Aufg. 1 3 4 1 - - - 8 - - -
Aufg. 2 1 2 2 3 - - 8 - -
Aufg. 3 3 4 - - - - 7 - - - -

Aufg. 4 || 1| 3| 1| 2| 1| 21|10

Aufg. 5 8 8

Aufg. 6 2 1 3 1 2 3 12

Aufg. 7 1 1 2 2 1 - 7 -
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Problem 1: Regulidre Sprachen 3+ 44+ 1= 8 Punkte

Ein Roboter X bewegt sich auf einem unendlichen zweidimensionalen Gitter. Seine Startposition ist das
Feld (0,0). In jedem Schritt kann sich der Roboter ein Feld nach oben, unten, links oder rechts bewegen.

Wir kodieren eine Folge von Ziigen als Wort iiber dem Alphabet ¥ = {0,U,L,R}. Zum Beispiel kodiert das
Wort OLRRRULQO die Zugfolge oben-links-rechts-rechts-rechts-unten-links-oben-oben, die in der Abbildung
dargestellt ist. Nach dieser Zugfolge befindet sich der Roboter auf dem Feld (1, 2).

Wir nennen das Quadrat von 5x5 Feldern um den Startpunkt (0,0) herum das Zuhause des Roboters.
Formal ist das die Menge von Feldern Z = {(4,j) | i,j € {—2,—1,0,1,2}}.

Zeigen Sie:

(a) Die Sprache L1 = {w € ¥* | X verlisst wihrend Zugfolge w nie Z} ist reguliir. Geben Sie dazu
einen endlichen Automaten an, der L akzeptiert.

(b) Die Sprache Ly = {w € ¥* | X befindet sich am Ende von w in Z} ist nicht reguldr. Verwenden
Sie dazu das Pumping-Lemma.

(¢) Die Sprache L = {w € ¥* | X befindet sich am Ende von w nicht in Z} ist nicht regulir.
Hinweis: Sie miissen hierzu nicht das Pumping-Lemma verwenden!

Loésung:
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(a) Der endliche Automat A = (ZU{f},%,6,(0,0),Z) mit

5((6,7),0) = {Eﬂ e (.)€ 7
5((6.4),0) = {;J B ()€ 7

6((i,j),L):{(i_1’j) P>z (i,j) € Z

f sonst

(i+1,5) i<2
f sonst

(i,j) € Z

akzeptiert genau L;. Die akzeptierenden Zustinde von A entsprechen genau den Feldern von Z.
Zusitzlich gibt es einen Fehlerzustand f. Die Uberfithrungsfunktion simuliert genau die Bewegung
des Roboters, sodass der aktuelle Zustand immer dem Feld entspricht, auf dem sich der Roboter
gerade befindet. Am Rand von Z sind die Zustdnde mit f verbunden, sodass ein Schritt aus Z
heraus dazu fiihrt, dass die Zugfolge abgelehnt wird.

(b) Zeige: Lo erfiillt nicht die Aussage des Pumping-Lemmas. Betrachte fiir jedes n € N das Wort
w = U"0". Offensichtlich gilt |w| > n und w € Lo. Fiir jede Zerlegung w = wvx mit |uv| < n und
v#egiltv="0 mitl<j<n Firi=4 gilt w'z = U"+30". Nach dieser Zugfolge steht der
Roboter auf dem Feld (0, —3j) ¢ Z. Also gilt uv*z ¢ Lo.

(c) Es gilt Ly = L§. Angenommen, L3 sei reguldr. Da reguldre Sprachen unter Komplementbildung
abgeschlossen sind, wire dann auch Lo regulir, ein Widerspruch zu Aufgabenteil (b).
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Problem 2: Endliche Automaten mit Gedachtnis 1+ 2+ 2+ 3 =8 Punkte

Gegeben sei folgender deterministischer endlicher Automat A:

(a) Geben Sie einen regulidren Ausdruck fiir die Sprache L(.A) an, die von A erkannt wird.

(b) Zeigen Sie, dass A minimal ist.

Ein deterministischer endlicher Automat mit Geddchtnis (DEAG) ist ein deterministischer endlicher
Automat mit einer Uberfithrungsfunktion d: Q x @ x ¥ — @, die als Eingabe nicht nur den aktuellen
Zustand bekommt, sondern auch den Zustand, der im vorigen Schritt besucht wurde.

Beispiel:

Wenn im Zustand ¢z eine 0 gelesen wird, hingt es vom vorigen Zustand ab, welcher Ubergang genommen
wird: Wenn g3 iiber g; erreicht wurde, wird der Ubergang nach g4 genommen. Wenn g3 dagegen iiber ¢,
erreicht wurde, wird der Ubergang nach ¢s genommen.

Achtung: Wenn gerade das erste Zeichen der Eingabe gelesen wird, befindet sich der Automat im Start-
zustand s und es gab noch keinen vorigen Schritt. In diesem Fall legen wir fest, dass der Automat im
,vorigen Schritt“ ebenfalls im Startzustand war.

(c) Geben Sie einen DEAG mit 2 Zusténden (ohne Fehlerzustand) an, der L(.A) erkennt.

(d) Beschreiben Sie, wie fiir jeden DEAG ein dquivalenter DEA (ohne Gedéchtnis) konstruiert werden
kann. Begriinden Sie, warum Ihre Konstruktion korrekt ist!

Loésung:

(a) (1100)*(1U 11)
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(b) Wende die Aquivalenzklassenkonstruktion an:

Zeuge Aquivalenzklassen
€ {q00, 10,45} , {qo1,q11}
0 {g00, q10,ar} , {go1,q11}
1 {a0o} , {a10,ar}, {go1}, {aqui}
00 {g00} , {q0,ar}, {01}, {au}
01 {a00} . {ao}, {ar}, {qo1}, {aqui}

Jeder Zustand wird in seine eigene Aquivalenzklasse eingeteilt, also war der Automat bereits mini-
mal.

(¢) Betrachte folgenden DEAG:

g0

(d) SeiA=(Q,%,J,s,F) ein beliebiger DEAG. Dann akzeptiert folgender DEA ohne Gediichtnis diesel-
be Sprache: 4’ = (@ xQ, %, ¢, (s,8), @ x F) mit §((y, z),a) = (z,(y, z,a)). Durch Induktion ergibt
sich fiir beliebige w = w1 ... w, € X*: §((s,s),w) = (§(s, s, w1 ... wp_1),(s, s,w)). Offensichtlich
gilt 0(s,s,w) € F genau dann, wenn w € L(A). Genau in diesem Fall gilt 6’((s,s),w) € @ x F.
Also erkennt A’ genau L(A).
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Problem 3: Turing-Maschinen mit Lesezeichen 3 + 4 = 7 Punkte

Wir erweitern das Berechnungsmodell der Turing-Maschine (ein Kopf, ein Band, eine Spur) folgender-
mafen. Zusitzlich zum Kopf verfiigt die Turing-Maschine {iber ein Lesezeichen. Anfangs befindet sich
dieses auf der Startposition des Kopfes. Neben den iiblichen Operationen kann sich die Turing-Maschine
nun in jedem Schritt entschliefen, das Lesezeichen auf die aktuelle Kopfposition zu verschieben. Das
Bandsymbol an dieser Position wird dadurch nicht geldscht.

Auflerdem ist es moglich, von der aktuellen Position zum Lesezeichen zu springen. Sowohl das Verschieben
des Lesezeichens als auch das Springen zum Lesezeichen bendtigen jeweils einen Zeitschritt. Durch das
Springen zum Lesezeichen kénnen also grofiere Distanzen in einem Zeitschritt {iberwunden werden. Wir
bezeichnen dieses Modell als Lesezeichen- Turing-Maschine (LTM).

Betrachten Sie folgende (herkémmliche) Turing-Maschine, die die Palindromsprache erkennt. Sie startet
auf dem linkesten Eingabesymbol, merkt sich dieses, 16scht es, geht zum rechtesten Symbol und vergleicht
dieses mit dem gemerkten Symbol. Sind die Symbole unterschiedlich, wird das Wort abgelehnt. Andern-
falls wird das rechteste Symbol gelscht, die Turing-Maschine geht zuriick zum linkesten verbleibenden
Symbol und der Ablauf beginnt erneut. Die Eingabe wird akzeptiert, wenn alle Symbole der Eingabe
geloscht wurden.

(a) Beschreiben Sie, wie eine LTM auf Grundlage der oben beschriebenen TM das Lesezeichen ausnutzen
kann, um die Palindromsprache ungefihr doppelt so schnell zu entscheiden.

Loésung:

Platziere das Lesezeichen immer am linkesten noch nicht gelesenen Symbol. Anstatt zuriickzulaufen,
kann direkt zum Lesezeichen gesprungen werden. Dadurch wird alles Nach-Links-Laufen, also ca. die
Hélfte der Schritte gespart.

(b) Zeigen Sie, dass eine LTM eine Sprache hochstens doppelt so schnell wie eine herkémmliche Turing-
Maschine entscheiden kann.

Losung:

Sei T eine LTM und 7" eine (herkdémmliche) TM, die aus T entsteht, indem anstatt dem Springen
zum Lesezeichen der Kopf in einzelnen Schritten an die entsprechende Position bewegt wird. Jedem
Sprung zum Lesezeichen von T" geht entweder das Setzen des Lesezeichens oder ein vorheriger Sprung
zum Lesezeichen voraus. Wenn der Kopf zum Zeitpunkt des Sprungs z Felder vom Lesezeichen
entfernt ist, so muss 7" in der Zwischenzeit mindestens = Schritte gemacht haben, um den Kopf
dorthin zu bewegen. Da T’ genau x Schritte braucht, um den Sprung zu simulieren, macht 7’
hochstens doppelt so viele Schritte wie T'.
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Problem 4: Entscheidbarkeit 1+3+1+2+1+2=10 Punkte

Sei L # () eine entscheidbare Sprache. Betrachte das Suchproblem II:

Gegeben:  Turing-Maschine M, fiir die gilt:
e Es gibt ein Wort « € L, sodass L(M) = L\ {z} gilt.

Ausgabe: =z

(a) Zeigen Sie, dass L(M) entscheidbar ist.
Anmerkung: M hdlt nicht notwendigerweise auf allen Eingaben.

(b) Gehen Sie ab jetzt davon aus, dass M auf allen Eingaben hilt. Zeigen Sie, dass eine Turing-Maschine
M existiert, die IT 16st, d.h. fiir eine Eingabe M das gesuchte x berechnet.

Nun erlauben wir zusitzlich auch den Fall, dass L(M) = L gilt, also dass kein Wort z fehlt. In diesem
Fall soll das Platzhalterzeichen L ausgegeben werden. Wir erhalten also das Suchproblem A:

Gegeben:  Turing-Maschine M, fiir die gilt:

e Fall 1: Es gibt ein Wort « € L, sodass L(M) = L\ {z} gilt.
oder
o Fall 2: L(M) =L

Ausgabe: e In Fall 1: z
e In Fall 2: |

(¢) Wieso kann M nicht angepasst werden, um A zu 16sen?

Nun interessiert uns das konkrete x nicht mehr. Wir wollen nur noch wissen, ob L(M) = L gilt. Wir
erhalten das Entscheidungsproblem I':

Gegeben:  Turing-Maschine M, fiir die gilt:
e Fall 1: Es gibt ein Wort « € L, sodass L(M) = L\ {z} gilt.

oder
e Fall 2: L(M)=1L
Frage: Gilt Fall 1 oder Fall 27

Wir wollen nun zeigen, dass I' unentscheidbar ist. Seien zunichst ein Wort = € L, eine Turing-Maschine
N und ein Wort v € ¥* gegeben. Wir wollen eine Turing-Maschine X konstruieren, fiir die gilt:

(x) = L falls A auf v hilt
| L\ {z} sonst

(d) Vervollstindigen Sie folgende Aussage:

falls w # z
we LX) <

falls w =

(e) Beschreiben Sie, wie X konstruiert werden kann.
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(f)

Zeigen Sie, dass I unentscheidbar ist. Verwenden Sie nicht den Satz von Rice! Nehmen Sie an, dass
eine Turing-Maschine Mr existiert, die I entscheidet. Fiihren Sie diese Annahme zum Widerspruch,
indem Sie eine Turing-Maschine My konstruieren, die das Halteproblem entscheidet.

Setzen Sie die Turing-Maschine & auf geeignete Weise ein. Sie konnen ohne Beweis die Tatsache
verwenden, dass sich ein Wort = € L in endlicher Zeit generieren lésst.

Lésung:

(a)

(b)

Da L entscheidbar ist, existiert eine Turing-Maschine, die L entscheidet. Erweitere diese um die
zusétzliche Uberpriifung, ob die Eingabe z ist, und lehne in diesem Fall ab.

Da L entscheidbar ist, existiert eine Turing-Maschine My, die L rekursiv aufzihlt, d.h. jedes Wort
aus L nach endlich vielen Schritten generiert. Simuliere My und iiberpriife fiir jedes generierte
Wort w € L durch Simulation von M, ob w € L(M) gilt. Falls w ¢ L(M), gilt w = z, also gib
w aus. Ansonsten suche weiter. Da M nach endlich vielen Schritten x generieren wird, wird My
nach endlicher Zeit halten.

Falls L(M) = L gilt, dann wird jedes generierte Wort in L(M) liegen. Also lduft M, dann in einer
Endlosschleife.

we L falls w # x

w € L(X) <
(%) {./\/ hilt auf v falls w = x

Sei w das Eingabewort von X. Uberpriife zunéchst, ob w = x gilt. Falls nein, simuliere die Turing-

Maschine, die L entscheidet, mit der Eingabe w und akzeptiere genau dann, wenn w € L gilt. Falls

ja, simuliere N auf v und akzeptiere genau dann, wenn N hélt.

Seien A und v die Eingabe von M4y. Generiere ein Wort z € L. Konstruiere nun die Turing-
Maschine X wie in Aufgabenteil (e) beschrieben. Simuliere Mp mit der Eingabe X'. M akzeptiert
genau dann, wenn L(X) = L gilt. Nach Konstruktion von X ist das genau dann der Fall, wenn N
auf x halt. Also entscheidet M3, das Halteproblem.
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Problem 5: NP-Vollstandigkeit 8 Punkte

Aus der Vorlesung kennen Sie das NP-vollstéindige Entscheidungsproblem SAT.

Eine Klausel heifit monoton, wenn sie entweder nur positive Literale oder nur negative Literale enthélt.
Zum Beispiel sind x VyV z und Z V § monoton, wohingegen x V¢ V z nicht monoton ist. Eine SAT-Instanz
heifit monoton, wenn alle darin vorkommenden Klauseln monoton sind. Es ergibt sich das Entscheidungs-
problem MONOTONESAT (MSAT):

Gegeben: Menge U von n Variablen
Menge C von k monotonen Klauseln iiber U

Frage: Existiert eine Wahrheitsbelegung von U, die C erfiillt?

Zeigen Sie, dass MONOTONESAT NP-vollstindig ist. Geben Sie bei Ihrer Reduktion explizit an, von
welchem Problem auf welches reduziert wird!

Losung:
Offensichtlich kann eine MONOTONESAT-Instanz genau wie eine SAT-Instanz auf Erfiillbarkeit gepriift
werden. Da SAT in NP liegt, wissen wir bereits, dass das in polynomieller Zeit machbar ist.

Wir geben nun eine polynomielle Reduktion von SAT auf MONOTONESAT an. Sei (U, C) eine SAT-Instanz.
Erzeuge fiir jede Variable v € U zwei Variablen v,,v,, die jeweils fiir das positive bzw. negative Literal
stehen. Die Variablen v, v,, miissen unterschiedliche Wahrheitsbelegungen erhalten, was z.B. durch die
monotonen Klauseln (v, V v,) A (T, V U,,) zu erreichen ist. Ersetze in jeder Klausel von C jedes positive
Literal v durch v, und jedes negative Literal v durch v,. Nachdem dies fiir alle Variablen durchgefiihrt
wird, enthalten alle Klauseln aus C' nur noch positive Literale und sind damit monoton. Die Konstruktion
ist in Zeit O(nk) durchfithrbar.

Sei (U, C') die SAT-Instanz und sei (U’, C") die daraus konstruierte MONOTONESAT-Instanz. Sei ¢ : U —
{0,1} eine erfiillende Wahrheitsbelegung von (U, C'). Konstruiere ¢’ : U’ — {0,1} wie folgt. Fiir jedes
v € U setze ¢ (vp) = p(v) und ¢’ (vy,) = 1—¢'(vp) = 1—¢(v). Dadurch sind die Klauseln (v, Vv, ) A(T,V0,,)
erfiillt. Fine Klausel in C ist durch ein positives Literal v genau dann erfiillt, wenn die entsprechende
Klausel in C” durch v, erfiillt. Eine Klausel in C' ist durch ein negatives Literal ¥ genau dann erfiillt,
wenn die entsprechende Klausel in C’ durch v, erfiillt. Damit ist ¢’ eine erfiillende Wahrheitsbelegung
von (U’,C"). Weil nach Konstruktion ¢'(v,) = 1 — ¢'(vp) gilt, kann dieselbe Argumentation auch in
umgekehrter Richtung verwendet werden, um aus der Erfiillbarkeit von (U’,C’) die Erfiillbarkeit von
(U, C) zu folgern.
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Problem 6: Approximation 24+1+3+4+ 1+ 2+ 3 =12 Punkte

Gegeben sei eine Menge M von n endlichen Intervallen iiber den natiirlichen Zahlen. Sie diirfen davon
ausgehen, dass alle Intervallgrenzen und -gréflen paarweise verschieden sind. Eine Férbung von M ist
eine Funktion ¢ : M — C, sodass fiir z,y € M mit x # y und x Ny # 0 gilt, dass p(z) # p(y).
Uberlappende Intervalle miissen also verschiedene Farben haben. Eine k-Farbung von M ist eine Fiirbung
w: M —{1,2,...,k}. Das Optimierungsproblem INTERVALLEFARBEN (IF) besteht darin, das kleinste k
zu bestimmen, sodass es eine k-Férbung von M gibt.

Algorithmus A funktioniert wie folgt. Wihle die natiirlichen Zahlen {1,2,...} als Farbkandidaten. Be-
trachte die Intervalle gem&fl ihrer unteren Grenze in aufsteigender Reihenfolge. Berechne bei
Betrachtung eines Intervalls @ = [a,b] alle Intervalle aufler z, welche a enthalten. (Das miissen nicht
alle Intervalle sein, die x schneiden.) Wéhle die kleinste natiirliche Zahl, die keinem dieser Intervalle
zugewiesen wurde, als Farbe von x.

(a) Fiihren Sie Algorithmus A auf folgendem Beispiel aus.

Schreiben Sie die Farben in die weiflen Quadrate. Die Zahlen entsprechen den unteren Grenzen der
jeweiligen Intervalle.

s | | sH npb—

sk ub—— | n— Y P -

| |
13 | |

5 — 1n -7 2 21— 3 2= 2 —

13 } 1 |
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(b)

Beweisen Sie, dass Algorithmus A eine Farbung von M berechnet.

Losung:

Der Algorithmus A weist jedem Intervall m € M eine Farbe p(m) zu, ¢ : M — N ist also eine
wohldefinierte Funktion. Betrachte nun zwei Intervalle z = [a, b],y = [c, d] mit zNy # 0. O.B.d.A. sei
a < c. Dann firbt A erst x und dann y. Es ist ¢ € z, also weist A dem Intervall y eine andere Farbe
als p(z) zu, d.h. p(z) # ¢(y). Damit ist ¢ eine Farbung.

Beweisen Sie, dass Algorithmus A eine Farbung minimaler Grofle berechnet.

Hinweis: Betrachten Sie beim Berechnen einer k-Farbung den Zeitpunkt, in dem die k-te Farbe
erstmals zugewiesen wird.

Losung:

Sei [a, b] ein Intervall, dem die Farbe k zugewiesen wird. Die Farben 1,2, ...,k — 1 sind also bereits
anderen Intervallen zugewiesen, die jeweils a enthalten. Dann gibt es k Intervalle, die sich paarweise
schneiden. Diese miissen alle eine unterschiedliche Farbe erhalten.
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Algorithmus B funktioniert wie folgt. Wihle wieder die natiirlichen Zahlen {1, 2, ...} als Farbkandidaten.
Betrachte die Intervalle gemif3 ihrer Gréfle in absteigender Reihenfolge. Berechne bei Betrachtung
eines Intervalls = = [a, b] alle Intervalle aufier z, die a oder b enthalten. (Das miissen nicht alle Intervalle
sein, die = schneiden.) Wihle die kleinste natiirliche Zahl, die keinem dieser Intervalle zugewiesen wurde
als Farbe von z.

(d)

| 1 |

Fiithren Sie Algorithmus B auf folgendem Beispiel aus.

Schreiben Sie die Farben in die weiffen Quadrate. Die Zahlen entsprechen den Grdfien der jeweiligen
Intervalle.

— —

B T’_{
| 1 11 |

Zeigen Sie, dass Algorithmus B eine Féarbung von M berechnet.

Loésung:

Uberschneiden sich zwei Intervalle, so ist mindestens eine Grenze des kiirzeren Intervalls im groferen
Intervall enthalten. Der Algorithmus B weist jedem Intervall m € M eine Farbe ¢(m) zu, o : M — N
ist also eine wohldefinierte Funktion. Betrachte nun zwei Intervalle z = [a, b], y = [c¢, d] mit 2Ny # 0.
O.B.d.A. sei |z| > |y|. Dann firbt B erst  und dann y. Wegen |z| > |y gilt nicht ¢ < @ und d > b.
Wegen z Ny # () gilt dann ¢ € = oder d € z. Also weist B dem Intervall y eine andere Farbe als
p(z) zu, d.h. p(x) # @(y). Damit ist ¢ eine Fiarbung.

Beweisen Sie, dass Algorithmus B ein Approximationsalgorithmus mit relativer Giitegarantie 2 fiir
das Optimierungsproblem INTERVALLEF ARBEN ist.

Losung:

Betrachte das Farben eines Intervalls = [a, b]. Sei k1 (k2) die Anzahl an bereits geférbten Inter-
vallen, die a (b) enthalten. Algorithmus B weist dem Intervall = dann eine Farbe p(z) < k1 +ka+1
zu. Sowohl k; + 1 als auch ks + 1, und damit auch max(ky, k2) + 1 sind untere Schranken an die
optimale Losung. Wegen ¢(x) < 2 (max(k1, k2) + 1) folgt, dass B ein Approximationsalgorithmus
mit relativer Giitegarantie 2 fiir das Optimierungsproblem INTERVALLEFARBEN ist.
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Problem 7: Grammatiken 1+1+4+2+ 2+ 1=7Punkte
Sei G = (%,V, S, R) eine Grammatik mit endlichem Alphabet X, Variablenmenge V', Startsymbol S € V
und einer Menge von Ableitungsregeln R. Jede Ableitungsregel ist von einem der folgenden drei Typen:
(1) S—e¢
(2) Amamit AcVundaeX
B) a—= BmitacV*, ge (V\{S}H*, wobei 1 < |a| <2 und |af < |f]
Insbesondere ist G eine kontextsensitive Grammatik.

(a) Zeigen Sie, dass es eine zu G dquivalente kontextsensitive Grammatik gibt, bei der fiir alle Regeln
vom Typ (3) zusétzlich |8] < 2 gilt.

Losung:

Gehe vor wie in Schritt 2 der Umformung einer kontextfreien Grammatik in Chomsky-Normalform.
Betrachte eine Regel « — Bj ... B,,. Entferne diese Regel und fiihre neue Variablen Cy,...,C,,—2
und folgende Ableitungsregeln ein.

o —r 3101

C; — Bi+1ci+1 firl<i<m-3
Cm72 — Bmlem

(b) Gibt es eine zu G dquivalente Grammatik, bei der |§| < 1 fiir alle Regeln vom Typ (3) gilt? Beweisen
oder widerlegen Sie!

Losung:
Nein, denn so kénnte man hochstens Worter der Léange Eins erzeugen.

Ab jetzt lassen wir die Forderung || < 2 fallen. Die Ableitungsregeln haben also die Form:
(1) S—e¢
(2) Amamit AcVundae X
B) a—=pfmitacV*, e (V\{S}H* und 1 < |af < |f]

Das sind genau die Forderungen, die wir an kontextsensitive Grammatiken stellen.

(¢) Betrachten Sie den Fall, dass unter Ausnahme genau einer Regel ABC — XY Z fiir jede Regel von
Typ (3) |o| = |B| = 2 gilt. Konstruieren Sie eine zu G dquivalente Grammatik, bei der fiir jede
Regel (ohne Ausnahme) von Typ (3) |a| = |8] = 2 gilt.

Losung:
Entferne die Ableitungsregel ABC — XY Z und fithre die neue Variable [J und folgende Ablei-
tungsregeln ein.

AB — X0O
Ooc —-YZz
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(d)

Erweitern Sie Thren Ansatz aus (¢) um zu zeigen, dass Sie fiir Ableitungen von Typ (3) |a| < 2
fordern kénnen.

Losung:

Betrachte eine Regel ABy — XY ¢ mit v,d € V* und 1 < |y| < |]. Entferne diese Regel und fiihre
die neue Variable 0 und folgende Ableitungsregeln ein.

AB — XO
Oy — Y6

So hat man die Regel ABy — XY mit k = |AB~y| durch Regeln ersetzt, deren linke Seite hochstens
Lange k — 1 hat.

Durch wiederholtes Anwenden dieser Ersetzung haben die linken Seiten aller Regeln Lange hochstens
2.

Gibt es eine zu G dquivalente Grammatik, bei der |a| < 1 fiir alle Regeln vom Typ (3) gilt? Beweisen
oder widerlegen Sie!

Losung:

Damit konnte man bestenfalls die kontextfreien Sprachen erzeugen, welche eine echte Teilmenge
der kontextsensitiven Sprachen sind.



