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Aufgabe 1 (3 + 1 + 1 = 5 Punkte)

Sei G = (Σ, V, S,R) mit Σ = {a, b, c, d} und V = {S,A,B,C,D,E, F} die durch folgende Regel-
menge gegebene Grammatik:

S → A | BC | E
A → aEC | dC | Bab

B → bE | bBA
C → BaC | c | Ab
D → d | AbC | dCF
E → aBc | BEC
F → dBd | AF c | d

(a) Identifizieren Sie alle nutzlosen Variablen in G mit dem Verfahren aus der Vorlesung. Geben
Sie die Grammatik G′ an, die durch Entfernen der nutzlosen Variablen entsteht.

(b) Ist G′ minimal in dem Sinne, dass es keine Grammatik mit weniger Variablen gibt, die L(G′)
erzeugt? Begründen Sie Ihre Antwort.

(c) Ist L(G) endlich? Begründen Sie Ihre Antwort.

Hinweis: Die Grammatik muss dazu nicht notwendigerweise in Chomsky-Normalform ge-
bracht werden.

Lösung:

(a) Schritt 1: Berechne die Menge V ′ der Variablen, die ein Wort erzeugen können.

I. Initialisiere Q = V ′ = {C,D, F}.



II. Entnehme C aus Q. Ersetze in allen Regeln C durch c:

S → A | Bc | E
A → aEc | dc | Bab

B → bE | bBA
C → Bac | c | Ab
D → d | Abc | dcF
E → aBc | BEc

F → dBd | AF c | d

Nun ist V ′ = {A,C,D, F} und Q = {D,F,A}.
III. Entnehme D aus Q. D kommt nicht auf der rechten Seite einer Regel vor, also ergibt

sich keine Änderung. Nun ist Q = {F,A}.
IV. Entnehme F aus Q. Ersetze in allen Regeln F durch d:

S → A | Bc | E
A → aEc | dc | Bab

B → bE | bBA
C → Bac | c | Ab
D → d | Abc | dcd
E → aBc | BEc

F → dBd | Adc | d

Nun ist Q = {A}.
V. Entnehme A aus Q. Ersetze in allen Regeln A durch dc:

S → dc | Bc | E
A → aEc | dc | Bab

B → bE | bBdc

C → Bac | c | dcb
D → d | dcbc | dcd
E → aBc | BEc

F → dBd | dcdc | d

Nun ist Q leer und Schritt 1 endet mit V ′ = {S,A,C,D, F}.

B und E sind nutzlos und können entfernt werden:

S → A

A → dC

C → c | Ab
D → d | AbC | dCF
F → AF c | d

Schritt 2: Berechne die Menge V ′′ der Variablen, die von S erreichbar sind.



I. Initialisiere V ′′ = {S}.
II. Über S lässt sich A erreichen: V ′′ = {S,A}.

III. Über A lässt sich C erreichen: V ′′ = {S,A,C}.
IV. Über A lassen sich keine neuen Variablen erreichen. D und F sind also nutzlos.

Durch Entfernen der nutzlosen Variablen entsteht die Grammatik G′ = (Σ, V ′, S,R′) mit
V ′ = {S,A,C} und Regelmenge R′:

S → A

A → dC

C → c | Ab

(b) Nein, L(G′) kann auch mit nur zwei Variablen erzeugt werden, z.B. durch G′′ = (Σ, V ′′, A,R′′)
mit V ′′ = {A,C} und folgender Regelmenge R′′:

A → dC

C → c | Ab

(c) L(G) ist nicht endlich. Betrachte dazu G′′. Durch alternierendes Anwenden der Ableitungen
A → dC und C → Ab lassen sich beliebig lange Terme der Form diAbi konstruieren. Ab-
schließendes Anwenden von A → dC → dc generiert ein Wort der Form di+1cbi, also gilt
L(G) = {di+1cbi | i ∈ N0}.

Aufgabe 2 (3 Punkte)

Gegeben sei die Grammatik G = (Σ, V, S,R) mit Σ = {a, b, c} und V = {S,B,C}. R sei durch die
folgenden Ableitungsregeln gegeben.

S → BS | a
B → BC | b
C → SB | c

Überführen Sie mit Hilfe des in der Vorlesung vorgestellten Verfahrens die Grammatik G in eine
Grammatik G′, die sich in Greibach-Normalform befindet. Geben Sie insbesondere alle nötigen
Zwischenschritte an.

Lösung:

0. Schritt: Nichtterminale umbenennen.

A1 → A2A1 | a
A2 → A2A3 | b
A3 → A1A2 | c



1. Schritt: Invariante 6 herstellen.

I. Ersetzung (ii) auf Regeln A1 → A1α anwenden. Keine Änderung notwendig.

II. Ersetzung (i) auf Regeln A2 → A1α anwenden. Keine Änderung notwendig.

III. Ersetzung (ii) auf Regeln A2 → A2α anwenden.

A1 → A2A1 | a
A2 → b | bB1

A3 → A1A2 | c
B1 → A3 | A3B1

IV. Ersetzung (i) auf Regeln A3 → A1α anwenden.

A1 → A2A1 | a
A2 → b | bB1

A3 → A2A1A2 | aA2 | c
B1 → A3 | A3B1

V. Ersetzung (i) auf Regeln A3 → A2α anwenden.

A1 → A2A1 | a
A2 → b | bB1

A3 → bA1A2 | bB1A1A2 | aA2 | c
B1 → A3 | A3B1

VI. Ersetzung (ii) auf Regeln A3 → A3α anwenden. Keine Änderung notwendig.

2. Schritt: Regeln mit linker Seite Ai umformen.

I. Ersetzung (i) auf Regeln A2 → α anwenden. Keine Änderung notwendig.

II. Ersetzung (i) auf Regeln A1 → α anwenden.

A1 → bA1 | bB1A1 | a
A2 → b | bB1

A3 → bA1A2 | bB1A1A2 | aA2 | c
B1 → A3 | A3B1

3. Schritt: Regeln mit linker Seite Bi umformen.



I. Ersetzung (i) auf Regeln B1 → α anwenden.

A1 → bA1 | bB1A1 | a
A2 → b | bB1

A3 → bA1A2 | bB1A1A2 | aA2 | c
B1 → bA1A2 | bB1A1A2 | aA2 | c |

bA1A2B1 | bB1A1A2B1 | aA2B1 | cB1

Aufgabe 3 (2 + 1 = 3 Punkte)

Die kontextfreie Grammatik G in Greibach-Normalform über dem Eingabealphabet Σ = {a, b, c}
sei definiert durch die Menge der Nichtterminalsymbole V = {S,X, Y }, Startsymbol S und folgende
Ableitungsregeln:

S → aX | bX | cY
X → aXX | bXX | c | cS
Y → a | aS | b | bS | cY Y

In der Vorlesung wurde gezeigt, wie zu einer Grammatik in Greibach-Normalform ein nichtdeter-
ministischer Kellerautomat konstruiert werden kann, der die von der Grammatik erzeugte Sprache
erkennt.

(a) Geben Sie die Konfigurationen dieses Automaten an, die bei Abarbeitung der Eingabe
abcbcccb entstehen. Vervollständigen Sie dazu folgendes Schema mit den zu lesenden Worten,
den Stackinhalten und den Regeln, die beim Übergang verwendet werden. Ist das Eingabewort
in der Sprache L(G) enthalten?

(b) Geben Sie die Sprache L(G), die von G erzeugt wird, in Mengenschreibweise an.



Regel:

S

abcbcccb

Regel: Regel: Regel:

Regel: Regel: Regel: Regel:

Lösung:



Regel:

X → bXX

S

abcbcccb

Regel:

S → aX

X

bcbcccb

Regel:

X → bXX

X

X

cbcccb

Regel:

X → c

X

bcccb

X

X

cccb

Regel:

X → c

X

ccb

Regel:

X → cS

S

cb

Regel:

S → cY

Y

b

Regel:

Y → b

ε

(a) Das Wort ist in L(G) enthalten.

(b) L(G) = {w ∈ Σ? | |w| > 0 ∧ |w|a + |w|b = |w|c}

Aufgabe 4 (3 Punkte)

Geben Sie einen nichtdeterministischen Kellerautomaten an, der das Komplement der Sprache
L = {wwR | w ∈ {0, 1}?} erkennt, wobei wR die Umkehrung von w bezeichnet.

Lösung:
Wähle Q = {V,N=, N6=, A, F}, Startszustand V und {A} als Menge der akzeptierenden Zustände.
Das Eingabealphabet Σ = {0, 1} ist vorgegeben. Wir wählen Γ = {⊥, 0, 1} als Stackalphabet und
Z0 = ⊥ als Initialisierung des Stacks.

Lege bei der Abarbeitung der ersten Hälfte des Wortes (d.h. vor der Mitte) alle gelesenen Symbole
auf den Stack. Beschließe irgendwann nichtdeterministisch, dass man sich nun nach der Mitte
befindet und beginne mit dem Vergleichen. Worte ungerader Länge erkennt man mit den Zuständen
U bzw. Nu.

∀a ∈ Σ : δ(V, a, Z) = {(V, aZ), (N=, aZ), (U, aZ)}
∀a ∈ Σ : δ(U, a, Z) = {(Nu, Z)}



Beim Vergleichen bleibt man im Zustand N=, wenn alle bisher verglichenen Zeichen identisch waren.
Stimmen zwei Zeichen nicht überein, wechselt man in den Zustand N6=.

∀a ∈ Σ : δ(N=, a, a) = {(N=, ε)}
∀a, b ∈ Σ mit a 6= b : δ(N=, a, b) = {(N6=, ε)}

∀a, b ∈ Σ : δ(N6=, a, b) = {(N6=, ε)}∀a, b ∈ Σ : δ(Nu, a, b) = {(Nu, ε)}

Am Ende muss man noch verifizieren, dass man die Mitte des Wortes richtig geraten hat bzw. dass
das Wort in der Tat ungerade Länge hat.

δ(N 6=, ε,⊥) = {(A,⊥)}
δ(Nu, ε,⊥) = {(A,⊥)}

∀a ∈ Σ : δ(A, a, Z) = {(F,Z)}

Alle nicht explizit angegebenen Übergänge führen ohne Veränderung des Stacks in den Fehlerzu-
stand F .

Dieser Kellerautomat kann sogar das Komplement der Palindromsprache erkennen.

Aufgabe 5 (1 + 2 + 2 + 1 = 6 Punkte)

In Vorlesung und Übung wurden bisher nichtdeterministische Kellerautomaten betrachtet. Sei A
nun ein deterministischer Kellerautomat, d.h. es gibt keine ε-Übergänge und für jedes Eingabe-
symbol ist der Übergang von A eindeutig definiert. Gehen Sie davon aus, dass das Eingabealphabet
Σ mindestens zwei Symbole enthält, dass A durch akzeptierende Endzustände akzeptiert und dass
der Stack von A niemals leer ist.

Definiere für solche deterministischen Kellerautomaten das Konzept der Essenz folgendermaßen.
Für jedes Wort w existiert ein1 Wort w′, sodass die Höhe des Stacks nach Verarbeitung von ww′

minimal unter allen möglichen w′ ist. Ist nach Abarbeitung von ww′ die Höhe des Stacks h, so ist
also für jedes Wort v die Höhe des Stacks nach Abarbeitung von ww′v mindestens h. Sei α1α2 . . . αh

der Inhalt des Stacks nach Abarbeitung von ww′. Das oberste Symbol auf dem Stack ist α̂ := αh.
Der aktuelle Zustand sei q. Bezeichne (q, α̂) als die Essenz von w.

(a) Zeigen Sie, dass es mindestens zwei unterschiedliche Wörter w1 6= w2 mit der gleichen Länge
und derselben Essenz gibt.

Hinweis: Wie viele unterschiedliche Essenzen kann es höchstens geben?

(b) Seien w1, w2 Wörter mit derselben Essenz (q, α̂). Zeigen Sie, dass dann für jedes Wort v ∈ Σ?

gilt:
w1w

′
1v ∈ L(A) ⇐⇒ w2w

′
2v ∈ L(A)

Hinweis: Erinnern Sie sich daran, dass die Konfiguration (q, v, α) eines Kellerautomaten aus
drei Teilen besteht: dem aktuellen Zustand q, dem Teil der Eingabe v ∈ Σ?, der noch nicht
gelesen wurde, und dem Stackinhalt α ∈ Γ?.

1Das Wort w′ ist nicht notwendigerweise eindeutig.



(c) Definieren Sie die Sprache, die genau aus allen Palindromen besteht. Nutzen Sie das Ergebnis
der letzten Teilaufgabe, um zu zeigen, dass A die Palindromsprache nicht erkennen kann.

(d) Bestimmen Sie das minimale k, sodass deterministische Kellerautomaten alle Sprachen von
Typ-k erkennen können. Begründen Sie kurz.

Lösung:

(a) Es gilt α̂ ∈ Γ und q ∈ Q. Damit kann es höchstens |Γ × Q|, also endlich viele Essenzen
geben. Da |Σn| ≥ 2n ist, gibt es ein n0 > dlog(|Γ × Q|)e, sodass mehr Wörter der Länge n0
als Essenzen existieren. Also muss es mindestens zwei unterschiedliche Wörter mit gleicher
Länge und derselben Essenz geben.

(b) Betrachte für i ∈ {1, 2} die Konfigurationen (qi, vi, αi) von A nach der Abarbeitung von
wiw

′
i. Da w1 und w2 dieselbe Essenz haben, gilt q1 = q2. Außerdem ist das oberste Symbol

auf dem Stack α̂. Der Teil vi der Eingabe, der noch nicht gelesen wurde, ist in beiden Fällen
v. Der einzige Unterschied zwischen den Konfigurationen kann also im Stackinhalt außer dem
obersten Stacksymbol α̂ liegen. Da der Stack aber nach Definition von w′

i bei der weiteren
Abarbeitung nicht schrumpfen kann, kann der Inhalt des Stacks bis auf das oberste Symbol
nicht gelesen, geschrieben oder geändert werden.

Damit ist das Verhalten (insbesondere das Akzeptanzverhalten) von A nach dem Lesen von
wiw

′
i identisch für jedes v ∈ Σ?.

(c) Die Palindromsprache ist LP = {w ∈ Σ? | w = wR}. Nach Aufgabenteil (a) gibt es Wörter
w1 6= w2 mit gleicher Länge und derselben Essenz. Nach Aufgabenteil (b) gilt dann

w1w
′
1(w1w

′
1)

R ∈ L(A) ⇐⇒ w2w
′
2(w1w

′
1)

R ∈ L(A).

Da w1w
′
1(w1w

′
1)

R ein Palindrom ist, wegen w1 6= w2 das Wort w2w
′
2(w1w

′
1)

R jedoch nicht,
kann A nicht die Palindromsprache erkennen.

(d) Die Palindromsprache ist kontextfrei. Deterministische Kellerautomaten können also nicht
die Typ-2-Sprachen erkennen. Deterministische Kellerautomaten können aber trivialerweise
deterministische endliche Automaten simulieren. Deterministische Kellerautomaten können
also die Typ-3-Sprachen erkennen.

Aufgabe 6 (1 + 2 + 3 + 1 = 7 Punkte)

Sie und Ihre Kommilitonen Lena und Leopold haben jeweils einen nichtdeterministischen Kel-
lerautomaten erworben. Lena klaut nun den Stack von Leopolds Kellerautomat und baut ihn in
ihrem eigenen Kellerautomat als Zweitstack ein, den sie unabhängig vom Erststack benutzen kann.
Wir betrachten nun also drei verschiedene Maschinenmodelle: Leopolds Kellerautomat NPDA0 hat
überhaupt keinen Stack mehr, Ihr Kellerautomat NPDA1 ist ein ganz normaler Kellerautomat mit
einem Stack, und Lenas Kellerautomat NPDA2 hat zwei Stacks.

(a) Leopold fragt sich, ob sein Kellerautomat NPDA0 jetzt weniger Sprachen erkennen kann als
Ihr Kellerautomat NPDA1. Beantworten Sie diese Frage, indem Sie begründen, welche Klasse
von Sprachen von NPDA0 erkannt werden können.



Lena hofft, dass sie mit ihrem Kellerautomat NPDA2 mehr Sprachen erkennen kann als Ihr Keller-
automat NPDA1.

(b) Zeigen Sie, dass Lena recht hat, indem Sie eine Sprache angeben, die von NPDA2 erkannt
wird, von NPDA1 aber nicht erkannt werden kann. Begründen Sie beides!

(c) Welche Klasse von Sprachen kann NPDA2 erkennen?
Hinweis: Kann NPDA2 ein mächtigeres Berechnungsmodell simulieren?

(d) Kann Lena ihren Kellerautomaten noch mächtiger machen, indem sie einen dritten Stack
einbaut? Begründen Sie!

Lösung:

(a) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass NPDA1 genau die kontextfreien Sprachen erkennen kann.
Ohne einen Stack ist Leopolds Kellerautomat NPDA0 ein nichtdeterministischer endlicher
Automat, der bekannterweise genau die regulären Sprachen erkennen kann. Da die Menge
der regulären Sprachen eine echte Teilmenge der kontextfreien Sprachen ist, kann NPDA0

tatsächlich weniger Sprachen erkennen als NPDA1.

(b) In Aufgabe 6 von Übungsblatt 6 wurde gezeigt, dass die Sprache

L = {0n1n2n | n ∈ N}

nicht kontextfrei ist. Da NPDA1 genau die kontextfreien Sprachen erkennen kann, kann er
insbesondere L nicht erkennen. Lenas Kellerautomat NPDA2 kann L allerdings erkennen. Sie
kann z.B. so vorgehen, dass sie für jede 0 je ein Zeichen auf beide Stacks legt, für jede 1 ein
Zeichen vom ersten Stack löscht und für jede 2 ein Zeichen vom zweiten Stack löscht.

(c) Lenas Kellerautomat NPDA2 mit zwei Stacks L,R ist genauso mächtig wie eine Turing-
maschine, kann also genau die semi-entscheidbaren Sprachen erkennen. Einerseits kann eine
Turingmaschine mit drei Bändern einen Kellerautomaten mit zwei Stacks simulieren, indem
sie jeden Stack auf einem eigenen Band speichert. Andererseits kann auch ein Kellerautomat
P mit zwei Stacks eine TuringmaschineM wie folgt simulieren. Zuerst schreibt P die Eingabe
w auf den Stack R. Anschließend werden alle Symbole von R nach L verschoben. Somit steht
das erste Zeichen von w an erster Stelle von L. Diese Position stellt nun den Kopf der Turing-
maschine dar. Der Stack L kodiert somit das Wort links vom Kopf und das Zeichen auf dem
Lesekopf und R das Wort rechts vom Lesekopf. Eine Schreiboperation ist also eine Folge von
einer pop- und einer push-Operation auf L. Ein Schritt nach links ist eine pop-Operation auf
L und eine push-Operation auf R, entsprechend umgekehrt wird eine Bewegung nach rechts
simuliert.

(d) Nein, denn ein Kellerautomat mit drei Stacks lässt sich ebenfalls mit einer Turingmaschine
simulieren.

Aufgabe 7 (1 + 1 + 1 = 3 Punkte)

Hinweis: Die für diese Aufgabe notwendigen Grundlagen zur Huffman-Kodierung
werden in der Vorlesung vom 31.1. vorgestellt.



Die folgende Tabelle gibt eine Häufigkeitsverteilung für die Zeichen des Alphabets
Σ = {a, b, c, d, e, f, g, h} an.

a b c d e f g h
7% 3% 15% 11% 19% 24% 11% 10%

(a) Nehmen Sie an, Sie möchten Wörter über dem Alphabet Σ binär kodieren. Was ist die er-
wartete Länge der Kodierung eines Wortes in Abhängigkeit von dessen Länge n, wenn Sie die
obige Verteilung und folgende naive Binärkodierung der Zeichen zugrunde legen?

a b c d e f g h
000 001 010 011 100 101 110 111

(b) Konstruieren Sie den Huffman-Kodierungsbaum zu der obigen Häufigkeitsverteilung.

(c) Was ist die erwartete Länge der Kodierung eines Wortes in Abhängigkeit von dessen Länge
n, wenn sie die obige Verteilung und Ihre Huffman-Kodierung zugrunde legen?

Lösung:

(a) Die erwartete Länge ist 3n.

(b) Siehe folgenden Baum:

a b

h d g

f

c e10%

20% 22% 34%

58%42%

100%
0 1

0

0

0

0 0

0 1

11

1

1

1

(c) Die erwartete Länge ist

(10% · 4 + 24% · 2 + (100%− 10%− 24%) · 3)n = 2, 86n.
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