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Aufgabe 1 (1 + 2 + 2 = 5 Punkte)

In der Vorlesung wurde die Quotientensprache zweier Sprachen L; und Ls iiber dem Alphabet X
wie folgt definiert:

Li/Ly :={we X" |32 € Ly: wz € Ly}

(a) Beschreiben Sie die Sprache L;/¥* in Worten.

(b) Zeigen Sie: Falls L; regulir ist, ist auch Lq/3* regulér. Sei dazu A ein DEA, der L; erkennt.
Geben Sie einen DEA A’ an, der Ly /3* erkennt.

(c) Zeigen Sie: Falls Ly regulér ist, ist auch L;/Ly reguldr. Beachten Sie, dass fiir Lo keine
Einschrinkungen gemacht werden. Sei dazu A ein DEA, der L; erkennt. Geben Sie einen
DEA A’ an, der Ly /Ly erkennt.

Loésung;:

(a) Lp/X* ist die Sprache aller Prifixe von Wortern aus Lj.

(b) Sei A = (Q,%,9,s,F) ein DEA, der L; erkennt. Dann wird L;/¥* durch den Automaten
A = (Q,%,6,s, F') mit F/ :={q € Q| Jw € X*: 6(q,w) € F} erkannt. Es werden also alle
Zustédnde zu Finalzustdnden gemacht, von denen aus es einen Pfad zu einem urspriinglichen
Finalzustand gibt.

Wir beweisen, dass A" L1/¥* erkennt, indem wir fiir ein beliebiges Wort w € ¥* zeigen:
w € L1 /X% < 0(s,w) € F'.

weL /X" e Fze¥ i wze Ly
&z e ¥ i(s,wz) € F
& Jz e ¥ 6(0(s,w),2) € F
& §(s,w) € F’
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(c) Sei A = (Q,%,d,s,F) ein DEA, der L; erkennt. Dann wird L;/Ly durch den Automaten
A =(Q,%,0,s, F')mit F/:={¢g € Q| 3w € Ly: §(q,w) € F} erkannt.

Wir beweisen, dass A" Ly/Ly erkennt, indem wir fiir ein beliebiges Wort w € ¥* zeigen:
w € L1/Ly & §(s,w) € F'.

we€Li/Ly& 3z € Ly wz € Ly
& 3z € Ly: (s,wz) € F
& Jz € Ly: 6(0(s,w),2) € F
& i(s,w) € F

Aufgabe 2 (1 +1 + 2 = 4 Punkte)

(a) Geben Sie den Zustandsgraphen eines deterministischen endlichen Automaten A = (Q,% =
{0,1},4, S, F') mit moglichst wenig Zusténden an, sodass fiir alle binér kodierten Primzahlen
w gilt: w € L(A).

(b) Geben Sie den Zustandsgraphen eines deterministischen endlichen Automaten an, der die
Sprache aller vierstelligen Binédrzahlen, die eine Primzahl kodieren, erkennt. Dabei sollen
Zahlen mit weniger als vier Stellen mit fithrenden Nullen aufgefiillt werden, also wird z.B. die
1 durch 0001 représentiert, aber nicht durch 1, 01 oder 001.

(c) Zeigen Sie, dass jede endliche Sprache L regulir ist, in dem Sie in wenigen Sétzen beschreiben,

wie ein DEA konstruiert werden kann, der L akzeptiert.

Losung:

(a)




(c) Beginne mit einem NEA mit nicht akzeptierendem Startzustand s. Fiige fiir jedes der end-
lich vielen Worter w € L eine ,,Zustandschlange® ein, die genau w akzeptiert, und einen
e-Ubergang von s zum Anfangszustand dieser Schlange. Nutze schlieBlich die Potenzmengen-
konstruktion, um einen zum NEA &quivalenten DEA zu erhalten.

Aufgabe 3 (3 Punkte)

Konstruieren Sie zu folgendem Automaten den zugehérigen Aquivalenzklassenautomaten und zeich-
nen Sie den Ubergangsgraphen.

b
Losung:
Zeuge Aquivalenzklassen
3 {s:p g, t,u, v}, {r}
a {s:p g, t,u, v}, {r}

b {s,p,u} ) {Q>ta U} ) {T}
aa {s,p,u} ) {Q>ta U} ) {T}
ab | {s}, {p.u}, {gt,0}, {r}
ba | {s}, {p,u}, {10}, {r}
bb {s}. {p,u}, {g.t,v}, {r}

Alle Worter der Linge 3 trennen keine weiteren Aquivalenzklassen.

Bemerkung: Diese Automaten erkennen die Sprache aller Worter aus {a, b}*, die mit bab enden.



Aufgabe 4 (24 3+ 2+ 1 =8 Punkte)

Ein Kommilitone von Thnen behauptet, dass er ein alternatives Verfahren zur Konstruktion von
Aquivalenzklassenautomaten gefunden hat. Statt nach méglicherweise langen Zeugen suchen zu
miissen, betrachtet er immer nur einzelne Zeichen. Zu einem deterministischen endlichen Automa-
ten A= (Q,%,0,s, F) geht er folgendermaflen vor. Im ersten Schritt partitioniert er die Zustands-
menge in zwei Mengen @\ F' und F'. In jedem weiteren Schritt wiihlt er zunéichst ein Zeichen a € X.
Jede Menge! [q] trennt er genau dann weiter auf, wenn fiir zwei Zustéinde g1, g2 € [q] nach dem vor-
herigen Schritt galt, dass [0(q1,a)] # [0(g2, a)]. Solch einen Schritt wiederholt er, bis sich bei keinem
Zeichen a € ¥ weitere Trennungen ergeben. Mit den entstandenen Mengen und dem Verfahren aus
der Vorlesung konstruiert er dann den Aquivalenzklassenautomaten.

(a) Fiihren Sie das Verfahren fiir den Automaten aus Aufgabe 3 durch, indem Sie die unten ste-
hende Tabelle ausfiillen. Finden Sie dieselben Mengen wie die Aquivalenzklassen aus Aufgabe

37
Loésung:
Schritt | Zeichen a | Partition nach Trennung durch a

1 {s,p,q,t,u, v}, {r}
2 a {s,p,q,t,u, 0}, {r}
3 b {s,p,u} , {q,t,0}, {r}
4 a {s}, {p,u}, {gt,0}, {r}
5 b {s}, {p,u}, {g,t,0}, {r}
6 a {st, {p,u}, {gt,0}, {r}

(b) Folgern Sie aus [q1] # [g2] induktiv die Existenz eines Zeugen w, der ¢; und g2 trennt.

Losung:
Induktionsanfang: Nach dem Anfangsschritt gibt es zwei Mengen @ \ F' und F'. Diese werden
durch den Zeugen ¢ getrennt.

Induktionsannahme: Nach dem i-ten Schritt folgt aus [q1] # [¢2] die Existenz eines Zeugen w,
der ¢; und ¢o trennt.

Induktionsschluss: Betrachte jetzt den Schritt ¢ + 1 und zwei Zusténde q1,¢2 € Q mit [q1] #
[g2]. Galt schon im Schritt ¢ der Zusammenhang [g1] # [g2], existiert nach Induktionsannahme
ein Zeuge, der g; und g2 trennt. Ansonsten galt im Schritt ¢ dass [¢1] = [g2]. Das bedeutet,
dass a die Zustédnde ¢; und g2 im Schritt ¢ + 1 getrennt hat. Das ist der Fall genau dann,
wenn im Schritt ¢ galt, dass [0(q1,a)] # [0(g2,a)]. Nach Induktionsannahme existiert dann
ein Zeuge w, der 6(q1,a) von 6(q2,a) trennt. Dann ist aw ein Zeuge, der im Schritt i + 1 die
Zustédnde ¢; und ¢y trennt.

(c) Zeigen Sie, dass am Ende des Verfahrens [¢1] = [g2] impliziert, dass kein Zeuge existiert, der ¢;
und ¢o trennt.

Loésung:

Sei am Ende des Verfahrens qi,q2 € @ mit [¢1] = [g2]. Wihle ein beliebiges Wort w =
ajag---ap mit a; € 3 fiir 1 < ¢ < k. Es gilt [0(q1,a1)] = [0(g2,a1)], denn sonst wiirden die
Mengen [g1] und [gz] durch a; weiter aufgetrennt werden. Genauso gilt [§(5(q1),a1),a2)] =
[0(0(g2,a1),az)], denn sonst wiirden die Mengen [6(q1,a1)] und [6(g2, a1)] durch ay weiter auf-
getrennt werden. Es folgt [0(...,ax)] = [0(...,ax)]. Da schon im ersten Schritt akzeptierende
von nicht akzeptierenden Zustdnden getrennt wurden, kann w also ¢; und g2 nicht trennen.
Da w beliebig gewahlt ist, kann also kein Zeuge existieren, der ¢; und g trennt.

'Disjunkte Mengen {...,q,...} = [¢] kénnen durch einen Repriisentanten ¢ identifiziert werden.



(d) Ist das Verfahren Ihres Kommilitonen korrekt?

Losung:

Ja, denn aus (b) folgt, dass nicht-dquivalente Zustéinde in unterschiedlichen Mengen liegen,
und aus (c) folgt, dass Zustéinde, die in derselben Menge liegen, dquivalent sind. Das Verfahren
berechnet also genau die (eindeutigen) Aquivalenzklassen und ist ansonsten identisch zu dem
Verfahren aus der Vorlesung.

Aufgabe 5 (14+2+2+ 2+ 1= 8 Punkte)

Ist die Aussage des Pumping-Lemmas fiir folgende Sprachen erfiillt? Welche Sprachen sind regulér?
Begriinden Sie!

(a) X={A,...,Z} U{y,-}U{0,...,9}, L, = {mogliches Autokennzeichen in Karlsruhe}
Beispielsweise gilt KA-RT ;911 € L,, aber KA-RT-0FFEL ¢ L,.

(b) Y= {O, 1}, Ly, = {w e X* ‘ wo # wHwVQJ}
(c) ¥ ={a,b,c}, Le = {w € X | [wla + |w]y = |wlc}

(d) Fir eine beliebige natiirliche Zahl k& € N definieren wir Ly = {w € {1,...,k}* |
w ist eine monoton aufsteigende Zahlenfolge}. Das Wort 4478 ist beispielsweise in Lg ent-
halten, das Wort 8 84 8 hingegen nicht. Wir unterscheiden Zahlen aus {1, ..., k} von Wortern
(Zahlenfolgen) aus Ly, indem wir die Zahlen mit einem Leerzeichen trennen. Sie kénnen also
die Zahlenfolge 8 84 8 von der Zahl 8848 unterscheiden.

(e) Ist die Menge Lo, = {w € N* | w ist eine monoton aufsteigende Zahlenfolge} eine regulére
Sprache?

Losung:

(a) Fiir alle Worter der Liange n > 10 ist die Aussage des Pumping-Lemmas erfiillt, da die
zugrunde liegende Menge leer ist. Die Sprache L, ist endlich und somit regulér.

(b) Wir zeigen, dass die Aussage des Pumping-Lemmas nicht erfiillt ist und somit L; nicht reguldr
sein kann.

Beweis: Sei n € N beliebig aber fest. Wir wihlen w = 0™1". Sei w = uwvx eine beliebige
Zerlegung mit |uv| < n, v # e. Dann gilt u = 0%, v = 0/ fiir Zahlen 4, j mit i +j < n,j > 0.
Das Wort uv?z = 0"/1" liegt nicht in Ly, da (uv?z)y = (Uv2x)L\uv2x|/2J = 0. Somit gibt es
fiir jedes n € N ein Wort w in Ly, fiir das keine Zerlegung entsprechend dem Pumping-Lemma
existiert.

(c) Wir zeigen, dass die Aussage des Pumping-Lemmas nicht erfiillt ist und somit L nicht regulir
sein kann.

Beweis: Sei n € N beliebig aber fest. Wir withlen w = a"b"c?". Sei w = uvx eine beliebige
Zerlegung mit |uv| < n, v # e. Dann gilt u = a, v = o/ fiir Zahlen i, j mit i +j < n,j > 0.
Das Wort uv’z liegt nicht in L., da |uv’z|, = |uvz|, — j < n, |[u’z|y = n, [un’z|. = 2n #
luv®z|, + [uvz|p. Somit gibt es fiir jedes n € N ein Wort w in L., fiir das keine Zerlegung
entsprechend dem Pumping-Lemma existiert.



(d) Wir zeigen, dass die Aussage des Pumping-Lemmas fiir jedes k € N erfiillt ist. Sei w € Ly mit
|w| >n =1 mit w=uvr und u = € und v = wy. Das Wort uv’z = vix enthilt also i Kopien
des ersten Zeichens am Wortanfang. Die Zeichenfolge in viz bleibt monoton aufsteigend und
das Wort ist somit in L; enthalten.

Wir konstruieren induktiv fiir jedes k € N einen DEA Ay, der L, akzeptiert, und zeigen somit,
dass Ly reguldr ist.

Verankerung, k= 1:

A1 =(Q1 ={aq1},01,q1, F1 = Q1} mit 61(q1,1) = q1
Induktive Forsetzung:

A1 = (Qry1 = Qr U{qut1}, Onr1, Frpr = Fi U {qr41})

0(q,x € Qg,xr €N
5k+1(Qa$):{ (q ) q Qk k

a1 r=k+1

(e) Die Aussage des Pumping-Lemmas ist auch fiir k& = oo erfiillt, die Menge Lo, ist allerdings
keine formale Sprache (und somit auch keine regulire Sprache), da das zugrunde liegende
Alphabet nicht endlich ist.

Aufgabe 6 (1 + 3 + 1 = 5 Punkte)

Gegeben seien zwei Sprachen iiber dem Alphabet ¥ = {(,)}: Ly ist die Sprache, in der auf jede
offnende Klammer direkt eine schlieflende folgt. Lo ist die Sprache der korrekten Klammerausdriicke
(siche Vorlesung 3, Folie 10).

(a) Geben Sie Ly in Mengenschreibweise an.

Hinweis: Fiir ein Wort w konnen Sie das Teilwort von w, das vom i-ten Zeichen bis zum j-ten
Zeichen geht, mit w; ; bezeichnen.

(b) Geben Sie fiir L; und Lo jeweils die Aquivalenzklassen der Nerode-Relation (in Mengen-
schreibweise) an. Geben Sie aulerdem fiir jede Aquivalenzklasse K die Menge Sk der giiltigen
Suffixe an, also die Menge der z € ¥*, sodass fiir jedes u € K gilt: uz € Ly bzw. uz € Lo.

(c) Ist Ly bzw. Lo reguldr? Wenn ja, geben Sie einen DEA mit der minimalen Anzahl von Zu-
stédnden an.

Loésung;:

(a) Lo = {w e X" | fw[¢ = [w), V0 <@ < fwl: [woly <[wo

3
(b) Ly hat drei Aquivalenzklassen:

o [8] = Ll, S[E] = Ll.

o [((|={w(|we L}, S[(] ={Dw|we L}

L [((] = {U((U | u,v € E*}, S[((] = 0.

Ly hat unendlich viele Aquivalenzklassen:



e Fiir jedes i € Ny bildet [(*] = {w € ¥* | |w|¢ — |w|y = i,V0 < i < |w]: |wo,]y <
|woi|(} eine eigene Aquivalenzklasse mit S[(i} ={w e ¥ | |wly — |w|(=14V0 <i<
[0l w; jw|=1]¢ < |Ws -1y }-

e Die Menge )] = {uv | u,v € £, |uly > |u|¢} bildet eine Aquivalenzklasse mit Sy,

0.

(¢) Ly ist nicht reguliir, da es unendliche viele Aquivalenzklassen gibt. L; hat 3 Aquivalenzklassen
und ist somit reguldr. Der Minimalautomat sieht wie folgt aus:

)
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