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Letzte Vorlesung A“(IT

m Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

® Ogden’s Lemma fir kontextfreie Sprachen

m L={abc'|i> 1} ist kontextsensitiv aber nicht kontextfrei
a Nutzlose Variablen effizient finden und eliminieren

a Leere und endliche kontextfreie Sprachen effizient erkennen

Nachtrag:
m Kontextfreie Sprachen sind abgeschlossen unter

a Vereinigung
a Konkatenation
a Kleenschem Abschluss
a Kontextfreie Sprachen sind nicht abgeschlossen unter

a Durchschnitt
a Komplementbildung
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weitere Eigenschaften kontextfreier Sprachen  {JT

Satz:

Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen bzgl. Verei-
nigung, Konkatenation und Kleenschem Abschluss.

Beweis:

m Seien Ly kontextfreie Sprache mit Grammatik Gy = (X, V4, Sy, Ry).
m Seien L, kontextfreie Sprache mit Grammatik Go = (X, Vo, Sp, Ro).
m OBdA. seiVinV, =

Vereinigung: Die Grammatik

V = VuWu{S}

S neues Startsymbol

R = RIURU{S— S, S— S}
erzeugt Ly U L.
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weitere Eigenschaften kontextfreier Sprachen  {JT

Satz:

Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen bzgl. Verei-
nigung, Konkatenation und Kleenschem Abschluss.

Beweis:
m Seien Ly kontextfreie Sprache mit Grammatik Gy = (X, V4, Sy, Ry).
m Seien L, kontextfreie Sprache mit Grammatik Go = (X, Vo, Sp, Ro).
m OBdA.seiVinV, =
Konkatenation: Die Grammatik

V = VUuWu{S}

S neues Startsymbol

R = R URQU{S—>S1SQ}
erzeugt Ly - Lo.
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weitere Eigenschaften kontextfreier Sprachen  {JT

Satz:

Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen bzgl. Verei-
nigung, Konkatenation und Kleenschem Abschluss.

Beweis:

m Seien Ly kontextfreie Sprache mit Grammatik Gy = (%, V4, Sy, Ry).
m Seien L, kontextfreie Sprache mit Grammatik Go = (X, Vs, S, Ro).
m OB.dA. seiVinV, =0Q.

Kleenscher Abschluss: Die Grammatik

Vv = VU{S}

S neues Startsymbol

R = RU{S—¢S—S5S— S}
erzeugt LJ.
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weitere Eigenschaften kontextfreier Sprachen  {JT

Satz:
Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen bzgl.
Komplementbildung und Durchschnitt.

Beweis:
Schnitt: Betrachte die kontextfreien Sprachen
Ly={ab |i>1} Ly = {c}*
Ly = {a}* Ly={bc'|i>1}
Nach dem letzen Satz sind dann auch L; - Lo und L3 - L4 kontextfrei.

Es ist dann o
L:=LiLoNLaly = {a’b’c’ | i> 1}

Diese Sprache ist nicht kontextfrei.
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weitere Eigenschaften kontextfreier Sprachen

Satz:

Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen bzgl.
Komplementbildung und Durchschnitt.

Beweis:
Komplementbildung:

a Angenommen, die Klasse der kontextfreien Sprachen ware bzgl.
Komplementbildung abgeschlossen.

m Dann wiirde fir beliebige kontextfreie Sprachen Ly, L, gelten
(LS U LS)® = Ly N Ly ist wieder kontextfrei.

m Dies ist ein Widerspruch zur ersten Aussage des Satzes.
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Ein Maschinenmodell fiir Chomsky-2

Typ-0 semi-entscheidbar <«
Typ-1 kontextsensitiv =
Typ-2 kontextfrei —
Typ-3 reguléar =

Vories gam22J aaaaa 201

NTM akzeptiert
NTAPE(n)

?2??

DEA / NEA

INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK



Ein Maschinenmodell fir Chomsky-2 ﬂ("'

Typ-0 semi-entscheidbar <«
Typ-1 kontextsensitiv =
Typ-2 kontextfrei —
Typ-3 reguléar =

4 22,01.2019  Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik
Vorlesung am 22. Januar 2019

NTM akzeptiert

NTAPE(n)

nichtdet. Kellerautomat (NPDA)
DEA /NEA
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Ein Maschinenmodell fir Chomsky-2 ﬂ("'

Typ-0 semi-entscheidbar <= NTM akzeptiert

Typ-1 kontextsensitiv < NTAPE(n)
Typ-2 kontextfrei <= nichtdet. Kellerautomat (NPDA)
Typ-3 reguléar <— DEA/NEA
Greibach det. Kellerautomat
Normalform \ (DPDA)
NPDA mit \E )

leerem STACK
4 NPDA mit

kontextfreie / \ akzeptierenden

Grammatik Endzustanden
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Greibach-Normalform ﬂ("'

Greibach-Normalform
Eine kontextfreie Grammatik ist in Greibach-Normalform, wenn alle
Ableitungsregeln von der Form

A—saxmitAe V,acXunda € V*

sind.

Satz:

Fur jede kontextfreie Grammatik G, fur die L(G) das leere Wort nicht
enthalt, kann eine (&quivalente) kontextfreie Grammatik G' mit L(G) =
L(G') in Greibach-Normalform konstruiert werden.

22.01.2019 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis — Ersetzung (i) ﬂ(".

institut f Technologie.

Folgende Ersetzungen &ndern nichts an der erzeugten Sprache:

Ersetzung (i). Eine Regel
A— 4 B(Xg

wobei
B—pBy, B—=pBo, .... B=p;

alle Regeln sind, deren linke Seite B ist, kann durch die Regeln
A— 0o ,31 [1%)
A — aqfonz
A= aqBraz

ersetzt werden.

22,01.2019  Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis — Ersetzung (ii) ﬂ(".

Folgende Ersetzungen &ndern nichts an der erzeugten Sprache:

Ersetzung (ii). Seien
A— Aaq, ..., A— A,
A= By, ..., A= Bs

alle Regeln, deren linke Seite A ist, wobei §; nicht mit A beginnen. Dann

kénnen die Regeln
A— Axq, ..., A— Aay

durch die Regeln
A— BB, ..., A— BsB
B—ay, ..., B—ar,
B—waB, ..., B— uaB
ersetzt werden. Dabei sei B eine neu eingeflhrte Variable.

7 22,01.2019  Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis — Definitionen ﬂ(".

Annahme G ist in Chomsky-Normalform mit

V={A ..., An}
Y=A{ay,....,an}

und hat damit ausschlieBlich Regeln der Form

A,’ — AjAk
A,‘ — 4.

Die Grammatik in Greibach-Normalform wird zusétzlich die Variablen
By, ..., B, benutzen. Sei also

V/ = {A1,,Am,B1,,Bm}

8 22.01.2019 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis — Invarianten ﬂ(".

institut f Technologie.

V/::{A1,...,Am,B1,...,Bm} 22{31,,62”}

zu Beginn mit Regeln der Form
A,‘ — AjAk
A,‘ — &j.

Wahrend der Umformung sind folgende Invarianten erfUllt.

1.Invariante
Die rechte Seite einer Regel, deren rechte Seite mit einer Variablen
beginnt, besteht nur aus Variablen.

22.01.2019 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis — Invarianten ﬂ(".

V/::{A1,...,Am,B1,...,Bm} 22{31,,62”}

zu Beginn mit Regeln der Form

A,‘ — AjAk
A,‘ — &j.

Wahrend der Umformung sind folgende Invarianten erfUllt.

2.Invariante
Die rechte Seite einer Regel, deren rechte Seite mit einer Variablen
beginnt, beginnt mit einer Variablen aus V = {Ay,..., An}.

22.01.2019 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis — Invarianten ﬂ(".

institut f Technologie.

V/::{A1,...,Am,B1,...,Bm} 22{31,,62”}
zu Beginn mit Regeln der Form
A,‘ — AjAk
A,‘ — &j.
Wahrend der Umformung sind folgende Invarianten erfUllt.

3.Invariante
Symbole aus % kommen nur als erstes Zeichen der rechten Seite einer

Regel vor.

22.01.2019 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis — Invarianten ﬂ(".

V/::{A1,...,Am,B1,...,Bm} 22{31,,62”}
zu Beginn mit Regeln der Form
A,‘ — AjAk
A,‘ — &j.
Wahrend der Umformung sind folgende Invarianten erfUllt.

4.Invariante

Die rechte Seite einer Regel, deren linke Seite aus V = {A;,..., An} ist
und deren rechte Seite mit einer Variablen aus V beginnt, beginnt sogar
mit zwei Variablen aus V.

22.01.2019 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis — Invarianten ﬂ(".

V/::{A1,...,Am,B1,...,Bm} 22{31,,62”}
zu Beginn mit Regeln der Form
A,‘ — AjAk
A,‘ — &j.
Wahrend der Umformung sind folgende Invarianten erfUllt.

5.Invariante
Die rechte Seite einer Regel, deren linke Seite aus V/\V = {Bjy, ..., Bn}
ist, besteht nur aus Variablen.

22.01.2019 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis — Invarianten ﬂ(".

institut f Technologie.

V/::{A1,...,Am,B1,...,Bm} 22{31,,62”}
zu Beginn mit Regeln der Form
A,‘ — AjAk
A,‘ — &j.

Wir formen G zunachst so um, dass auf3er Invarianten 1-5 noch die
néchste Invariante gilt:

6.Invariante
Falls A; — Ajx Regel ist, so giltj > I.

9 22.01.2019 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis — Ubersicht Invarianten

1.Invariante Die rechte Seite einer Regel, deren rechte Seite mit einer
Variablen beginnt, besteht nur aus Variablen.

2.Invariante Die rechte Seite einer Regel, deren rechte Seite mit einer
Variablen beginnt, beginnt mit einer Variablen aus V = {A+,..., An}.

3.Invariante Symbole aus > kommen nur als erstes Zeichen der rechten
Seite einer Regel vor.

4.Invariante Die rechte Seite einer Regel, deren linke Seite aus
V={A..., Am} ist und deren rechte Seite mit einer Variablen aus V
beginnt, beginnt sogar mit zwei Variablen aus V.

5.Invariante Die rechte Seite einer Regel, deren linke Seite aus
VI\V ={B;,..., Bn} ist, besteht nur aus Variablen.

6.Invariante Falls A; — A;a Regel ist, so giltj > /.

’ Testen Sie sich: Wann gelten welche Invarianten?

10 22.01.2019 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis — Beispielgrammatik

{A1, A2, A3}

= {01}

A

= {A1 = AxAs,

As — A3Aq, A — 1,
Az = AjAs, A3 — 0}

I n M<
Il

1 22,01.2019  Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis — Verfahren Schritt 1 ﬂ("'

Vorher: Grammatik in Chomsky-Normalform
Nachher: 6. Invariante gilt: Falls A; — Aja Regel ist, so gilt j > i.

Aktion: Dabei wenden wir in dieser Reihenfolge an:
Ersetzung (ii) zur Ersetzung aller Regeln A1 — Aja

Ersetzung (i)  zur Ersetzung aller Regeln A, — Aqa
Ersetzung (ii) zur Ersetzung aller Regeln Ao — Ao«

(i
(i
Ersetzung (i)  zur Ersetzung aller Regeln A3 — Aqa
Ersetzung (i)  zur Ersetzung aller Regeln Az — Ao«
Ersetzung (ii) zur Ersetzung aller Regeln A3 — Az«

(

(

(

(

Ersetzung (i)  zur Ersetzung aller Regeln Ay — Aqa
Ersetzung (i)  zur Ersetzung aller Regeln Ay — Asa
Ersetzung (i)  zur Ersetzung aller Regeln Ay — Az«
Ersetzung (ii) zur Ersetzung aller Regeln Ay — Asa

12 2201.2019  Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis — Schritt 1 Beispiel

Ersetzung (i) zur Ersetzung der Regeln A3 — Aqa

A — wyBas

B~ Bil-Iby

4 {A1, Az Ag}

T = {01}

S = A

R (A1 — AcAs,
As — AgAq|1,
As — A1 A|0}

Vories gam22J aaaaa 201

A

] M <

_>
—

a1 Bqaz) - w1 Brag

Bal - |Br

{Aq1, Az, A3}

{0, 1}

Aq

{A1 = AgAs,
Ay — AsAql1,
Az — AxA3Az|0}

INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK



Beweis — Schritt 1 Beispiel ﬂ("'

Ersetzung (i) zur Ersetzung der Regeln A3 — Ao

A — a1Bas A — wyBraz|---|agBraz
B~ Bil-Iby B~ pil- b
V. = {A1 A As} V. = {A1 A As}
Y = {01} Y = {01}
S = A S = A
R {A1 — A2A3, R = {A1 — A2A3,
Az — AsAi|1, As — AsAql1,
As — AsAgAs|0} Ag — AgAqAgAo,

A3 — 1A3A2|0}

13 2201.2019  Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis — Schritt 1 Beispiel

Karlsruher Institut fur Technologie

Ersetzung (ii) zur Ersetzung der Regeln A3 — Asa

A
A

I M<

%
%

Ay - |Aa,
181’|5s

{A1, Az, A3}

{0.1}

A

{A1 = AzAs,
A — AzA4 |1,
Az — A3A1A3A,
A3 — 0|1A3A2}

22.01.2019 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik

Vorlesung am 22. Januar 2019

A

> m W
Ll

I n M<

%

B1B|---|psB
0‘1| T |D‘r,
a1B|---|arB
ﬁ1 ’ T ’,Bs
{Ay, Az, A3}
{0,1}

A

{A1 —>A2A3,
Ao —>A3A1|1,

A3 — OB3|1A3A283,
Bz — A1A3Az|A1A3AzBs,
A3 — 0‘1A3A2}

INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis — Verfahren Schritt 2

Vorher: Alle Regeln sind von der Form

A — axmitac (V) acx
oderA — amita e (V)*

Wegen Invariante 6
m beginnen alle Regeln A, — a mit einem a € %,
m beginnen alle Regeln A;,,—1 — a mit einem a € X oder mit Ap,.

Aktion: Ersetze mit absteigenden k alle Regeln der Form
Ax — amita € (V)*
mittels Ersetzung (i).

Nachher: Alle Regeln mit linker Seite in V = {Ay,..., An} sind von der
Form

A — axmitac (V),aex

22.01.2019 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
Vorlesung am 22. Januar 2019



15

Beweis — Schritt 2 Beispiel

Ersetzung (i) zur Ersetzung der Regeln A, — o, a € (V')*

A
B

] M <

—
—

XA B(Xg

ﬁ1||/5r

{Aq1, Az, A3}

{0, 1}

Ay

{A1 = A2As,
Ax — AzAq1,

A3 — 083|1A3A283,

A3 — 0|1A3A2,
B; — A1A3Az,
B3 — A1A3A2Bs}

22.01.2019 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik

Vorlesung am 22. Januar 2019

A
B

] v M <

%
_>

a1 Praz) - lagfrag

Bal - 1Br

{A1, A2, As}

{o.1}

Aq

{A1 = A2As,
A —5 0B3Aq|1AgA2BsA,,
A —5 0A1[1AgAsA 1,
Az — 083‘1A3AQB3,
Az — 0|1A3A2,
Bs — A1A3Az,
B3 — A1A3A2Bs}

INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis — Schritt 2 Beispiel

Ersetzung (i) zur Ersetzung der Regeln A; — «, a € (V/)*

V:

Z:
S =
R

22.01.2019

{A1, Az, A3}
{o.1}
Aq
{A1 = AzAg,
Ao — 0ByAq|1AsAsBaAr,
Ao — 0A|1AsAsAq |1,
As — 0Bs|1AgAzBs,
Az — 0|1A3A;,
By — A1A3Az|A1A3AzBs}

Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik
Vorlesung am 22. Januar 2019

%

%
S
R

{A1, Az, A3}
{0.1}
Aq
{A1 — 0B3A1 A3,
A — 1A3AQB3A1 A3,
A1 — 0A1 A3|1A3A2A1 A3,
Ay — 1As,
As — 0B3Aq|1A3A2B3 A,
A — 0A4 |1A3A2A1 |1,
Az — OB3|1A3AQB3,
Az — 0|1A3A2,
B3 — A1A3A2|A1A3AxBs}

INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK



Beweis — Verfahren Schritt 3 ﬂ("'

Vorher: Alle Regeln mit linker Seite in V/ = {By, ..., Bn} sind von der
Form

B — Axmitac (V)" AcV,BeV

(Vergleiche Invarianten 2 und 5.)

Aktion: Ersetze alle Regeln der Form
B — Aja mit a € (V/)*

mittels Ersetzung (i).
Nachher: G ist in Greibach-Normalform.

16 22.01.2019 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis — Schritt 3 Beispiel ﬂ("'

Ersetzung (i) zur Ersetzung der Regeln B3 — Aja,a € (V/)*

A; — 1A3|0B3A; As, A; — 0B3A;As,

Ay — 1A3A:B3A1 A3, Ay — 1A3A:B3A1 A3,

A1 — 0A1 A3|1A3A2A1A3, A1 — 0A1 A3|1A3A2A1 A3‘1A3,
A2 — 083A1 ‘1A3A283A1 , A2 — 083A1 |1A3A283A1 ,

A2 *)0A1’1A3A2A1‘1, A2 *)0A1‘1A3A2A1‘1,

A3 — 083’1A3A283‘0‘1A3A2, A3 — 083‘1A3A283‘0‘1A3A2,

By — A;AgAg|Ai A A Bs By — 1A3A3A5|0B3A A3 AsAs,

By — 1A3AsA1 AgAsAg|0A; AgAs Ay,

BS — 1A3AQB3A1 A3A3A2,

By — 1A3A3A283|OB3A1 A3A3AB5,

By — 1A3AsA1 AgAgAx Bs|0A; Ag Ag Ao Bs,
B; — 1A3AQB3A1 A3A3AQB3

17 22.01.2019  Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Ein Maschinenmodell fir Chomsky-2 ﬂ("'

Typ-0 semi-entscheidbar <= NTM akzeptiert

Typ-1 kontextsensitiv < NTAPE(n)
Typ-2 kontextfrei <= nichtdet. Kellerautomat (NPDA)
Typ-3 reguléar <— DEA/NEA
Greibach det. Kellerautomat
Normalform \ (DPDA)
NPDA mit \E )

leerem STACK
4 NPDA mit

kontextfreie / \ akzeptierenden

Grammatik Endzustanden

18 22.01.2019  Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Kellerautomaten ﬂ(".

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat (NPDA, Pushdown Automa-
ton) besteht aus (Q, %, T, qo, Z. 9, F), wobei

® Q endliche Zustandsmenge

m X endliches Eingabealphabet

m I endliches STACK-Alphabet

B gp € Q Anfangszustand

m 7 €T Initialisierung des STACK
[

5: Qx (ZU{e}) x T — 29<I" Ubergangsrelation, d.h.

®i(qaZ) <{(qar)qgeQyeTl*}
m5(qe2)C{(@r)|qgeQyel*}

m F C Q Menge der akzeptierenden Endzusténde,
F = @ ist mdoglich.

22.01.2019 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Kellerautomaten — Visualisierung

Eingabeband

E|i 'n|g|a|b|e

Kellerautomat

20 22.01.2019 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik
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Q|wW|»

#
Keller
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Kellerautomaten — Arbeitsweise ﬂ("'

Eine Konfiguration eines NPDA ist ein Tripel (g, w, &) mit

m g € Q aktueller Zustand,

m w < X* der Teil der Eingabe, der noch nicht gelesen wurde,
m « € I'* STACK-Inhalt.

Zu Konfiguration (q, wy - - - wk, Z; - - - Zm) gibt es die Nachfolgekonfi-
gurationen:

(q wo- w2y Z}Z - Zp) fUralle (¢, 2] --- Z}) € 6(q, wy, Zy)
und

(g, wy- w2y - ZlZy--Zp) fUralle (¢, Z]--- Z}) € 6(q.¢,Zy).

21 22.01.2019 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Kellerautomaten — Arbeitsweise ﬂ("'

Ein NPDA akzeptiert ein w € X* durch leeren STACK, wenn es ei-
ne zulassige Folge von Konfigurationen aus der Anfangskonfiguration
(qo. W, Zp) in eine Konfiguration (g, ¢,¢), g € Q, gibt.

Ein NPDA akzeptiert ein w € X* durch einen akzeptierenden
Endzustand, wenn es eine zulassige Folge von Konfigurationen aus
der Anfangskonfiguration (qg, w, Zp) in eine Konfiguration (g, €, y) mit
g € Fund vy € T'* gibt.
Ein NPDA ist deterministisch (DPDA), falls

6(9.2,2)| +16(q.e,.2)| < 1
firallege Q ac XL, ZeT.
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Kellerautomaten — Beispiel ﬂ("'

Ein DPDA fiir L = {w#w" | w € {0,1}*}. Informelle Beschreibung:
m Betrachte beliebiges Wort wy - - - wa#w, - - - wy € L.

Phase 1
@ Lies wy - - - wp und schreibe jeweils w; auf den STACK bis # gelesen.

Phase 2

m Lies w; - - - wy und vergleiche den jeweils gelesenen Buchstaben mit
dem jeweils obersten Buchstaben auf dem STACK.

a Gleichheit: Nimm obersten Buchstaben vom STACK
m Sonst: Stoppe in nichtakzeptierenden Zustand

Phase 3
@ Ist nur noch Z; auf dem STACK

a Entferne Z,
m Akzeptiere die Eingabe “mit leerem STACK”
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Kellerautomaten — Beispiel AT
Ein DPDA fiir L = {w#w"? | w € {0,1}*1.

(Q={q.91. 92}, Z={0,1,#}, T=2U{Z%}) qo. 2, 6, D)

(S(Q0,0,Z()) = (Q1,0ZO> Phase 1
(. 1.2%) = (q1.1%)

5(g1,0,0) = (gy,00)

5(g1,0,1) = (gy,01)

5(g1,1,0) = (gy,10)

5(gr.1,1) = (g4, 1)

5(g1,#.0) = (g2.0) Trennzeichen gelesen = Zu Phase 2
gy, #.1) = (g2 1)

5(g2,0,0) = (go.¢) Phase 2
(e 1,1) = (q2.¢)

5(q.e.Zy) = (Qo.e) Phase 3

Vorlesung am 22. Januar 2019



Beispiel — Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

5(90,0, %) = (g1,02) Zustand Eingabe STACK
6(0.1.2%) = (q1.1%)
6(91.0,0) = (a1,00)
6(g1.0,1) = (g1,01)
6(g1,1,0) = (a1,10)
slar11) = (ar11)
6(q1,#,0) = (g 0)
6(qr.#.1) = (q2.1)
6(92,0,0) = (QGo.¢)
6(q.1.1) = (g9
6(q.e,.%) = (Qe)
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Beispiel — Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

5(90,0, %) = (g1,02) Zustand Eingabe STACK
5(qo.1.2) = (a1.1%)

6(61,0.0) = (q1,00) oo 0N o2
6(g1.0,1) = (g1,01) @ # 0
5(g1,1.0) = (g1,10)

é(gr,1,1) = (g4, 11)

5(g1.#.0) = (g2,0)

(g1, #.1) = (g2 1)

5(q2,0,0) = (go.¢)

0(ge,1,1) = (q2.¢)

0(qe.e.Zy) = (q2.¢)

Torsts
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Beispiel — Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

5(0.0.2) = (q1.0%) Zustand _ Eingabe  STACK
5(90.1. %) = (q1,12%)

5(91,0,0) = (g1,00) 7o 081#188 050
6(q1.0,1) = (gv,01) 4 1#100 002,
5(g1,1,0) = (gy,10) i " °
é(gr,1,1) = (g4, 11)

5(q,#.0) = (q.0)

5(qr,#,1) = (g2, 1)

5(g2,0,0) = (go.¢)

6(g2,1.1) = (q29)

0(qe.e, %) = (q2¢)

Torsts
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Beispiel — Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

5(0,0,Z) = (qy,02) Zustand Eingabe STACK
5(90.1. %) = (q1,12%)

5(g4,0,0) = (g4,00) o 081#188 050
6(q1.0,1) = (gv,01) 4 1#100 002,
6(q1,1,0) = (g4,10) 7 #100 10020
s 1,1) = (qp.11) 9 # 0
5(q,#.0) = (q.0)

5(qr,#,1) = (g2, 1)

5(g2,0,0) = (go.¢)

6(g2,1,1) = (g¢)

0(qe.e, %) = (q2¢)

Torsts
Vorlesung am 22. Januar 2019



Beispiel — Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

6(90.0.2) = (q1,0%) Zustand Eingabe  STACK

5(90.1. %) = (q1,12%)

5(91,0,0) = (g1,00) o 081#188 050

6(q1.0,1) = (gv,01) 4 1#100 002,

6(q1,1,0) = (a4,10) 4 #100 1002,

S, 1,1) = (g1,11) 7 # °
% 100 1002,

5(q,#.0) = (q.0)

5(qr,#,1) = (g2, 1)

6(g2,0,0) = (qo.¢)

6(g2,1.1) = (q29)

0(qe.e, %) = (q2¢)

Torsts
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Beispiel — Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

5(90,0, %) = (g1,02) Zustand Eingabe STACK
5(qo.1.2) = (a1.1%)
5(g1,0,0) = (1,00 G 0017100 %
_ a1 014100 0Z,
5(g1,1,0) = (g1,10) . {00 1002
(g 1,1) = (g, 11) o # 0
% 100 1002,
6(qr.#.0) = (g2,0) Q2 00 002,
gy, #.1) = (g2,1)
5(q2,0,0) = (go.¢)
0(ge,1,1) = (q2.¢)
(e, L) = (Qe)
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Beispiel — Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

5(90,0, %) = (g1,02) Zustand Eingabe STACK
5(qo.1.2) = (a1.1%)
5(g1,0,0) = (1,00 o 0017100 %
_ o) 01#100 0Z,
5(g4,0,1) (g4,01)
- 0 14100 002,
é(gr,1,1) = (g4, 11) A 0
% 100 1002,
6(qr.#.0) = (g2,0) Q2 00 002,
(g1, #.1) = (g2 1) Q 0 02,
5(q2,0,0) = (go.¢)
0(ge,1,1) = (q2.¢)
0(qe.e.Zy) = (q2.¢)
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Beispiel — Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

5(0,0,Z) = (qy,02) Zustand Eingabe STACK
5(90.1. %) = (q1,12%)
6(1,0,0) = (gy,00) o 081#188 050
5a1.0.1) = (gr.01) @ 0 ooz
6(g1,1,0) = (gy,10) 7 #100 10020
5(g1,1,1) = (gy,11) 7 # .
% 100 1002,
5(q1,#,0) = (go,0) Q2 00 002,
a1, #.1) = (g2, 1) Q2 0 02,
5(02,0,0) = (g % &
6(g2,1,1) = (g¢)
0(qe.e, %) = (q2¢)
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Beispiel — Berechnung fiir Eingabe 001#100 AT

5(90,0, %) = (g1,02) Zustand Eingabe STACK
6(0.1.2%) = (q1.1%)
6(g1,0.0) = (q1,00) o %
_ % 014100 02,
6(g1,0,1) = (g1,01)
- x 14100 002,
6(q1,1,0) = (gs,10)
o(gr1.1) = (a1 11) iy "o 1002
o ! % 100 1002
6(qr.#.0) = (g2,0) Q2 00 002,
(g1, #.1) = (g2 1) Q 0 02,
6(g2,0,0) = (qo¢) % 2
6(g2,1,1) = (g¢) akzeptiert durch leeren STACK
6(q.e,.%) = (Qe)

25 22.01.2019 ten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Kellerautomaten — Beispiel 2 ﬂ("'

Ein NPDA fiir L = {ww” | w € {0,1}*}. Informelle Beschreibung:
@ In diesem Fall fehlt das Trennzeichen.

m Der NPDA funktioniert wie der DPDA aus dem letzten Beispiel.
m Der Ubergang in Phase 2 funktioniert allerdings nichtdeterministisch.

Bemerkung:
w Firdie Sprache L = {ww” | w € {0,1}*} gibt es keinen DPDA.
m NPDAs kénnen also mehr als DPDAs.
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Kellerautomaten — Beispiel 2 AT
Ein NPDA fiir L = {ww? | w € {0,1}*}.

(Q={q.91. 92}, Z={0,1,#}, T=2U{Z%}) qo. 2, 6, D)

6(q0,.0.Z0) = {(91,0%)} Phase 1
5(.1.%) = {(g1.12%)}

5(g1,0,0) = {(94,00),(go,€)}
5(g1,0,1) = {(gy,01)}

5(g1,1,0) = {(g1,10)}

S(gr,1,1) = {(g1,11),(qe.€)}
3(92,0,0) = {(g.¢)} Phase 2
5(ge1,1) = {(g 9}

5(qe e, Zo) = {(q 9} Phase 3

Vories gam22J aaaaa 201



Ein Maschinenmodell fiir Chomsky-2

Satz:

Zu einem NPDA, der eine Sprache L durch einen akzeptierenden End-
zustand akzeptiert, kann ein NPDA konstruiert werden, der L mit lee-
rem STACK akzeptiert.

Greibach det. Kellerautomat
Normalform \ (DPDA)
NPDA mit \E )

leerem STACK
4 NPDA mit

kontextfreie / \ akzeptierenden

Grammatik Endzustanden

28 22.01.2019 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis — Beschreibung ﬂ("'

Sei Ay = (Q1,%,T1,81, 94, Z}, F1) NPDA, der L durch Ubergang in
einen Zustand aus F; akzeptiert.

Wir konstruieren dazu einen NPDA A, = (Qo, %, T, 0o, g3, Z2), der L
durch leeren STACK akzeptiert.

Sei g ein neuer Zustand.

Sei Z2 ein neues STACK-Symbol.

Idee der Konstruktion von A,.

Lege zu Beginn Z2 vor Z] auf den STACK, so dass der STACK nicht
“versehentlich” geleert werden kann.

Dann Verfahre wie in A;.
Wenn Zustand in F; erreicht wird: Gehe zu gg und leere den STACK

22.01.2019 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis — Konstruktion ﬂ("'

w Ay =(Q1,%.T4,61,9}. Z], F1) akzeptiert durch Endzustand
w Ay = (Q,%,Ty, 62,5, Z2), akzeptiert durch leeren STACK
m Sei gr ein neuer Zustand.

® Sei Z2 ein neues STACK-Symbol.

Q = Q;U{d5 qe}
I, = F1U{Zg}
bo(dg. e 28) = {(a3.2328)}

d0(q.a,Z2) = é61(qa2)firge @y, a#e ZeTy
q€Q1\F1, a=¢ ZeTy

62(q.6,.Z) = 61(q.eZ2)U{(qe.e)} firqge Fy, Z€Ty
bo(qe,e.Z) = {(qe.e)}furZ ey
5(-) = @ sonst
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Ein Maschinenmodell fiir Chomsky-2

Satz:

Zu einem NPDA, der eine Sprache L mit leerem STACK akzeptiert,
kann ein NPDA konstruiert werden, der L durch einen akzeptierenden
Endzustand akzeptiert.

Greibach

det. Kellerautomat
Normalform \ (DPDA)

NPDA mit
leerem STACK -\
NPDA mit

kontextfreie / \ akzeptierenden

Grammatik Endzustanden
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Beweis — Beschreibung ﬂ("'

Sei Ay = (Q,%,T4,61,q3,Z3), ein NPDA der w € L mit leerem
STACK akzeptiert.

Wir konstruieren dazu einen NPDA A, = (Qy, X, T3, do, qg,ZOZ, F2),

der genau die w € L durch Ubergang in einen Zustand g € F»
akzeptiert.

Sei Z2 ein neues STACK-Symbol.
Sei gr ein neuer (End-)Zustand.
Sei qg ein neuer (Anfangs-)Zustand.

Idee der Konstruktion von A,.

Lege zu Beginn Z2 vor ZJ auf den STACK, und 18sche Z2 nur, wenn
die Abarbeitung von 4 durch leeren STACK akzeptiert hétte.

Gehe in Endzustand gg, wenn A4 durch leeren STACK akzeptiert
hétte.
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Beweis — Konstruktion ﬂ("'

Ay = (Q4,%,T1,61, 9}, Z], F1) akzeptiert durch leeren STACK.
Ap = (Qo,%,T2,0, g3, Z2), akzeptiert durch Endzustand.

gr neuer (End-)Zustand.

]
]
a qg neuer Anfangszustand.
]
]

Z2 ein neues STACK-Symbol.

Qo
F>
I'>

°
2(q5, a X)
52(9.a,2)
b2(q,6 28)

Q: U {d8 . gr}.
{ar}
ryu{z?}
{&&Q%}MMa:wMX:ﬁ
@ sonst
01(g.a, 2),fallsge Q,ac U {e}und Z € Ty

{(gr.e)} fur g € Q.
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Ein Maschinenmodell fiir Chomsky-2

Satz:
Fir eine Grammatik G in Greibach-Normalform kann ein NPDA kon-
struiert werden, der L(G) mit leerem STACK akzeptiert.

Greibach det. Kellerautomat
Normalform \ (DPDA)
NPDA mit \E )

leerem STACK
4 NPDA mit

kontextfreie / ‘\ akzeptierenden

Grammatik Endzustanden
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Beweis ﬂ(".

m Sei G= (%, V, S R) eine Grammatik in Greibach Normalform.
m Konstruiere gewlinschten Automaten A = (Q, %, T, 4, g, Zp)-

Q = {q} TI'=V Z:=S8
6(qo. a A) {(q0.2) | (A— an) € R}

Per Induktion Uber die Lange i einer Ableitung beweisen wir:

m S5 wy--- WA - An & Akann beim Lesen von wy - - - w; den
STACK-Inhalt Ay - - - Ap erzeugen. Moéglicherweise ist Ay - - - Ap = €.

Daraus folgt:
w A erkennt wy - - - w, mit leerem STACK < S 5 wy - - wj, in L(G)
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Beweis

Q = {q} TI'=V Z:=S8
5(qo.aA) = {(q.a)|(A— ax) € R}

Induktionsanfang ist mit / = 0O trivialerweise erflillt.
Induktionsschritt:

Sei i > 1 und “2” stehe fiir eine Ableitung der Lange j. Dann gilt

, JA eV,re{l,..., m} mit
SHw WA An = SN v w AA Ay
— Wy - WAy - Am.
Mit Induktionsvoraussetzung ist dies aquivalent zu
JA e V,re {1,..., m} so, dass
m A das Wort wy - - - wj_4 lesen und dabei STACK-Inhalt A’A; - - - A,
erzeugen kann, und
m A — wA;---A_q Regel von Gist.
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Beweis ﬂ(".

Q = {q} TI'=V Z:=S8
6(q.aA) = {(q.2)|(A— an) € R}

Induktionsanfang ist mit / = 0 trivialerweise erflillt.
Induktionsschritt:

Sei i > 1 und “2” stehe fiir eine Ableitung der Lange j.

Mit Induktionsvoraussetzung ist dies aquivalent zu

A eV,re{t,..., m} so, dass

m A das Wort wy - - - wj_4 lesen und dabei STACK-Inhalt A’A; - - - A
erzeugen kann, und

a A — wA;---A_4 Regel von Gist.

Dies ist genau dann erfiillt, wenn A das Wort wy - - - w; lesen und dabei
den STACK-Inhalt A; - - - Ay, erzeugen kann.
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Ein Maschinenmodell fir Chomsky-2 ﬂ("'

det. Kellerautomat

Greibach
Normalform \ (DPDA)
NPDA mit \E )
leerem STACK
4 NPDA mit

kontextfreie / \ akzeptierenden

Grammatik Endzustanden
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