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Letzte Vorlesung

Pseudopolynomiale Algorithmen
w Laufzeit: poly(|/], max(/))
o A(l) =OPT(/)

Absolute Approximationsalgorithmen

m Laufzeit: poly(|/])

e |A()-0OPT())| <K
a A(/) < OPT(/) + K bei Minimierungsproblem
a A(l) > OPT(/) — K bei Maximierungsproblem

Relative Approximationsalgorithmen

m Laufzeit: poly(|/])

a A(/) < K-OPT(/) bei Minimierungsproblem
w A(/) > 4 - OPT(/) bei Maximierungsproblem
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Definition AT

Erinnerung: R.4(/) %Tlg,) flr Minimierungsproblem
H A =
OZ(TISI) fir Maximierungsproblem

Zu einem polynomialen Approximationsalgorithmus A sei

es gibt ein Ny > 0, sodass R4(/) <r }

RS := inf {r 211 foralle / mit OPT(/) = No

Beispiel:
® Angenommen A(/) < K -OPT(/) + 3 fir alle /.
@ Dannist R4(/) = K+ 1fur OPT(/) =3

und R 4(/) = K + } fur OPT(/) = 6, usw.
a Wir haben aber R = K.
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Definition AT

Erinnerung: R.4(/) %Tlg,) flr Minimierungsproblem
H A =
OZ(TISI) fir Maximierungsproblem

Zu einem polynomialen Approximationsalgorithmus A sei

es gibt ein Ny > 0, sodass R4(/) <r }

RS := inf {r 211 foralle / mit OPT(/) = No

Beispiel:
® Angenommen A(/) < K -OPT(/) + 3 fir alle /.
@ Dannist R4(/) = K+ 1fur OPT(/) =3

und R 4(/) = K + } fur OPT(/) = 6, usw.
a Wir haben aber R = K.

A(l) <OPT()+ K furalle/ = Ry =1
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relative Approximation R A“(IT

RY < K bzw. A(I) < K - OPT(I)
poly(l1])
(€ absolute Approx. R
|A(I) — OPT(I)| < K
poly (1)
A\ Y,

N j
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relative Approximation R A“(IT

R%O S K bZW. .A(I) S K - OPT(I) Karlsruher Institut fir Technologie
poly(|1])

(€ absolute Approx. R

|[A(I) — OPT(I)| < K

poly(|Z])
Klasse P
A(I) = OPT(I)
poly(|Z[)
\ j
- y,
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relative Approximation

RY < K bzw. A(I) < K - OPT(I)

poly(|11)

\\

absolute Approx. R
|A(I) - OPT(I)| < K
poly(|1])

Klasse P
A(I) = OPT(I)

poly(|1])

j

N

min-Metric-TSP

!

max-Knapsack

j
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Metrisches TSP

Optimalwertproblem min-METRIC-TSP
Gegeben: vollstandiger Graph G = (V, E),
Gewichtsfunktion ¢c: E — Q
mit c(u, w) < c(u,v) +c(v,w)firalleu,v,w € V

Aufgabe: Minimiere die Lange bezlglich ¢ von einer Tour zu G.

Satz:

Fir das Optimalwertproblem min-METRIC-TSP existiert ein relativer
Approximationsalgorithmus A mit RS < 2.

Bemerkung:
a Esgilt sogar R 4(/) < 2 fir alle Instanzen /.
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2-Approximation von min-METRIC-TSP ﬂ("'

Beweis.
m Seil/=(G=(V,E),c) eine Instanz von min-METRIC-TSP.
Betrachte folgenden Algorithmus A:

@ Berechne einen MST (Minimum Spanning Tree) von G.
© Wahle einen beliebigen Knoten w als Wurzel.
© Durchlaufe den MST in einer Tiefensuche mit Startpunkt w

© Dies liefert: Tour T mit Start- und Endpunkt w, die jede Kante genau
zweimal durchlauft.

@ Konstruiere entlang T eine abgekiirzte Tour T, indem bereits
besuchte Knoten tibersprungen werden und die Tour T’ beim
nachsten unbesuchten Knoten fortgesetzt wird.

@ Ergebnis: A(/) = c(T') = Yect C(€)
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2-Approximation von min-MEeTRIC-TSP
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2-Approximation von min-METRIC-TSP ﬂ("'

Laufzeit: O(n?) firn=|V|. Das ist poly(|/]).
Approximationsgiite:
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2-Approximation von min-METRIC-TSP ﬂ("'

Laufzeit: O(n?) firn=|V|. Das ist poly(|/]).
Approximationsgiite:

Bei Minimierungsproblemen

= Wirwollen R (1) = gaylyy < K, also A(/) < K - OPT(J).

a Wir brauchen:

m eine obere Schranke fiir A(/) “Aist gut”
m eine untere Schranke fiir OPT(/) “viel besser geht es nicht”
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2-Approximation von min-METRIC-TSP ﬂ("'

Laufzeit: O(n?) firn=|V|. Das ist poly(|/]).
Approximationsgiite:

Bei Minimierungsproblemen

w Wirwollen R 4(/) = =24 < K, also A(l) < K - OPT(J).

OPT(])
a Wir brauchen:
m eine obere Schranke fiir A(/) “Aist gut”
m eine untere Schranke fiir OPT(/) “viel besser geht es nicht”

m Eine obere Schranke fur A(l):  A(l) =c(T') < ¢(T) =2-¢(MST)
m Eine untere Schranke fir OPT(/):  OPT(/) > ¢(MST).
Denn: Eine TSP-Tour kann als ein aufspannender Baum plus eine

zuséatzliche Kante betrachtet werden. Und MST ist ein kiirzester
aufspannender Baum.
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2-Approximation von min-METRIC-TSP ﬂ("'

Laufzeit: O(n?) firn=|V|. Das ist poly(|/]).
Approximationsgiite:

a Eine obere Schranke fur A(/):  A(l) =¢(T') < c¢(T)=2-¢(MST)
® Eine untere Schranke fir OPT(/):  OPT(/) > ¢(MST).

Denn: Eine TSP-Tour kann als ein aufspannender Baum plus eine
zuséatzliche Kante betrachtet werden. Und MST ist ein kiirzester
aufspannender Baum.

a Insgesamt erhélt man

obere Schranke 2. ¢(MST) 5
untere Schranke ~ ¢(MST)

Das heif3t A(/) <2-¢(MST) <2-0OPT(/).
B~ RY <2

RA(/) <
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Bemerkungen zur Approximierbarkeit AT

min-METRIC-TSP

m Wir haben eine 2-Approximation mit O(n?) Laufzeit gesehen.
m Es gibt eine 1.5-Approximation mit O(n®) Laufzeit.
~ Christofides-Algorithmus

m Es gibt keine 133-Approximation mit polynomialer Laufzeit.
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Bemerkungen zur Approximierbarkeit

min-MeTRIC-TSP
m Wir haben eine 2-Approximation mit O(n?) Laufzeit gesehen.
m Es gibt eine 1.5-Approximation mit O(n®) Laufzeit.

~ Christofides-Algorithmus

m Es gibt keine 133-Approximation mit polynomialer Laufzeit.

max-KNAPSACK

® Wir haben eine 2-Approximation mit O(nlog n) Laufzeit gesehen.
~ Greedy Algorithmus

m Es gibt eine 1.5-Approximation mit O(n®) Laufzeit.
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Bemerkungen zur Approximierbarkeit AT

min-MeTRIC-TSP
m Wir haben eine 2-Approximation mit O(n?) Laufzeit gesehen.
m Es gibt eine 1.5-Approximation mit O(n®) Laufzeit.

~ Christofides-Algorithmus

m Es gibt keine 133-Approximation mit polynomialer Laufzeit.

max-KNAPSACK

® Wir haben eine 2-Approximation mit O(nlog n) Laufzeit gesehen.
~ Greedy Algorithmus

m Es gibt eine 1.5-Approximation mit O(n®) Laufzeit.

m Es gibt eine 1.25-Approximation mit O(n%) Laufzeit.
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Bemerkungen zur Approximierbarkeit AT

min-MeTRIC-TSP
m Wir haben eine 2-Approximation mit O(n?) Laufzeit gesehen.
m Es gibt eine 1.5-Approximation mit O(n®) Laufzeit.

~ Christofides-Algorithmus

m Es gibt keine 122-Approximation mit polynomialer Laufzeit.
9 122

max-KNAPSACK

® Wir haben eine 2-Approximation mit O(nlog n) Laufzeit gesehen.
~ Greedy Algorithmus

m Es gibt eine 1.5-Approximation mit O(n®) Laufzeit.

m Es gibt eine 1.25-Approximation mit O(n%) Laufzeit.

m Es gibt eine 1.0001-Approximation mit O(n®) Laufzeit.
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Bemerkungen zur Approximierbarkeit AT

min-MeTRIC-TSP
m Wir haben eine 2-Approximation mit O(n?) Laufzeit gesehen.
m Es gibt eine 1.5-Approximation mit O(n®) Laufzeit.

~ Christofides-Algorithmus

m Es gibt keine 133-Approximation mit polynomialer Laufzeit.

max-KNAPSACK

® Wir haben eine 2-Approximation mit O(nlog n) Laufzeit gesehen.
~ Greedy Algorithmus

m Es gibt eine 1.5-Approximation mit O(n®) Laufzeit.

m Es gibt eine 1.25-Approximation mit O(n%) Laufzeit.
— FPTAS

m Es gibt eine 1.0001-Approximation mit O(n®) Laufzeit.
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Approximationsschemata ﬂ("'

Ein Approximationsschema fiir ein Optimierungsproblem IT ist eine
Familie von Algorithmen { A, | ¢ > 0}, so dass fiir alle e > 0:

m Ry <1+e

Ein PTAS ist ein Approximationsschema bei dem

a die Laufzeit von A, polynomial in |/| ist.

Ein FPTAS ist ein Approximationsschema bei dem

m die Laufzeit von A, polynomial in |/| und 1 ist.
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Approximationsschemata ﬂ("'

Ein Approximationsschema fiir ein Optimierungsproblem IT ist eine
Familie von Algorithmen { A, | ¢ > 0}, so dass fiir alle ¢ > 0:

m Ry <1+e ~ beliebig gute Approximation
Ein PTAS ist ein Approximationsschema bei dem

m die Laufzeit von A, polynomial in |/| ist. ~ poly(|/])
Ein FPTAS ist ein Approximationsschema bei dem

m die Laufzeit von A, polynomial in |/| und 1 ist. ~ poly(|1],1/¢)

a (F)PTAS steht fir (Fully) Polynomial Time Approximation Scheme

m Ein PTAS erlaubt Laufzeiten von O(n'/¢). n=|l
2.B. O(n) fiir 2-Approx., O(n?) fir 1.5-Approx., O(n*) fir 1.25-Approx., . ..

@ Ein FPTAS erlaubt Laufzeiten von O(% -n).
z.B. O(n) fir 2-Approx., O(n) fir 1.5-Approx., O(n) fur 1.25-Approx., ...
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relative Approximation

poly(|11)

RY < K bzw. A(I) < K - OPT(I)

min-Metric-TSP

/

PTAS

A(I) < (1+¢)- OPT(I)

poly(|11)

/

FPTAS

A(I) < (1+¢) - OPT(I)

poly(|1],1/e)

\\

absolute Approx.
|A(I) - OPT(I)| < K
poly(|1])

Klasse P
A(I) = OPT(I)

poly(|1])

~

j

N

N

~

!

max-Knapsack

J

)

j
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Ein FPTAS fiir max-KNAPSACK AT

Optimierungsproblem max-KNAPSACK
Gegeben: Eine endliche Menge M,
eine Gewichtsfunktion w: M — N,
eine Kostenfunktion c: M — INg, W € IN.

Aufgabe: Maximiere c(M') fir eine Teilmenge M’ von M
mit w(M') < W.
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Ein FPTAS fiir max-KNAPSACK

Optimierungsproblem max-KNAPSACK
Gegeben: Eine endliche Menge M,
eine Gewichtsfunktion w: M — N,
eine Kostenfunktion c: M — INg, W € IN.

Aufgabe: Maximiere c(M') fir eine Teilmenge M’ von M
mit w(M') < W.

Unser Vorgehen:

m Variere den pseudopolynomialen Algorithmus A aus letzter Vorlesung.
~ Laufzeit: O(|M| - c¢(M))

m Fire > 0 entwerfe (1 + ¢)-Approximation A, wie folgt:
@ Bei Eingabe / = (M, w, ¢, W), berechne ein k aus |/|, max(/) und e.

@ Skaliere Kostenfunktion ¢’ (i) = | c(i)/k].
@ Berechne A auf Eingabe (M, w, ¢/, W).

w Beweise: Laufzeit von A, = poly(|/|, 1) und R 4, < 1+e.
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Ein pseudopolynomialer, optimaler Algorithmus
fur max-KNAPSACK

Furi € M, r < c(M) berechne
wl = min{w(M') | M' C {1,....i},c(M') = r}.

a Initialisierung ‘
Furi=1,...,|M|setze wj :=0

a Berechung
Farr=1,..., c(M)yundi=1,..., M| setze

w! := min {W’{:lm +w(i), w }

m Ausgabe  A(/) := max{r | w/M < W} = oPT())
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Ein pseudopolynomialer, optimaler Algorithmus T
fiir max-KNAPSACK

Furi € M, r < c(M) berechne
wl = min{w(M') | M C {1,..., it e(M) =r}.
a Initialisierung ‘
Fari=1,..., |M| setze wj := 0
m Berechung
Farr=1,..., c(M)yundi=1,..., M| setze

w! := min {W’{:lm +w(i), w }

m Ausgabe  A(/) := max{r | w/M < W} = oPT())

~ Laufzeit: in O(|M| - c(M)).
~ Lésung: optimal, d.h. A(/) = OPT(/).
~~ Optimaler pseudopolynomialer Algorithmus A.
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Ein FPTAS fiir max-KNAPSACK AT

m Bezeichne A den vorigen pseudopolynomialen Algorithmus flr
KNAPSACK mit Laufzeit O(|M| - c¢(M)).

Definiere Algorithmus A; fire > 0
@ Bei Eingabe | = (M, w, ¢, W), berechne

Cmax

1) 1w

© Betrachte die skalierte Instanz / mit ¢/(i) := { (’)J fur alle i € M.
@ Berechne A mit Eingabe Ik = (M, w, c/, W).

Cmax :=max{c(i) |ie M} und k:= (

m\—k
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Ein FPTAS fiir max-KNAPSACK AT

m Bezeichne A den vorigen pseudopolynomialen Algorithmus flr
KNAPSACK mit Laufzeit O(|M| - c¢(M)).

Definiere Algorithmus A; fire > 0
@ Bei Eingabe | = (M, w, ¢, W), berechne

Cmax :=max{c(i) |ie M} und k:=

Cmax

(t+1)

@ Betrachte die skalierte Instanz I mit ¢/ (i) := { (’)J fur alle i € M.
@ Berechne A mit Eingabe Iy = (M, w,c’, W).

m\—k

Satz:
R 4. (I) < 1+efiralle I € Dy und die Laufzeit von A istin O(|/|3 - 1)
fur alle e > 0, d.h. { A, | € > 0} ist ein FPTAS fir max-KNAPSACK.
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Ein FPTAS fiir max-KNAPSACK AT

Satz:
R . () < 1+efiralle I € Dy und die Laufzeit von A istin O(|/|3 - 1)
furallee > 0, d.h. { A, | e > 0} ist ein FPTAS fiir max-KNAPSACK.

Beweis:
Die Laufzeit von A, ist O(|M| - ¢/(M)) wobei

d(M) _:_g H{’)J < ?M G < ). Cmax (l+1) M2,

Also ist die Laufzeit von A in O(|M[3 - 1) fir alle e > 0.
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Ein FPTAS fiir max-KNAPSACK

Satz:

R . () < 1+efiralle I € Dy und die Laufzeit von A istin O(|/|3 - 1)
furallee > 0, d.h. { A, | e > 0} ist ein FPTAS fiir max-KNAPSACK.

Fir die Abschatzung OPT(/) < (1 +¢) - A:(/).

Bei Maximierungsproblemen

. OPT(/
a Wirwollen R 4(/) = A(,()) < K, also A(l) > £ - OPT(/).
a Wir brauchen:
m eine untere Schranke fir A(/) “Aist gut”

m eine obere Schranke fir OPT(/) “viel besser geht es nicht”
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Ein FPTAS fiir max-KNAPSACK AT

Satz:
R . () < 1+efiralle I € Dy und die Laufzeit von A istin O(|/|3 - 1)
furallee > 0, d.h. { A, | e > 0} ist ein FPTAS fiir max-KNAPSACK.

Fir die Abschatzung OPT(/) < (1 +¢) - A:(/).
Bei Maximierungsproblemen

= Wirwollen R 4(/) = &) < K, also A(l) > & - OPT(J).

A
a Wir brauchen:
m eine untere Schranke fiir A(/) “Aist gut”
m eine obere Schranke fir OPT(/) “viel besser geht es nicht”

Wenn M* optimal fiir /, also OPT(/) = ¢(M*), dann

OPT(l) > (M) =Y H!)J > ) <(;5<i)_1> - C(I;\:I*) M

ie M* ie M*
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Ein FPTAS fiir max-KNAPSACK AT

Satz:
R . () < 1+efiralle I € Dy und die Laufzeit von A istin O(|/|3 - 1)
furallee > 0, d.h. { A, | e > 0} ist ein FPTAS fiir max-KNAPSACK.

Fir die Abschatzung OPT(/) < (1 +¢) - A:(/).
Wenn M* optimal fiir /, also OPT(/) = ¢(M*), dann

OPT(l) > (M*) =} ﬁ” > ) <C§(i)—1> > C(A:*> — M|

ie M* ie M*

a Eine obere Schranke fir OPT(/):
Ae() > k- A(lg) = k-OPT(Ik) > c¢(M*) —k-|M| = OPT(I) — k- |M|
Also | OPT(/) < Ac(l) + k- [M]]
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Ein FPTAS fiir max-KNAPSACK AT

Satz:
R . () < 1+efiralle I € Dy und die Laufzeit von A istin O(|/|3 - 1)
furallee > 0, d.h. { A, | e > 0} ist ein FPTAS fiir max-KNAPSACK.

Fir die Abschatzung OPT(/) < (1 +¢) - A:(/).
m Eine obere Schranke fir OPT(/):
Ac() > k- A(l) = k-OPT(lg) > ¢(M*) —k- M| = OPT(I) — k- |M|
Also |OPT(/) < Ac(l) + k- |M]]

a Eine untere Schranke flr A¢(/):
Ae(l) > OPT(l) — k- [M| > Cmax — k - |M|
Mit der Definition von k also ’ Ae(l) > k- [M|-(1/¢) ‘
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Ein FPTAS fiir max-KNAPSACK AT

Satz:
R . () < 1+efiralle I € Dy und die Laufzeit von A istin O(|/|3 - 1)
furallee > 0, d.h. { A, | e > 0} ist ein FPTAS fiir max-KNAPSACK.

Fir die Abschatzung OPT(/) < (1 +¢) - A:(/).
a Eine obere Schranke fir OPT(/): '
Ac(l) > k- A(lg) = k-OPT(lx) > ¢(M*) — k- |M| = OPT(I) — k- M|
Also |OPT(/) < Ac(l) + k- |M]]

a Eine untere Schranke flr A¢(/):
Ae(l) > OPT(l) — k- [M| > Cmax — k - |M|

Mit der Definition von k also ’ Ae(l) > k- [M|-(1/¢) ‘

® Zusammen:
OPT(l) < Ac()+ k- M| < A()+e-Ac() = (1 +¢) - Ae())
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relative Approximation

poly(|11)

RY < K bzw. A(I) < K - OPT(I)

min-Metric-TSP

/

PTAS

A(I) < (1+¢)- OPT(I)

poly(|11)

/

FPTAS

A(I) < (1+¢) - OPT(I)

poly(|1],1/e)

\\

absolute Approx.
|A(I) - OPT(I)| < K
poly(|1])

Klasse P
A(I) = OPT(I)

poly(|1])

~

j

N

N

~

!

max-Knapsack

J

)

j
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relative Approximation
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min-VERTEX-COLOR und min-EDGE-COLOR AT

Optimierungsproblem min-VERTEX-COLOR
Gegeben: Graph G= (V,E)
Aufgabe: Farbe die Knoten in V mit méglichst wenig Farben,

so dass je zwei adjazente Knoten verschiedene Farben
besitzen.

Optimierungsproblem min-EDGE-COLOR
Gegeben: Graph G= (V,E)

Aufgabe: Farbe die Kanten in E mit méglichst wenig Farben,
so dass je zwei adjazente Kanten verschiedene Farben
besitzen.

Beide Entscheidungsprobleme “héchstens drei Farben” sind NP-schwer.
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Nicht-Existenz eines FPTAS ﬂ("'

Optimierungsproblem min-VERTEX-COLOR
Gegeben: Graph G= (V,E)

Aufgabe: Farbe die Knoten in V mit méglichst wenig Farben,
so dass je zwei adjazente Knoten verschiedene Farben
besitzen.

Satz:
Sei IT ein N'P-schweres Optimierungsproblem mit

m OPT(/) € N firalle I € Dy, und
m es existiert ein Polynom g mit OPT(/) < g(|/|) fur alle / € Dyy.

Falls P # NP, so gibt es kein FPTAS { A, | ¢ > 0} fur IL.
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Nicht-Existenz eines FPTAS ﬂ("'

Satz:

Sei IT ein N'P-schweres Optimierungsproblem mit

m OPT(/) € N fir alle | € Dy, und

m es existiert ein Polynom g mit OPT(/) < q(|/|) fur alle I € Dyy.

Falls P # NP, so gibt es kein FPTAS {A. | ¢ > 0} fur I1.

Beweis:
a O.B.d.A. sei Il ein Maximierungsproblem.
@ Angenommen {A; | ¢ > 0} sei ein FPTAS fir IT.

a Wir konstruieren optimalen, polynomialen Algorithmus A fir IT:
@ Bei Eingabe / € Dy, berechne ein gy < m.

© Gebe A, (/) zuriick.  (Berechne Algorithmus A, auf Eingabe /.)
w Laufzeit von Ay, ist poly(|/], ) = poly(|/|), da & = q(|/]) = poly(|/]).
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Nicht-Existenz eines FPTAS ﬂ("'

Satz:

Sei IT ein N'P-schweres Optimierungsproblem mit

m OPT(/) € N fir alle | € Dy, und

m es existiert ein Polynom g mit OPT(/) < q(|/|) fur alle I € Dyy.

Falls P # NP, so gibt es kein FPTAS {A. | ¢ > 0} fur I1.

m Fir die Giite beobachte:  OPT(/) < (1 +¢g).Ag, (/) und
OPT() < q(|l]) = &.

Also gilt 0 < OPT(/) — Ae, (1) < €9 - Aey () < 9 - OPT(I) < 1.

Da OPT(/), Ag, (1) € N, ist OPT(/) = Ag, (/).

Demnach ist A(/) = A¢, (/) = OPT(/), also IT € P.

Da IT N'P-schwer ist, folgt P = N'P.
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relative Approximation

RY < K bzw. A(I) < K - OPT(I)

poly(|11)

/

PTAS
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Approximierbarkeit von min-VERTEX-COLOR ﬂ("‘

Optimierungsproblem min-VERTEX-COLOR
Gegeben: Graph G= (V,E)

Aufgabe: Farbe die Knoten in V mit méglichst wenig Farben,
so dass je zwei adjazente Knoten verschiedene Farben
besitzen.

Satz:
Falls P # NP, dann existiert kein relativer Approximationsalgorith-

mus A fir min-VERTEX-COLOR mit RS < 3.
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Approximierbarkeit von min-VERTEX-COLOR

Optimierungsproblem min-VERTEX-COLOR
Gegeben: Graph G= (V,E)

Aufgabe: Farbe die Knoten in V mit méglichst wenig Farben,
so dass je zwei adjazente Knoten verschiedene Farben
besitzen.

Satz:
Falls P # NP, dann existiert kein relativer Approximationsalgorith-

mus A fir min-VERTEX-COLOR mit RS < 3.

Beweis:

® Angenommen es gibt einen relativen Approximationsalgorithmus A
fir min-VERTEX-COLOR mit RS < 2.

@ Wir benutzen A um das Entscheidungsproblem 3COLOR zu lésen.

® Da 3COLOR NP-schwer ist, folgt P = N'P.
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Approximierbarkeit von min-VERTEX-COLOR

Zu zwei Graphen
Gi = (V1,Ey) und Gz = (Vz, )

sei
G:= (V, E) = G1 [Gg]
definiert durch

V.= V1 X V2
und
. entweder {uy, v4} € Eq, oder
E = {{(vn ). (nv)) | S0 S B0
Anschaulich

m Jeder Knoten aus Gy wird durch eine Kopie von G ersetzt

m Jede Kante aus E4 durch einen vollstandig bipartiten Graphen
zwischen den entsprechenden Kopien.
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Approximierbarkeit von min-VERTEX-COLOR AT
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Approximierbarkeit von min-VERTEX-COLOR

o . - es gibt ein Ny > 0, sodass R4(/) <r
Ra= '“f{r21 ‘ fiir alle / mit OPT(/) > N

m Angenommen es gibt einen relativen Approximationsalgorithmus A
fir min-VERTEX-COLOR mit RS < 3.

w Dann existiert ein Ny € N so, dass A(G) < § OPT(G) fir alle
Graphen G mit OPT(G) > Ny.
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Approximierbarkeit von min-VERTEX-COLOR ﬂ("‘

m Dann existiert ein Ny € N so, dass A(G) < %OPT(G) far alle
Graphen G mit OPT(G) > Np.

m Seialso G = (V, E) eine beliebige Instanz von 3COLOR.

m Dann definiere G* := Ky, [G], wobei Ky, der vollstandige Graph mit
Ny Knoten ist.

@ Dann gilt: OPT(G*) = Ny - OPT(G) > Np.
Fallunterscheidung:
m Falls G Ja-Instanz (also dreifarbbar) ist, gilt:

A(GY) < %OPT(G*) _ % Np-OPT(G) < % Ne-3 = 4Ny,
m Andererseits, falls G Nein-Instanz (also nicht dreifarbbar) ist, gilt
A(G*) > OPT(G") = Ny - OPT(G) > 4Ny.

Fazit: G ist Ja-Instanz (dreifarbbar) genau dann, wenn A(G*) < 4N,.
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Approximierbarkeit von min-VERTEX-COLOR ﬂ("‘

m Die GréBe von G* ist polynomial in der GréBe von G.
Also kann G* in polynomialer Zeit konstruiert werden.

@ Damit ist die Anwendung von A auf G* polynomial in der Gré3e von
G.

a Also haben wir einen polynomialen Algorithmus zur Lésung von
3COLOR konstruiert.

m Da 3COLOR N P-schwer ist, folgt damit dass P = N/ P.
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relative Approximation
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relative Approximation
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Ein allgemeines Resultat

Satz:
Sei IT ein Optimierungsproblem fur das gilt:

m OPT(/) € N furalle I € Dr
m es existiert ein Polynom g mit OPT (/) < q(|/| + max(/))

Falls IT ein FPTAS hat, so hat es einen pseudopolynomialen optimalen
Algorithmus.
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Ende des Kapitels

m Wir haben heute das Kapitel Komplexitédtstheorie abgeschlossen.
m Wir werden aber nochmal Uber Turing-Maschinen sprechen.

Testen Sie sich:
Kénnen Sie mit folgenden Begriffen etwas anfangen?
CLIQUE polynomiale Transformation 3SAT

Zeitkomplexititsfunktion Turing-Maschine Approximation

NP Orakel Eingabekodierung
Optimierungsproblem

Instanz pseudopolynomial N'P-vollsténdig (F)PTAS

Entscheidungsproblem P Nichtdeterminismus
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relative Approximation

RY < K bzw. A(I) < K - OPT(I)
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