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Letzte Vorlesung A“(IT

Satz:
Jede regulare Sprache wird von einem deterministischen endlichen
Automaten (DEA) akzeptiert.

5 DEA A
. regulérer NEA A, A A,
Sregélﬁ;eL = Ausdrucka = derl(a) = der dieselbe
P mit L = L(«) erkennt Sprache wie
A erkennt
Heute:

m Was kénnen NEAs mit Wahiméglichkeiten, aber ohne e-Ubergange?
m Gibt es Sprachen, die NEAs erkennen, die aber nicht regular sind?
m Gibt es Sprachen, die NEAs nicht erkennen?
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Entfernen von e-Ubergingen AT

Satz:
Zu jedem NEA A mit e-Ubergéngen gibt es einen NEA A ohne ¢-Uber-
gange, der dieselbe Sprache akzeptiert und nicht mehr Zusténde hat.

Erinnerung an
Erweiterung ¢:

i . s € ft\ a s €
p € 46(q, a) heift, \__/

dass pvon g
erreichbar ist mit
beliebig vielen
e-Ubergangen
und genau einem
a-Ubergang.

5(q.a) {f}
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Entfernen von e-Ubergingen AT

Satz:
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Entfernen von e-Ubergingen AT

Satz:
Zu jedem NEA A mit e-Ubergéngen gibt es einen NEA A ohne ¢-Uber-
gange, der dieselbe Sprache akzeptiert und nicht mehr Zusténde hat.

Beweis: Sei A := (Q,%,4,s, F) ein NEA mit e-Ubergangen.
Konstruiere NEA A := (Q, X, 4,3, F) ohne e-Ubergange wie folgt:
wm Q:=Q,35:=s, F:=F (bzw. F:= FU {8}, falls E(s) N F + @)

.
~ ~ J{q} falls a =«
o(q.a) = {5(q, a) sonst

Ein Ubergang in A entspricht einer Folge von Ubergéngen in A von
denen genau einer kein e-Ubergang ist, und umgekehrt.

~ A und A erkennen dieselbe Sprache, d.h. sie sind aquivalent.
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Letzte Vorlesung A“(IT
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Jede regulare Sprache wird von einem deterministischen endlichen
Automaten (DEA) akzeptiert.

5 DEA A
5 regulérer NEA A, A A,
Sregélﬁ;eL — Ausdrucka == der La) < der dieselbe
P mit L = L(a) erkennt Sprache wie
A erkennt
Heute:

m Was kénnen NEAs mit Wahiméglichkeiten, aber ohne e-Ubergange?
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EA — Regularitat ﬂ(".

institut f Technologie.

Satz:
Jede Sprache, die von einem endlichen Automaten erkannt wird, ist
regular.

6 2310.2018  Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundiagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis: EA — Regularitat ﬂ("'

m SeiDEA A= (Q,%,4,s, F) gegeben.
m Esist zu zeigen, dass L(.A) regular ist.

Es gilt:

L = {w € X* | A endet nach Abarbeitung von w in einem Zustand aus F}

a Die Abarbeitung eines Wortes w = a; ... ax bewirkt das Durchlaufen
einer Folge von Zustanden s, g4, ..., Qk, wobei nicht notwendig

qi # qj fur i # j gilt.
@ Wir suchen die Wérter, so dass der letzte Zustand in F ist.

m Betrachte fir jeden Zustand f € F getrennt die Wérter, deren
Abarbeitung in f endet.

7 23.10.2018 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis: EA — Regularitat ﬂ("'

m SeiDEA A= (Q,%,4,s, F) gegeben.
m Esist zu zeigen, dass L(.A) regular ist.

Es gilt:
L = {w € X* | A endet nach Abarbeitung von w in einem Zustand aus F}
Zu f € F definiere:

Ls :={w € £* | A endet nach Abarbeitung von w in f}
={w € £* | w Uberflhrt sin f (im Automaten A)}

@ Damitist L = Uscf Ly

a Wenn wir zeigen kdénnen, dass fir alle f € F die Sprache L regulér
ist, so ist auch L regular.

23.10.2018 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis: EA — Regularitat

Ls:={w € X* | w Uberfihrt s in f (im Automaten .A)}

Ab jetzt sei Q = {qy, ..., gn}.
Wir definieren zu

qr.qt € Q: Lg, g, := {w € L* | w Uberflhrt gr in g;} .

Insbesondere gilt also: Ly = Lg . Unterteile Lg, g, :

Abarbeitung von w aus g, nach g; hat nur }

Lariar = {W €z Zwischenzustande in {qy, ..., q;}

(also w bewirkt: gr — ......... )

c{qy.,-.qi}
Damit gilt Lg, ¢, = Lg,.n.q;-

23.10.2018 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis: EA — Regularitat

Abarbeitung von w aus g, nach g; hat nur
Zwischenzustéande in {q1, ..., qj}

. *
Lqr.i,qt = {W eXx

Wir zeigen, dass L, i q, fir gr, gt € Qund 0 </ < nregular sind:
m Zunéichst betrachten wir direkte Uberfilhrungen, also i = 0:

! —lwes Abarbeitung von w fihrt von g, nach g;
9r.0.qr -~ ohne Zwischenzustand

Falls r = t und somit q, = g ist, ist
Lg0q ={acX | 0(qr.a) = gt} U {e} .

Andernfalls betrachten wir alle w mit g, = gy, ohne
Zwischenzusténde, also

Lg0q=1{acX|di(grna)=aqa} .

Diese Sprachen sind jeweils regular.

7 23.10.2018 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis: EA — Regularitat ﬂ("'

® Betrachte nuni=1:

LQr,1YQt = {W ex”

w Uberfihrt g, in q; entweder direkt oder
unter Benutzung nur von gy

Es gilt dann:

Lgta = Lar0.0 Y (Lqr,o,ch +(Lgy.0.a1)

*

Lo, ,O,Qt)

Also ist Ly, 1,4, auch wieder regular, weil L. o . regular ist.

a Wir wollen per Induktion nach i zeigen, dass L, ; o, fr alle gr, g: € Q
und alle 0 < j < nregular ist.

a FUr den Induktionsschritt i > 1 gilt allgemein:

*
Lo i = Lgri-1.q: Y (LQN'*LQI (Lgii-1.q) 'Lcn,iftqr)

2310.2018  Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundiagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beweis: EA — Regularitat ﬂ("'

institut f Technologie.

*

Loria = Lgri-1,q: Y (Lqr,i—tqi (Lgui-1.q) 'Lq,-,i—tqr)

® Eswurden fir Lg, ; 4, nur die Sprachen L. ;_4 . und U, -, x verwendet.

a Per Induktion nach i kbnnen wir annehmen, dass alle Sprachen der
Form L. ;_4 . regulér sind.

m Damit ist gezeigt, dass auch L, ; 4, regulér ist fir alle Zustandspaare
aus gr, gr € Q.

m Damit ist gezeigt, dass insbesondere Ly = L, r regular ist fir jedes
feF.

@ Damitist auch L(A) = Urcr Ly regular.

2310.2018  Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundiagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beispiel

Gesucht: L(Q,X,6,s,F).Esgilt L= Lg, 2,g,-

8 2310.2018  Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundiagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Beispiel m‘ ﬂ(".

Gesucht: L(Q,X,6,s,F).Esgilt L= Lg, 2 g,-
Dann ist
Lgo0q =¢
Lg0,q = (out)farije{1,2},i#j
Lgy.a = Lgy.0.0 YLas04 (Lq1,0,q1)* Lgi0q, =
LQ1,1,Q2 = Lq1,0,q2 U LQ1,0,Q1 (L% 0,04 )*L%,Ov% =(0Ul)Uee"(0U1)=0U1
Lg,1,q, = (0UT)U(OUT)e"e =0U1
Lo, 1,0 =€U(0UT)e"(0UT) =eU(OUT)(OUT)
L=1Lg 24 =Lgq Y(Lla1,0(Le1,0) Lapt.ar)
=eU(OU1)((OUT)(OUT))"(0OUT)=((0OUT)(OU1))*

2310.2018  Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundiagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Satz von Kleene ﬂ(".

a Wir haben gezeigt, dass die von endlichen Automaten akzeptierten
Sprachen genau die regulédren Sprachen sind.

m Dies wird auch als der Satz von Kleene bezeichnet.

Satz (Satz von Kleene):

Die von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen sind genau die
regularen Sprachen.

4 DEA A
. regulérer NEA A, A A,
Srergatélre]l;eL = Ausdrucka <= derL(a) <= der dieselbe
P mit L = L(,X) erkennt Sprache wie
A erkennt
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Satz von Kleene

a Wir haben gezeigt, dass die von endlichen Automaten akzeptierten
Sprachen genau die regulédren Sprachen sind.

m Dies wird auch als der Satz von Kleene bezeichnet.

Satz (Satz von Kleene):

Die von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen sind genau die
regularen Sprachen.

4 DEA A
. regulérer NEA A, A A,
Srergatélre]l;eL = Ausdrucka <= derL(a) <= der dieselbe
P mit L = L(,X) erkennt Sprache wie
A erkennt

m Gibt es Sprachen, die NEAs nicht erkennen?
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Frage: Was kénnen endliche Automaten nicht? Q|

Karlsruher Institut fur Technologie
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Frage: Was kénnen endliche Automaten nicht? [T

Beispiel:
Die Sprache L der korrekten Klammerausdricke Uber % = {(,)}.
Etwa

(00). (()()(o)) €L ((0). (ONO( &L

10 23.10.2018 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Frage: Was kénnen endliche Automaten nicht? [T

Beispiel:
Die Sprache L der korrekten Klammerausdricke Uber % = {(,)}.
Etwa

(00). (()()(o)) €L ((0). (ONO( £ L

a Die Klammerung ist genau dann korrekt, wenn w gleich viele 6ffnende
wie schlieBende Klammern enthélt, und wenn man w von links nach
rechts liest, so gibt es nie mehr ,)“ als ,,(“ bis dahin.

m Ein Automat, der L erkennen kann, muss in der Lage sein, sich fir ein
beliebiges Wort w € L die Anzahl von ,(“ gegentber ,)“ zu merken.

a Dies kann aber beliebig grof3 werden, und der Automat musste Uber
unendliche viele Zustande verfligen.

a Die Sprache der Klammerausdrlcke ist also zwar simpel, aber wohl
nicht regular.

23.10.2018 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Pumping-Lemma fiir regulére Sprachen AT

Insttut far Technologie

Satz:
Sei L eine reguldre Sprache. Dann existiert eine Zahl n € IN, so dass
fOr jedes Wort w € L mit |w| > n eine Darstellung

w = uvx mit juv| < n, v #eg,

existiert, bei der auch uv/x € List fiir alle i € INg.
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Pumping-Lemma fiir regulére Sprachen AT

Satz:
Sei L eine reguldre Sprache. Dann existiert eine Zahl n € IN, so dass
fir jedes Wort w € L mit |w| > n eine Darstellung

w = uvx mit juv| < n, v #eg,

existiert, bei der auch uv/x € List fiir alle i € INg.

Fur alle VL C ¥* mit L regular
existiert dneNN
fur alle Vw e Lmit |w| >n
existiert Ju,v,x e X" mitw = uvx, |uv| < n v #e
far alle Vi € Ng:
gilt wix el
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Pumping-Lemma fiir regulére Sprachen AT

Satz:
Sei L eine reguldre Sprache. Dann existiert eine Zahl n € IN, so dass
fir jedes Wort w € L mit |w| > n eine Darstellung

w = uvx mit juv| < n, v #eg,

existiert, bei der auch uv/x € List fiir alle i € INg.

Beweis:

m Sei L eine regulare Sprache.

m Dann existiert ein endlicher Automat, der L akzeptiert.

a Sei Q dessen Zustandsmenge und n := | Q).

® Sei w € L beliebig mit |w| > n,etwaw = ay...a...ammitm> n.

1 23.10.2018 Torsten Ueckerdt - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK
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Pumping-Lemma fiir regulédre Sprachen AT

Beweis:

m Sei L eine regulare Sprache.

m Dann existiert ein endlicher Automat, der L akzeptiert.

m Sei Q dessen Zustandsmenge und n:= |Q).

m Sei w € L beliebig mit |w| > n,etwaw =ay...ap...ammitm> n.
Bei der Abarbeitung von w werden dann Zusténde qq, ..., gm
durchlaufen mit g = sund g, € F.

Da m > n, gibt es k, ¢ mit k # ¢ und gx = qy-.

OBdA. sei k < ¢ und seien k, ¢ kleinstmdglich. Also 0 < k < ¢ < n.

a a a
D@ D)
ag
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Pumping-Lemma fiir regulére Sprachen AT

Satz:
Sei L eine reguldre Sprache. Dann existiert eine Zahl n € IN, so dass
fOr jedes Wort w € L mit |w| > n eine Darstellung

w = uvx mit juv| < n, v #eg,

existiert, bei der auch uv/x € List fiir alle i € INg.

) i e ()

ag

... A Chet2
Dann kann der Zykel gk, Qk+1. - - -, Qr = gk auch gar nicht oder beliebig
oft bei der Abarbeitung eines Wortes aus L durchlaufen werden und es
wird stets der Zustand g, € F erreicht.
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Pumping-Lemma fiir regulére Sprachen AT

Insttut far Technologie

Satz:
Sei L eine reguldre Sprache. Dann existiert eine Zahl n € IN, so dass
fOr jedes Wort w € L mit |w| > n eine Darstellung

w = uvx mit juv| < n, v #eg,

existiert, bei der auch uv/x € List fiir alle i € INg.

) i e ()

ag

4 Q42
Also gibt es eine Zerlegung w = (ay...ak) - (@ks1-.-ar) - (8psq .- am)

u v X
mit [uv| < nund v # ¢, so dass auch uv'x € L fir alle i € Np.
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Verwendung des Pumping-Lemmas

m Das Pumping-Lemma liefert eine notwendige Bedingung fir die
Regularitét von Sprachen.

a Durch Widerlegen der Aussage des Pumping-Lemmas kann man
zeigen, dass eine Sprache nicht regular ist.

a Das Pumping-Lemma liefert keine hinreichende Bedingung flr die
Regularitat von Sprachen.

m Durch Nachweisen der Aussage des Pumping-Lemmas kann man
nichts zeigen.

Merke:

Jede reguléare Sprache erflllt die Aussage des Pumping-Lemmas.
Eine Sprache, die die Aussage des Pumping-Lemmas nicht erfullt, ist
auch nicht regular.
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Verwendung des Pumping-Lemmas ﬂ("'

institut f Technologie.

Aussage des Pumping-Lemmas flr gegebene Sprache L:

existiert dneN
fur alle Vw e Lmit|w| >n
existiert Ju,v,x e X" mitw = uvx, juv| < n,v #e
for alle Vi e Ng:
gilt wix el
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Verwendung des Pumping-Lemmas ﬂ("'

Aussage des Pumping-Lemmas flr gegebene Sprache L:

existiert dneN
fur alle Vw e Lmit|w| >n
existiert Ju,v,x e X" mitw = uvx, juv| < n,v #e
for alle Vi e Ng:
gilt wixel

Widerlegen der Aussage des Pumping-Lemmas flir gegebene Sprache L:

far alle vne N
existiert dw e Lmit |w| > n
fr alle Yu,v,x e X mitw =uvx, |uv| <nv#e
existiert di € Np:
gilt wix ¢ L
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Beispiel (1) zum PL

Aussage des Pumping-Lemmas fiir gegebene Sprache L:
existiert dne N
fr alle Vw e Lmit|w| >n
existiert Ju,v,x e X" mitw = uvx, |uv| < n v #e
far alle Vi € Ng:
gilt wix el
Beispiel (1)

@ X={01}, L ={w e X* | w enthalt 10 nicht als Teilwort } = 0*1*

‘9" Wahlen=1.

“v”  Betrachte beliebiges w € L, |w| > n.

“3”  Wahle Zerlegung w = uvx mitu = ¢, |v| = 1. .

“v”  Fur beliebiges i € INg hat uv'x nicht 10 als Teilwort; uv'x € L.

~ L erflllt die Aussage des Pumping-Lemmas.
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Beispiel (2) zum PL AT

Widerlegen der Aussage des Pumping-Lemmas fiir Sprache L:
fur alle Vne N
existiert dw e Lmit jw| > n
far alle Vuv,x e mitw = uvx, luv| < n,v#e
existiert Ji € Np:
gilt wix ¢ L
Beispiel (2)

w 2={01},L={0%1k | k >0} = {&01,0011,000111,...}

“v”  Betrachte beliebiges n € IN.

“3”  Wahle w = 0™1". Beachte: |[w| =2n> nund w € L.

“v”  Betrachte beliebige Zerlegung w = uvx, |uv| < n, v # .

“3> Wahlei=0. Dav=02flreina>1,istuvOx =0""31"¢ L.
~» L erfullt nicht Aussage des Pumping-Lemmas. ~» L ist nicht regular.
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Beispiel (3) zum PL AT

‘ Invwe L |w|>n3uvx =w,|uv| <nv#eVicNo:uvx el ‘

Beispiel (3)
m X={0,1},
L={wex | w=1k(k>0)oderw=01¥ (j>1 k>0) }.
“4” Wahle n=1.
“v”  Betrachte beliebiges w € L, |w| > n.
“3”  Wahle Zerlegung w = uvx mitu = ¢, |v| = 1.
“v”  Betrachte beliebiges i € INj.
m Falls w = 1¥, soist uv/x = 15+1-1 also vom Typ 1¢ € L.
m Falls w = 0/1¥° und i = 0, so ist uv®x = 1° € L oder
uvOx = 0/~11K* ¢ L.
w Falls w=0/1%* und i > 1, so ist uvix = 0/+11K* ¢ [
~ L erflllt die Aussage des Pumping-Lemmas. (Aber L ist nicht regular!)
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Zusammenfassung ﬂ(".

m beliebiger NEA A —s NEA A ohne e-Ubergéange
@ beliebiger DEA A —  regulérer Ausdruck fir L(.A)

requlire regularer NEA A, DE.A AI,
Spr%ache | = Ausdruck & <= der L(«) ger du;se be
mit L = L(«) erkennt prache wie
A erkennt
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Zusammenfassung ﬂ(".

m beliebiger NEA A —s NEA A ohne e-Ubergéange
@ beliebiger DEA A —  regulérer Ausdruck fir L(.A)

5 DEA A
5 regulérer NEA A, A A,
SregélﬁéeL = Ausdrucka <= derL(a) <= der dieselbe
P mit L = L(«a) erkennt Sprache wie
A erkennt

Aussage des Pumping-Lemmas: ‘
dnvwe L |w| >n3uvx =w,|uv|<nv#eViecNg:uvx el (%)

m Pumping-Lemma: Lreguldr = L erfillt ()

m Widerlegen der Aussage des Pumping-Lemmas beweist
Nicht-Regularitat einer Sprache:

L erfillt (x) nicht = L ist nicht reguldr <= L nicht von EA erkannt
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Testen Sie sich:

Seix ={0,12,3,4,56,7,89}U{/}.
Sei L = L(.A) mit folgendem Automaten A:

~+ Finden Sie einen reguléren Ausdruck fir L?
~ Gilt die Aussage des Pumping-Lemmas fiir L? (Fir welche n?)

Seix=1{1,2,34,5,6,7,89}U{=}.
Seil!={weX*|w=uwmitue {1,..., 9}*, v ==}
~ Gilt die Aussage des Pumping-Lemmas fiir L'?
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