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Endliche Automaten und Regulare Sprachen ﬂ("‘

m Beispiel: Sprache aller Wérter tGber {0, 1}, deren vorletztes Zeichen
eine 0 ist:

L:=(0U1)*0(0U1)

m Gibt es zu jeder regularen Sprache einen endlichen Automaten, der
diese erkennt?

m Falls ja: Wie kann man diesen konstruieren?

a Welche Sprachen werden durch endliche Automaten erkannt?
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Satz:

Jede regulare Sprache wird von einem (deterministischen)
endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

Erinnerung: Eine Sprache L C ¥* hei3t reguldr, wenn fir sie einer der
folgenden Punkte gilt: (induktive Definition)
m Verankerung:

a L ={a} mitac X oder
al=0

m Induktion: Seien L4, L, regulédre Sprachen
m L=1L;- L, oder
a L=LyULpoder
wl=L
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Satz:
Jede regulare Sprache wird von einem (deterministischen)
endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

®m L:= L[(a) regulare Sprache Uber L, die durch « beschreibbar ist
® Induktion tGber n =Anzahl der U, - und *-Zeichen in «
a Induktionsanfang n=0:

>
H .
by
L=10 L ={¢}

a Induktionsannahme: Fir alle L, die durch reguléare Ausdriicke mit
weniger als n Operationen beschreibbar sind, existiert akzeptierender
DEA
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Satz:
Jede regulare Sprache wird von einem (deterministischen)
endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

a Induktionsschluss:
wmn>0=L=LUlyoderL=Ly-LyoderL =L}
m Fall1: L=L{UL,
m Sei Ay DEA, der L akzeptiert und A> DEA, der L, akzeptiert
a |dee: ,Baue” aus Ay und A, Automaten, der L akzeptiert
m 1. Versuch:
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Satz:
Jede regulare Sprache wird von einem (deterministischen)
endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

a Induktionsschluss:
wmn>0=L=LUlyoderL=Ly-LyoderL =L}
m Fall1: L=L{UL,
m Sei Ay DEA, der L akzeptiert und A> DEA, der L, akzeptiert
a |dee: ,Baue” aus Ay und A, Automaten, der L akzeptiert
m 1. Versuch:

Brauche Ub h
\A@ %1 @ Brauche Ubergang ohne

Lesen eines Zeichens mit
Wahimdglichkeit

A .
& 7O m DEA’s erlauben das nicht
?© a Rest des Beweises: spater!

2 20.10.2016 Dorothea Wagner - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE
Vorlesung am 20. Oktober 2016 INFORMATIK



3

Nichtdeterministische endliche Automaten AT

a Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) besteht aus:

m Q, einer endlichen Zustandsmenge;

u %, einem endlichen Alphabet;

m 4, einer Ubergangsfunktion 6: Q x (ZU {e}) — 29

m s, einem Startzustand;

a F, einer Menge von Endzusténden;

a Interpretation von §:

m Bei Abarbeitung eines Symbols kann der Automat sich
—nichtdeterministisch— aussuchen, in welchen Zustand einer Teilmenge
aus Q er Ubergeht

® Auch mdglich: Springe spontan ohne Lesen eines Zeichens aus X in neuen
Zustand (e-Ubergang)

m Ein nichtdeterministischer endlicher Automat akzeptiert eine Wort
w € ¥*, wenn es eine Folge von Ubergangen gibt, so dass er bei
Eingabe von w in einen Endzustand gelangt, d.h. bei Eingabe von w
ein Endzustand erreichbar ist.
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Beispiele fiir NEA’s AT

institut f Technologie.

Beispiel 1:

Beispiel 2: A

€
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Beispiele fur NEA’s

Beispiel 1:

6(s,0) ={s.q}
w = 10 wird nicht akzeptiert
w = 01 wird akzeptiert

Sprache aller Wérter Uber
{0, 1}, deren vorletztes
Zeichen 0 ist

Beispiel 2: A
P

As
NG
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Aquivalenz von NEA’s und DEA’s ﬂ("'

Definition:
Zwei endliche Automaten, die dieselbe Sprache akzeptieren, hei3en
dquivalent.

Satz:
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es einen
aquivalenten deterministischen endlichen Automaten.
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Aquivalenz von NEA’s und DEA’s ﬂ("'

Definition:
Zwei endliche Automaten, die dieselbe Sprache akzeptieren, hei3en
dquivalent.

Satz:
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es einen
aquivalenten deterministischen endlichen Automaten.

Beweis durch Potenzmengenkonstruktion
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion AT

0, 1
0

+— NEA

OO0
1

DEA —

@
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion AT

0, 1
0

+— NEA

OO0
1

20.10.2016

DEA —
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion AT

0, 1
0

+— NEA

OO0
1

20.10.2016

DEA —

()
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion AT

0, 1
0

+— NEA

OO0
1

20.10.2016

DEA —

()
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion AT

0, 1
0

+— NEA

OO0
1

DEA —
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion AT

0, 1
0

+— NEA

OO0
1

DEA —
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion AT

0, 1
0

+— NEA

OO0
1

DEA —
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion AT

0, 1
0

+— NEA

OO0
1

DEA —
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion AT

0, 1
0

+— NEA

OO0
1

20.10.2016

DEA —
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion AT

0, 1
0

+— NEA

OO0
1

DEA —
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Erweiterung von ¢ ﬂ(".

Definition:
Fir einen Zustand q € Q ist der e~Abschluss E(q) wie folgt definiert:

E(q) := {p € Q| pist von g durch e~Ubergénge erreichbar}

Beachte, dass gilt:
w E()CQ E(qe2@
m g € E(q), d.h. die Folge von e~Ubergangen darf auch leer sein

E(q1)
(w1 (15—(D)
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Erweiterung von ¢

Idee: Beriicksichtige e-Ubergange bei der Ubergangsfunktion

® Beim Lesen eines einzelnen Zeichens

5:Qx (ZU{e}) —29

E(q) fallsa=e
2¢q.2) = U ( U E(r)) flraeX
PEE(q) \red(p.a)
S(Ql',a’)

20.10.2016 Dorothea Wagner - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE

Vorlesung am 20. Oktober 2016

INFORMATIK



Erweiterung von ¢ ﬂ(".

Idee: Beriicksichtige e-Ubergange bei der Ubergangsfunktion

a Erweiterung auf Mengen von Zusténden :

5:29 % (ZU{e}) —» 29
U E(p) fallsa=¢e
5(P,a)={PF

U é(p,a) firaex
peP

8({33 Ql}f (1)
a € a
(a1 w1 —
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Erweiterung von ¢ ﬂ(".

Idee: Beriicksichtige e-Ubergange bei der Ubergangsfunktion

a Induktive Erweiterung auf Woérter:

5:Qxxf —29

E(q) falls w =¢
5(q,w) = 5(q,w) falsw=acx
U 5(,0,3) fa||SW:va, aEZ, "/’ >0
ped(q.v)

0(s,w = aa)

()@ ——wlae) (1) —
m Esgilt we L(A) & d(s,w)NF#Q!
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Erweiterung von ¢ ﬂ(".

Idee: Beriicksichtige e-Ubergange bei der Ubergangsfunktion

a Analog fur Mengen von Zusténden:
5: 29 x3* 2@

5(Pw)= ] d(p.w)
peP

5({s,q1},w = aa)

(D@ ——>(D)
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Aquivalenz von NEA’s und DEA’s ﬂ("'

Definition:
Zwei endliche Automaten, die dieselbe Sprache akzeptieren, hei3en
dquivalent.

Satz:
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es einen
aquivalenten deterministischen endlichen Automaten.
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Satz:
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es einen
aquivalenten deterministischen endlichen Automaten.

Beweisidee:

Sei A NEA

Falls A w akzeptiert, so gibt es eine Abarbeitung, die in einem
Endzustand endet

Falls ein Zustand g bei der Eingabe von w erreichbar ist, so sind das
auch alle Zusténde in E(q)

»Simuliere” A durch einen DEA
Zustande des DEA sind Mengen von Zusténden von A

Endzusténde des DEA sind alle Mengen, die Endzustande von A
enthalten
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Insttut far Technologie

Satz:
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es einen
aquivalenten deterministischen endlichen Automaten.

Beispiel: Mdgliche Abarbeitungen von w = ab in einem NEA mit ab €
L,a ¢ L und aquivalenter DEA
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Satz:
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es einen
aquivalenten deterministischen endlichen Automaten.

Potenzmengenkonstruktion: Gegeben sei ein NEA A := (Q,%,4,s, F).

Wir konstruieren daraus einen DEA A := (Q,%, 4,3, F):

®m Q=29 d.h. die Zustande des DEA sind Mengen von Zustanden des
NEA.

w5 QxX— Qmitd(g,a) =5(qg,a) firae . Esistalso g C Qund
jeder Zustand wird mit seinem e—Abschluss im NEA identifiziert.

m 5:=E(s)

w F:={GeQ|gnF +#0}
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Satz:
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es einen
aquivalenten deterministischen endlichen Automaten.

‘m Zeige per Induktion Uber n = |w/|, dass flr alle w € £* gilt:

5(3,w) =d(s, w)
a Dann gilt:

welL(A) <GB w) eFedEwnF+0
Si(sWNF£D s we L(A)

a Induktionsanfang n=0,d.h. w =&:

0(8,€) = 6(E(s).€) = Upeg(s)E(p) = E(s) = 8(s,¢)

10 20.10.2016 Dorothea Wagner - Theoretische Grundlagen der Informatik INSTITUT FUR THEORETISCHE
Vorlesung am 20. Oktober 2016 INFORMATIK



Satz:

Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten gibt es einen
aquivalenten deterministischen endlichen Automaten.

a Induktionsannahme: Fir alle Worter w’ mit |w/| < n gilt:

63 w) =d(s,w)
® Induktionsschluss |w| = n+ 1:

Sei w = w/amit |w/| = nund a € X. Dann gilt:

5B w) = (63 w), a)
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Beispiel Potenzmengenkonstruktion:

m L=(0Ut)*0(0U1)
m NEA A akzeptiert L
m Konstruiere DEA fir L:
E(s) = {s}
0({s} 0) ={s.q}
{sh 1) ={s}
0({s,q}.0) = {s,q.f}
o({s.q}. 1) = {s,f}
{s.q.1},0) ={s.q.f}
{s.q.f},1) ={s.f}
{s.f},0) = {s,q}
o({s,f},1) = {s}

Alle anderen Zustande
kdnnen gestrichen werden

l

[ ]
) ) ) ) ) O 0
oo

—~

t
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Satz:
Jede regulare Sprache wird von einem (deterministischen)
endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

Erinnerung: Eine Sprache L C ¥* hei3t reguldr, wenn fir sie einer der
folgenden Punkte gilt: (induktive Definition)
m Verankerung:
a L ={a} mitac X oder
al=0Q
m L={¢}
a Induktion: Seien Ly, Lo reguléare Sprachen
a L=1Ly-Lyoder
a L=LyUL,oder
wl=1L
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Satz:
Jede regulare Sprache wird von einem (deterministischen)
endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

®m L:= L[(a) regulare Sprache Uber L, die durch « beschreibbar ist
® Induktion tGber n =Anzahl der U, - und *-Zeichen in «
a Induktionsanfang n=0:

>
H .
by
L=10 L ={¢}

a Induktionsannahme: Fir alle L, die durch reguléare Ausdriicke mit
weniger als n Operationen beschreibbar sind, existiert akzeptierender
DEA
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Satz:
Jede regulare Sprache wird von einem (deterministischen)
endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

a Induktionsschluss:
wmn>0=L=LUlyoderL=Ly-LyoderL =L}
m Fall1: L=L{UL,
m Sei Ay DEA, der L akzeptiert und A> DEA, der L, akzeptiert
a |dee: ,Baue” aus Ay und A, Automaten, der L akzeptiert

Ay

e (S
A
‘O
s’@?(@
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Satz:

Jede regulare Sprache wird von einem (deterministischen)

endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

@ Induktionsschluss:

wmn>0=L=LUlyoderL=Ly-LyoderL =L}

m Fall1: L=L{UL,

m Sei Ay DEA, der L akzeptiert und A> DEA, der L, akzeptiert
a |dee: ,Baue” aus Ay und A, Automaten, der L akzeptiert

~5)

Ay

S

,@A2©

O
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Satz:

Jede regulare Sprache wird von einem (deterministischen)

endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

Beweis (Fortsetzung):

m Fall1: L=LULy
m NEA A:=(Q %,6,5 F),der Ly ULy
erkennt:

B Q=QUQU{s} (s¢Q)

a F:F1UF2
mJ:
{0i(q.a)} ,q€Q, acx
@ 3 EQ S,a:€
5(q.a) == q_ \{_}
{s1. 52} ,gq=s,a=¢e
o ,q=S8 a#e
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Satz:

Jede regulare Sprache wird von einem (deterministischen)

endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

Beweis (Fortsetzung):

m Fall2: L=L;y Lo

m NEA A:=(Q X, J4,s F), derly- Ly
erkennt:
aQ:=QUQ,s:=s5,F=F

® s:= s
a FZ:F2
m J:
{si(g.a)} ,qe€Q, acx
5(g.a) =12 LGEQ\F, a=¢

{32} ,q€F1,a=8
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Satz:
Jede regulare Sprache wird von einem (deterministischen)
endlichen Automaten (DEA) akzeptiert.

Beweis (Fortsetzung):

m Fall3: L= L}
m NEA A:=(Q %, 4,5 F), der L] erkennt:

a Q:=QU{sf}
a sineu
a F:= {f} neuer Zustand

"o {61(q.@)} ,qe @, acx
@ , g€ Q)\Fy, a=¢
5(q,a) = {f} ,ge FfU{s}, a=¢
@ ,ge{sf}, a#e¢
{s1} .ge{sf} a=e
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