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Aufgabe

Zeigen Sie, dass falls das Komplement eines NP-vollstandigen Problems
in NP liegt, dann gilt NP=co-NP.
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Aufgabe

Zeigen Sie, dass falls das Komplement eines NP-vollstandigen Problems
in NP liegt, dann gilt NP=co-NP.

Wiederholung:

Die Klasse NP ist die Menge aller Sprachen L, fur die es eine nichtdeter-
ministische Turingmaschine gibt, die L in polynomieller Zeit erkennt.

Die Klasse co-NP ist die Menge aller Sprachen deren Komplement in NP
enthalten ist:

co-NP ={LCX*| X"\ L€ NP}

Guido Briickner — 6. Ubung, Theoretische Grundlagen der Informatik iﬁ! Institut flr Theoretische Informatik
Y Prof. Dr. Dorothea Wagner



Aufgabe

Zeigen Sie, dass falls das Komplement eines NP-vollstandigen Problems
in NP liegt, dann gilt NP=co-NP.

Sei Ty ein NP-vollstandiges Problem und sei TT§ das Komplement hierzu.
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Aufgabe
Zeigen Sie, dass falls das Komplement eines NP-vollstandigen Problems
in NP liegt, dann gilt NP=co-NP.

Sei Ty ein NP-vollstandiges Problem und sei TT§ das Komplement hierzu.
Annahme: TT{ € NP
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Aufgabe
Zeigen Sie, dass falls das Komplement eines NP-vollstandigen Problems
in NP liegt, dann gilt NP=co-NP.

Sei Ty ein NP-vollstandiges Problem und sei TT§ das Komplement hierzu.
Annahme: TT{ € NP

Zeige: Komplement TT3 eines beliebigen Problems TI, liegt in NP.
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Aufgabe
Zeigen Sie, dass falls das Komplement eines NP-vollstandigen Problems
in NP liegt, dann gilt NP=co-NP.

Sei Ty ein NP-vollstandiges Problem und sei TT§ das Komplement hierzu.
Annahme: TT{ € NP

Zeige: Komplement TT3 eines beliebigen Problems TI, liegt in NP.
[T ist NP-vollstandig: Es gibt Reduktion ¢ von I, auf T4

@ ist auch Reduktion von TT5 auf TT§
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Aufgabe
Zeigen Sie, dass falls das Komplement eines NP-vollstandigen Problems
in NP liegt, dann gilt NP=co-NP.

Sei Ty ein NP-vollstandiges Problem und sei TT§ das Komplement hierzu.
Annahme: TT{ € NP

Zeige: Komplement TT3 eines beliebigen Problems TI, liegt in NP.
[T ist NP-vollstandig: Es gibt Reduktion ¢ von I, auf T4

@ ist auch Reduktion von TT3 auf TT§
Sei I5 eine Instanz von TT5.

Transformiere die Instanz in eine Instanz von TIS: I5 = @(/5).
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Aufgabe

Zeigen Sie, dass falls das Komplement eines NP-vollstandigen Problems
in NP liegt, dann gilt NP=co-NP.

Sei T ein NP-vollstandiges Problem und sei TT§{ das Komplement hierzu.
Annahme: TT{ € NP

Zeige: Komplement TT3 eines beliebigen Problems TI, liegt in NP.
[T ist NP-vollstandig: Es gibt Reduktion ¢ von I, auf T4
@ ist auch Reduktion von TTS auf TT¢
Sei I5 eine Instanz von TT5.
Transformiere die Instanz in eine Instanz von TIS: I5 = @(/5).

Da T1{ in NP liegt, kann eine NTM M wie folgt auf I arbeiten.
1. M berechnet eine Losung von [{
2. M Uberprift ob Ja-Instanz
3. Falls ja, dann auch /5 sonst ist /5 keine Ja-Instanz.
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Pseudopolynomielle Algorithmen
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Wiederholung

Ein Algorithmus, der Problem TIT 10st, hei3t pseudopolynomiell, falls seine
Laufzeit durch ein Polynom der beiden Variablen

® EingabegréBe und

® GroBe der gréBten in der Eingabe vorkommenden Zahl
beschrankt ist.
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Aufgabe

Problem SUBSETSUM
Gegeben: Menge M = {x, ..., X}, Funktion w: M — Ny und K € N.
Frage: Existiert Teilmenge M’ C M mit

> w(@=K

ac M’
Aufgabe: Geben Sie einen pseudopolynomiellen Algorithmus an.
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Aufgabe

Problem SUBSETSUM
Gegeben: Menge M = {xi, ..., X}, Funktion w: M — Ny und K € N.
Frage: Existiert Teilmenge M’ C M mit

> w(@=K

ac M’

Aufgabe: Geben Sie einen pseudopolynomiellen Algorithmus an.

Idee Verwende 2-dimensionale Tabelle T der GroBBe (n+ 1) x (K + 1), die
Wahrheitswerte enthalt

w
X1 f
X2
X3
Guido Briickner — 6. Ubung, Theoretische Grundlagen der Informatik iﬁ! Institut flr Theoretische Informatik

Y Prof. Dr. Dorothea Wagner



Aufgabe

Problem SUBSETSUM
Gegeben: Menge M = {xi, ..., X}, Funktion w: M — Ny und K € N.
Frage: Existiert Teilmenge M’ C M mit

> w(@=K

ac M’

Aufgabe: Geben Sie einen pseudopolynomiellen Algorithmus an.

Idee Verwende 2-dimensionale Tabelle T der GroBBe (n+ 1) x (K + 1), die
Wahrheitswerte enthalt

: . 01 23 4 5
Interpretation: 7[/,j]=w <& W
Es gibt Teilmenge M’ C {xy,-- -, x;}, sodass X £
> w(a) =] X2
ac M’ X3
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Losung

Interpretation: T[i,j]=w < \(/)v 1 23 45
Es gibt Teilmenge M’ C {xy,-- -, x;}, sodass X f

Z w(a) = J X2

ac M’ X3

Wie T1i, j] aus vorherigen Eintragen bestimmen?

Ti,jl=TI—=1,J1V TlIi —1,] — X
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Losung

Interpretation: T[i,jl=w < \(/)v 1 23 4 5
Es gibt Teilmenge M’ C {xy,-- -, x;}, sodass X f

Z w(a) = J X2

ac M’ X3

Wie T1i, j] aus vorherigen Eintragen bestimmen?

Ti,jl=TI—=1,J1V TlIi —1,] — X

Algorithmus
Initialisiere T[0,0] = w und T[/, /] = f sonst
Far/i=0,...n
Firj=0,...K
T, jl=TH—1,]]V T[li —1,] — x]
Gebe T[n, K] zurlck.
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Beispiel

M = {X1,X2,X3,X4,X5}
w(xq) =2 w(xe) =3 w(x3)=5 w(xy)=7 w(xs)=10

K=14
01 23 4 5 14

Ti,l=TH—=1,J1V T[i —1,] — X
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Beispiel

M = {x1, X2, X3, X4, X5 }

w(xq) =2 w(xe) =3 w(x3)=5 w(xy)=7 w(xs)=10
K =14
0 2 3 4 5 14
L1728 1 A A O A AR A I
X1
X2
X3
X4
X5
T l=T =171V Tl =1,/ = X]]
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Beispiel

M = {xy, X2, X3, X4, X5 }

w(xq) =2 w(xe) =3 w(x3)=5 w(xy)=7 w(xs)=10
K =14
0 2 3 4 5 14
L1728 1 A A O A AR A I
Xylw|flwlf |t [fT |t f [Tt F [T [Ff]F]T
X2
X3
X4
X5
T l=T =171V Tl =1,/ = X]]
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Beispiel

M = {xy, X2, X3, X4, X5 }

w(xq) =2 w(xe) =3 w(x3)=5 w(xy)=7 w(xs)=10
K =14
01 23 4 5 14
L1728 1 A A O A AR A I
Xylw|flwlf |t [fT |t f [Tt F [T [Ff]F]T
Xeolw|flwiw|fiw|f[f|f|f|f]f|f]f]f
X3
X4
X5
T l=T =171V Tl =1,/ = X]]
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Beispiel

M = {xy, X2, X3, X4, X5 }

w(xq) =2 w(xe) =3 w(x3)=5 w(xy)=7 w(xs)=10
K =14

01 23 4 5 14

w|f [T fT|f[f T f[f|fT|f[f[f|f]|f
Xt\wlfjw|f [T [T [f[f]f[f[f|f|f]|f
Xolw|flwiw|flw|f [T [f]|f[f[f][]fT|f]|f
X3lw|f|lwiw|fiw|lf{w|w]|f|w]|f|f]|f]f
X4
X5

Ti,l=TH—=1,J1V T[i —1,] — X
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Beispiel

M = {xy, X2, X3, X4, X5 }

w(xq) =2 w(xe) =3 w(x3)=5 w(xy)=7 w(xs)=10
K =14

01 2 3 4 5 14

V1VZ% A A O A O A O A
Xilw|f|w|f[f|[f|f|f[f[f|f|f|Ff|Ff]|f
Xolw|flwlwlf|lwlf [T [T [T [f|[f|[f|f]|f
X3lw|f|lwlwlflw|f|lwlw|[flw|[f]|f]|f]|f
Xelw|flwlw|fiw|f{wlwlwlwl|f|w]|f]|w
X5

Ti,l=TH—=1,J1V T[i —1,] — X
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Approximative Algorithmen
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Wiederholung

Sei IT ein Optimierungsproblem. Ein polynomialer Algorithmus A , der flir
jedes | € Dy einen Wert A(/) liefert, mit

OPT()) — A()| < K

und K € Ny konstant, heil3t Approximationsalgorithmus mit Differenzenga-
rantie oder absoluter Approximationsalgorithmus.
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Aufgabe

Problem CLIQUE

Gegeben: Ungerichteter Graph G = (V, E).

Gesucht: Moglichst grof3e Clique von G.

Hinweis: C C V heiB3t Clique, falls flr jedes Paar u, v € C die Kante {u, v} €
E existiert.

Guido Briickner — 6. Ubung, Theoretische Grundlagen der Informatik iﬁ! Institut flr Theoretische Informatik
Y Prof. Dr. Dorothea Wagner



Aufgabe

Problem CLIQUE

Gegeben: Ungerichteter Graph G = (V, E).

Gesucht: Moglichst grof3e Clique von G.

Hinweis: C C V heiB3t Clique, falls flr jedes Paar u, v € C die Kante {u, v} €
E existiert.

Zeige: Es gibt keinen Approximationsalgorithmus.
® Annahme: Sei A absoluter Approxalgo mit |OPT(l) — A(| < K VI

® |dee: Konstruiere aus A polynomiellen exakten Algo fiir CLIQUE

® Technik: Nutze Instanz / zum Bau von /', sodass Ldsung in /" eine Bu
grof3e”Losung in / induziert.
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Sei (G = (V, E), K) Instanz von CLIQUE
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Sei (G = (V, E), K) Instanz von CLIQUE
. Kopiere G m-mal
2. Verbinden jeden Knoten einer Kopie
mit jedem Knoten aller anderen Kopi-
en

Graph G" ist fir m € N wie folgt definiert:

iﬁ! Institut fiir Theoretische Informatik

Y Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Sei (G = (V, E), K) Instanz von CLIQUE

1. Kopiere G m-mal

2. Verbinden jeden Knoten einer Kopie
mit jedem Knoten aller anderen Kopi-
en

Beob.: d Clique C der GréBe « in G gdw. 3 Clique C™ der GréBe aom in G".

Graph G" ist fir m € N wie folgt definiert:

Institut fiir Theoretische Informatik
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Sei (G = (V, E), K) Instanz von CLIQUE

1. Kopiere G m-mal

2. Verbinden jeden Knoten einer Kopie
mit jedem Knoten aller anderen Kopi-
en

Beob.: d Clique C der GréBe « in G gdw. 3 Clique C™ der GréBe aom in G".

Graph G" ist fir m € N wie folgt definiert:

Annahme: Es gibt Approximationalg. .A mit | A(/) — OPT(/)| < K (flr alle /)
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Sei (G = (V, E), K) Instanz von CLIQUE

1. Kopiere G m-mal

2. Verbinden jeden Knoten einer Kopie
mit jedem Knoten aller anderen Kopi-

en
Beob.: d Clique C der GréBe « in G gdw. 3 Clique C™ der GréBe aom in G".

Graph G" ist fir m € N wie folgt definiert:

Annahme: Es gibt Approximationalg. .A mit | A(/) — OPT(/)| < K (flr alle /)
Strategie um grof3te Clique in G zu finden:
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Sei (G = (V, E), K) Instanz von CLIQUE

1. Kopiere G m-mal

2. Verbinden jeden Knoten einer Kopie
mit jedem Knoten aller anderen Kopi-

en
Beob.: d Clique C der GréBe « in G gdw. 3 Clique C™ der GréBe aom in G".

Graph G" ist fir m € N wie folgt definiert:

Annahme: Es gibt Approximationalg. .A mit | A(/) — OPT(/)| < K (flr alle /)
Strategie um grof3te Clique in G zu finden:

1. Erstelle G**' von G
2. Wende A auf G**' an: liefert Clique C**
3. Extrahiere aus C**' eine Clique C fiir G der GréBe (K + 1) - |C| = |C**|
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Sei (G = (V, E), K) Instanz von CLIQUE

1. Kopiere G m-mal

2. Verbinden jeden Knoten einer Kopie
mit jedem Knoten aller anderen Kopi-

en
Beob.: d Clique C der GréBe « in G gdw. 3 Clique C™ der GréBe aom in G".

Graph G" ist fir m € N wie folgt definiert:

Annahme: Es gibt Approximationalg. .A mit | A(/) — OPT(/)| < K (flr alle /)
Strategie um grof3te Clique in G zu finden:

1. Erstelle G**' von G
2. Wende A auf G**' an: liefert Clique C**
3. Extrahiere aus C**' eine Clique C fiir G der GréBe (K + 1) - |C| = |C**|

AG) — OPT(G")| < K < |AG™) — (K+1)OPT(G)| < K
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Sei (G = (V, E), K) Instanz von CLIQUE

1. Kopiere G m-mal

2. Verbinden jeden Knoten einer Kopie
mit jedem Knoten aller anderen Kopi-

en
Beob.: d Clique C der GréBe « in G gdw. 3 Clique C™ der GréBe aom in G".

Graph G" ist fir m € N wie folgt definiert:

Annahme: Es gibt Approximationalg. .A mit | A(/) — OPT(/)| < K (flr alle /)
Strategie um grof3te Clique in G zu finden:

1. Erstelle G**' von G
2. Wende A auf G**' an: liefert Clique C**
3. Extrahiere aus C**' eine Clique C fiir G der GréBe (K + 1) - |C| = |C**|

AG) — OPT(G")| < K < |AG™) — (K+1)OPT(G)| < K
|IC** — (K +1)OPT(G)| < K < |[(K+1)|C| — (K +1)OPT(G)| < K
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Sei (G = (V, E), K) Instanz von CLIQUE

1. Kopiere G m-mal

2. Verbinden jeden Knoten einer Kopie
mit jedem Knoten aller anderen Kopi-

en
Beob.: d Clique C der GréBe « in G gdw. 3 Clique C™ der GréBe aom in G".

Graph G" ist fir m € N wie folgt definiert:

Annahme: Es gibt Approximationalg. .A mit | A(/) — OPT(/)| < K (flr alle /)
Strategie um grof3te Clique in G zu finden:

1. Erstelle G**' von G
2. Wende A auf G**' an: liefert Clique C**
3. Extrahiere aus C**' eine Clique C fiir G der GréBe (K + 1) - |C| = |C**|

AG) — OPT(G")| < K < |AG™) — (K+1)OPT(G)| < K
|IC** — (K +1)OPT(G)| < K < |[(K+1)|C| — (K +1)OPT(G)| < K

| IC] = OPT(G)| < <1

K+ 1
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Sei (G = (V, E), K) Instanz von CLIQUE

1. Kopiere G m-mal

2. Verbinden jeden Knoten einer Kopie
mit jedem Knoten aller anderen Kopi-

en
Beob.: d Clique C der GréBe « in G gdw. 3 Clique C™ der GréBe aom in G".

Graph G" ist fir m € N wie folgt definiert:

Annahme: Es gibt Approximationalg. .A mit | A(/) — OPT(/)| < K (flr alle /)
Strategie um grof3te Clique in G zu finden:

1. Erstelle G**' von G
2. Wende A auf G**' an: liefert Clique C**
3. Extrahiere aus C**' eine Clique C fiir G der GréBe (K + 1) - |C| = |C**|

AG) — OPT(G")| < K < |AG™) — (K+1)OPT(G)| < K
|IC** — (K +1)OPT(G)| < K < |[(K+1)|C| — (K +1)OPT(G)| < K

| |C| — OPT(G)| < <1 —»|C| = OPT(G)
K+ 1
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Wiederholung

Sei IT ein Optimierungsproblem. Ein polynomialer Algorithmus A , der flir
jedes | € Dry einen Wert A(/) liefert mit R4(/) < K, wobei K > 1 eine

Konstante, und

rA(l S
op%()/) falls TT Minimierungsproblem

Rall) = 5

OPT(/ .
| A(,()) falls TT Maximierungsproblem

heiBt Approximationsalgorithmus mit relativer Glitegarantie. A heiBt e—
approximativ, falls R 4(l) < 1 + ¢ fir alle I € Dyy.

Institut fiir Theoretische Informatik
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Aufgabe

INDEPENDENTSQUARES .
Gegeben: Menge Q = {qi,...,q,} gleichgroBer, achsenparalleler

Quadrate in der Ebene.

Gesucht: Moglichst groBe unabhangige Menge S C Q. Dabei heif3t
S C Q unabhéngig, falls fur alle q;, q; € S mit i # j gilt, dass g; und g;
sich nicht schneiden.
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Aufgabe

INDEPENDENTSQUARES .
Gegeben: Menge Q = {qi,...,q,} gleichgroBer, achsenparalleler

Quadrate in der Ebene.

Gesucht: Moglichst groBe unabhangige Menge S C Q. Dabei heif3t
S C Q unabhéngig, falls fur alle q;, q; € S mit i # j gilt, dass g; und g;
sich nicht schneiden.
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Aufgabe

INDEPENDENTSQUARES .
Gegeben: Menge Q = {qi,...,q,} gleichgroBer, achsenparalleler

Quadrate in der Ebene.

Gesucht: Moglichst groBe unabhangige Menge S C Q. Dabei heif3t
S C Q unabhéngig, falls fur alle q;, q; € S mit i # j gilt, dass g; und g;
sich nicht schneiden.
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Aufgabe

INDEPENDENTSQUARES .
Gegeben: Menge Q = {qi,...,q,} gleichgroBer, achsenparalleler

Quadrate in der Ebene.

Gesucht: Moglichst groBe unabhangige Menge S C Q. Dabei heif3t
S C Q unabhéngig, falls fur alle q;, q; € S mit i # j gilt, dass g; und g;
sich nicht schneiden.
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Aufgabe

INDEPENDENTSQUARES .
Gegeben: Menge Q = {qi,...,q,} gleichgroBer, achsenparalleler

Quadrate in der Ebene.
Gesucht: Moglichst groBe unabhangige Menge S C Q. Dabei heif3t

S C Q unabhéngig, falls fur alle q;, q; € S mit i # j gilt, dass g; und g;

sich nicht schneiden.

Eingabe : Q ={q,...,gn} gleichgroB3er, achsenparalleler Quadrate mit
Mittelpunkten cy, . . ., c,, sodass flr die x-Koordinaten der Mittelpunkte
gilt x(cy) < ... < x(¢cn).

Ausgabe : Unabhangige Menge S C Q.

S« 0;
fari=1,...,ntue
wenn g; € Q dann
S+ SuU{qg};
Q<+ Q\({g}U{qg € Q| gjund g; schneiden sich.})
return S;
Algorithmus 1 : SWEEPLINE
Guido Briickner — 6. Ubung, Theoretische Grundlagen der Informatik iﬁ! Institut fir Theoretische Informatik
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Aufgabe

Gesucht: Familie Qy, G2, Qs, . . . gleichgrof3er, achsenparalleler Quadrate an, sodass gilt

|Qn| € O(n) und |SWEEPLINE(Q))| = %|OPT(Q,,)|

far alle n € N. Dabei bezeichnet OPT(Q) die kardinalitdtsmaximale unabhangige Menge
von Q. Begriinden Sie lhre Antwort.

Guido Briickner — 6. Ubung, Theoretische Grundlagen der Informatik iﬁ! Institut flr Theoretische Informatik
Y Prof. Dr. Dorothea Wagner



Aufgabe

Gesucht: Familie Qy, G2, Qs, . . . gleichgrof3er, achsenparalleler Quadrate an, sodass gilt

|Qn| € O(n) und |SWEEPLINE(Q))| = %|OPT(Q,,)|

far alle n € N. Dabei bezeichnet OPT(Q) die kardinalitdtsmaximale unabhangige Menge
von Q. Begriinden Sie lhre Antwort.
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Aufgabe

Zeigen Sie, dass SWEEPLINE flr INDEPENDENTSQUARES ein Approximationsalgorith-
mus mit relativer Gltegarantie 2 ist.
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Aufgabe

Zeigen Sie, dass SWEEPLINE flr INDEPENDENTSQUARES ein Approximationsalgorith-
mus mit relativer Gltegarantie 2 ist.

Betrachte den Fall, dass g; im i-ten Schritt in S eingeflgt wird.
Bezeichne Q; die Menge Q direkt vor dem i-ten Schritt.
Sei K = {q; € Qi | g und g; schneiden sich}.
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Aufgabe

Zeigen Sie, dass SWEEPLINE flr INDEPENDENTSQUARES ein Approximationsalgorith-
mus mit relativer Gltegarantie 2 ist.

Betrachte den Fall, dass g; im i-ten Schritt in S eingeflgt wird.
Bezeichne Q; die Menge Q direkt vor dem i-ten Schritt.
Sei K = {q; € Qi | g und g; schneiden sich}.

Alle Quadrate gleichgrof3 und achsenparallel
—» Jedes Quadrat g; € K Uberdeckt mindestens eine Ecke von q.
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Aufgabe

Zeigen Sie, dass SWEEPLINE flr INDEPENDENTSQUARES ein Approximationsalgorith-
mus mit relativer Gltegarantie 2 ist.

Betrachte den Fall, dass g; im i-ten Schritt in S eingeflgt wird.
Bezeichne Q; die Menge Q direkt vor dem i-ten Schritt.
Sei K = {q; € Qi | g und g; schneiden sich}.

Alle Quadrate gleichgrof3 und achsenparallel
—» Jedes Quadrat g; € K Uberdeckt mindestens eine Ecke von q.

x(¢) > x(¢) fur alle g; € Q:
—» QObere-rechte oder untere-rechte Ecke von g; muss Uberdeckt sein.
—» |OPT(K)| < 2
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Aufgabe

Zeigen Sie, dass SWEEPLINE flr INDEPENDENTSQUARES ein Approximationsalgorith-
mus mit relativer Gltegarantie 2 ist.

Betrachte den Fall, dass g; im i-ten Schritt in S eingeflgt wird.
Bezeichne Q; die Menge Q direkt vor dem i-ten Schritt.
Sei K = {q; € Qi | g und g; schneiden sich}.

Alle Quadrate gleichgrof3 und achsenparallel
—» Jedes Quadrat g; € K Uberdeckt mindestens eine Ecke von q.

x(¢) > x(¢) fur alle g; € Q:
—» QObere-rechte oder untere-rechte Ecke von g; muss Uberdeckt sein.
—» |OPT(K)| < 2

Schlimmster Fall: Zwei Quadrate der optimalen Losung gehen verloren, wahrend eins
zur Losung hinzugenommen wird.

—» Relative Gltegarantie
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Aufgabe

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph und sei Gy = (V, E; C E) ein inklusionsmaximaler
azyklischer Teilgraph von G. Zudem sei G> = (V, Ex = E \ Ey) das Komplement zu G;.

Zeige: FUr jede Kante (u, v) € E» gibt es in Gy einen gerichteten Pfad von v nach u.
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Aufgabe

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph und sei Gy = (V, E; C E) ein inklusionsmaximaler
azyklischer Teilgraph von G. Zudem sei G> = (V, Ex = E \ Ey) das Komplement zu G;.

Zeige: FUr jede Kante (u, v) € E» gibt es in Gy einen gerichteten Pfad von v nach u.

Annahme: Es gibt Kante (u, v) € E,, sodass es keinen gerichteten Pfad von v nach u
in Gy gibt.

—» Kante (u, v) kann zu E; hinzu genommen werden, ohne das ein gerichteter Kreis

entsteht.
{ G: inklusionsmaximal, azyklischer Graph ist.
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Aufgabe

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph und sei Gy = (V, E; C E) ein inklusionsmaximaler
azyklischer Teilgraph von G. Zudem sei G> = (V, Ex = E \ Ey) das Komplement zu G;.

Zeige: Go ist azyklisch.
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Aufgabe

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph und sei Gy = (V, E; C E) ein inklusionsmaximaler
azyklischer Teilgraph von G. Zudem sei G> = (V, Ex = E \ Ey) das Komplement zu G;.

Zeige: Go ist azyklisch.

Annahme: G. enthalt einen Kreis P = (ey, eo, . . ., €x).
Teilaufagabe (a): FUr jede dieser Kanten e; € P gibt es gerichteten Pfad P; in Gy, der
vom Zielknoten von e; zum Startknoten von g; flhrt. p
...... 1
. . . P5 '0" '0""‘ ‘\‘

Verbinde Pfade zu einem Kreis. ¥ [SENOTLLE .

:‘ - e1 “ o""PZ

e

"'o e4 """ n
K €3 0.
P4 “\‘ "' ': ’0"
‘\‘ l\"¢' _____ ’

a=-

iﬁ! Institut fiir Theoretische Informatik
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MAXIMUM AcYCLIC GRAPH;:

Gegeben: Gerichteter Graph G = (V, E).
Gesucht: Kardinalitatsmaximaler azyklischer Teilgraph von G.

Gesucht: Approx.algo. fur MAXIMUM AcYcCLIC GRAPH mit relativer Gltegarantie 2.
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MAXIMUM AcYCLIC GRAPH;:

Gegeben: Gerichteter Graph G = (V, E).
Gesucht: Kardinalitatsmaximaler azyklischer Teilgraph von G.

Gesucht: Approx.algo. fur MAXIMUM AcYcCLIC GRAPH mit relativer Gltegarantie 2.

Berechne inklusionsmaximalen azyklischen Teilgraph Gy = (V, E1) von G.;
Berechne Komplementgraph Gz = (V, E \ Ei) zu G ;

wenn |E;| > |E;| dann

return Gi;

sonst

return Go;

iﬁ! Institut fiir Theoretische Informatik
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MAXIMUM AcYCLIC GRAPH;:

Gegeben: Gerichteter Graph G = (V, E).
Gesucht: Kardinalitatsmaximaler azyklischer Teilgraph von G.

Gesucht: Approx.algo. fur MAXIMUM AcYcCLIC GRAPH mit relativer Gltegarantie 2.

Berechne inklusionsmaximalen azyklischen Teilgraph Gy = (V, E1) von G.;
Berechne Komplementgraph Gz = (V, E \ Ei) zu G ;

wenn |E;| > |E;| dann

return Gi;

sonst

return Go;

® G, ist azyklisch.
® |E1‘+‘E2|=‘E‘ und E1ﬂE2 7/@

iﬁ! Institut fiir Theoretische Informatik
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MAXIMUM AcYCLIC GRAPH;:

Gegeben: Gerichteter Graph G = (V, E).
Gesucht: Kardinalitatsmaximaler azyklischer Teilgraph von G.

Gesucht: Approx.algo. fur MAXIMUM AcYcCLIC GRAPH mit relativer Gltegarantie 2.

Berechne inklusionsmaximalen azyklischen Teilgraph Gy = (V, E1) von G.;
Berechne Komplementgraph Gz = (V, E \ Ei) zu G ;

wenn |E;| > |E;| dann

return Gi;

sonst

return Go;

® G, ist azyklisch.

® |E1‘ + ‘E2| = ‘E‘ und E1 ﬂEg 7/@
—» |Ei| > }|E| oder |Ex| > }E|

—p Optimale Lésung kann nicht mehr als |E| Kanten enthalten.

iﬁ! Institut fiir Theoretische Informatik
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Bin Packing — Definition

endliche Menge M = {a;, ..
mit Gewichtsfunktion

s: M — (0, 1]

<@
—— (=

<
N———1

ds

~———

., an}

jujy

Eimer (Bins) mit Fassungsvermogen 1

Problem: BIN PACKING

Weise die Elemente in M einer minimalen Anzahl an Bins By, ..., B, zu,
sodass fur jeden Bin B gilt:

Z s(a;) <1

aeB

N
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Bin Packing — Definition

endliche Menge M = {a, ..., ap}
mit Gewichtsfunktion

s: M — (0, 1] —— | 96 | 25/
1 ao ——

e

M—] a
a a — 3 as a
1 1 33 B a1
>
a4 I
Eimer

(Bins) mit Fassungsvermogen 1
4 Bins

N

Problem: BIN PACKING
Weise die Elemente in M einer minimalen Anzahl an Bins By, ..., B, zu,
sodass fur jeden Bin B gilt:

Z s(a) <1

aeB
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Bin Packing — Definition
endliche Menge M = {a, ..., ap}

mit Gewichtsfunktion — — —
s: M —s (0,1] al e

= il as \a’\_ﬁﬁ
31 a as £ ds

v Eimer{j{j{j

(Bins) mit Fassungsvermogen 1
3 Bins

N

Problem: BIN PACKING
Weise die Elemente in M einer minimalen Anzahl an Bins By, ..., B, zu,
sodass fur jeden Bin B gilt:

Z s(a) <1

aeB
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Bin-Packing

Strategie:
FlUge Elemente nacheinander in den aktuellen Bin ein. Wenn ein Element
nicht mehr passt, schlief3e den Bin ab und nimm einen neuen.

Beispiel:
.
a4 do 1
. . as
-
da

& [
&l

|
EX
|

ds
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Bin-Packing

Strategie:
FlUge Elemente nacheinander in den aktuellen Bin ein. Wenn ein Element
nicht mehr passt, schlief3e den Bin ab und nimm einen neuen.

Beispiel:
- — -
as 1
-
= =
as

£l
i

|
EX

|
|
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Bin-Packing

Strategie:
FlUge Elemente nacheinander in den aktuellen Bin ein. Wenn ein Element
nicht mehr passt, schlief3e den Bin ab und nimm einen neuen.

Beispiel:
- —— -
-—
B | B
das
—
- - a
= & -
a7
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Bin-Packing

Strategie:
FlUge Elemente nacheinander in den aktuellen Bin ein. Wenn ein Element
nicht mehr passt, schlief3e den Bin ab und nimm einen neuen.

Beispiel:
—— - > —~
as as
—
- - a
= & -
a7
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Bin-Packing

Strategie:
FlUge Elemente nacheinander in den aktuellen Bin ein. Wenn ein Element
nicht mehr passt, schlief3e den Bin ab und nimm einen neuen.

Beispiel:
— - —— —— -
co 1 dao G
as as
—— a
- > a ¢
as

£l
i

|
EX

|
|
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Bin-Packing

Strategie:
FlUge Elemente nacheinander in den aktuellen Bin ein. Wenn ein Element
nicht mehr passt, schlief3e den Bin ab und nimm einen neuen.

Beispiel: _
N —]
ao 1 ao ——
as as
—— as
- - a
= & -
a7
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Bin-Packing

Strategie:
FlUge Elemente nacheinander in den aktuellen Bin ein. Wenn ein Element
nicht mehr passt, schlief3e den Bin ab und nimm einen neuen.

- | ] pr— v/\
Beispiel: e |
N —]
ao 1 ao ——
as as
—— as
- - a
= & -
a7
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Bin-Packing

Strategie:
FlUge Elemente nacheinander in den aktuellen Bin ein. Wenn ein Element
nicht mehr passt, schlief3e den Bin ab und nimm einen neuen.

Beispiel: B E3
- — i —— - a5
ao 1 ao — —
a3 | |a3 3
- - a ¢
as

£l
i

|
EX

|
|
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Next Fit — Approximation

Satz: Approximation (Satz 7.5)
NEXT FIT erfullt Ry < 2.

Beweis:

® Sei k = NF(/) die Anzahl an Bins, die NEXTFIT fiir die Instanz |/
1 _bendtigt.

—
1 —
_____ L | — 4 - - - - - = = = -

Guido Briickner — 6. Ubung, Theoretische Grundlagen der Informatik iﬁ! Institut flr Theoretische Informatik
Y Prof. Dr. Dorothea Wagner



Next Fit — Approximation

Satz: Approximation (Satz 7.5)
NEXT FIT erfullt Ry < 2.

Beweis:

® Sei k = NF(/) die Anzahl an Bins, die NEXTFIT fiir die Instanz |/
1 _bendtigt.

® Sei s; die GroBe der Elemente

i in Bin /.
1 ) —
_____ L |- 4 -/ - - - - - — _
M——]
s >3
2
S1 S4
E E Sk
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Next Fit — Approximation

Satz: Approximation (Satz 7.5)
NEXT FIT erfullt Ry < 2.

Beweis:

® Sei k = NF(/) die Anzahl an Bins, die NEXTFIT fiir die Instanz |/
1 _bendtigt.

® Sei s; die GroBe der Elemente

] in Bin /.
- _ - f9] = e~~~ — - ® Fiir zwei aufeinanderfolgende
1 [S3 . :
So Bins qilt; s; + 5,1 > 1
S1 S4 S J (sonst hatten die Elemente

in Bin / + 1 noch in Bin j ge-
E E o paSSt)
I 1 I
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Next Fit — Approximation

Satz: Approximation (Satz 7.5)
NEXT FIT erfullt Ry < 2.

Beweis:

® Sei k = NF(/) die Anzahl an Bins, die NEXTFIT fiir die Instanz |/
1 _bendtigt.

® Sei s; die GroBe der Elemente

] in Bin /.
- _ - f9] = e~~~ — - ® Fiir zwei aufeinanderfolgende
1 [S3 . :
So Bins qilt; s; + 5,1 > 1
S1 S4 S J (sonst hatten die Elemente

in Bin / + 1 noch in Bin j ge-
E E o paSSt)
1 I 1 I

S1+ S > 1 S3+ S84 > 1

k k—1
= Y s; > £ falls k gerade bzw. Y s; > ¥ falls k ungerade
=1

=1
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Next Fit — Approximation

Satz: Approximation (Satz 7.5)
NEXT FIT erfullt Ry < 2.

Beweis:

® Sei k = NF(/) die Anzahl an Bins, die NEXTFIT fiir die Instanz |/
1 _bendtigt.

® Sei s; die GroBe der Elemente

] in Bin /.
- _ - f9] = e~~~ — - ® Fiir zwei aufeinanderfolgende
1 [S3 . :
So Bins qilt; s; + 5,1 > 1
S1 S4 S J (sonst hatten die Elemente

in Bin / + 1 noch in Bin j ge-
E E o paSSt)
1 I 1 I

S1+ S > 1 S3+ S84 > 1

k k—1
= Y s; > £ falls k gerade bzw. Y s; > ¥ falls k ungerade
=1

=1

= OPT(/) > 551 = NF(/) = k < 20PT(/) + 1 = NF(/) < 20PT(/)
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Ganzzahlige Programmierung
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Aufgabe

GANZZAHLIGEPROGRAMMIERUNG

Minimiere  c'x } Zielfunktion
X
unter Ax < b, } Einschrankungen
x > 0,

xel } Schranken

c, b sind Vektoren, A ist Matrix

GANZZAHLIGEPROGRAMMIERUNG ist NP-schwer.

Problem UNABHANGIGE MENGE
Gegeben: Ungerichteter Graph G = (V, E) und Zahl k € N.

Frage: Existiert eine unabhangige Knotenmenge V' C V, so dass |V'| > k gilt?
Hinweis: V' C V heiBBt unabhangig, falls fir alle u,v € V' mit u # v gilt {u, v} & E.

Institut fiir Theoretische Informatik
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Aufgabe

Problem UNABHANGIGE MENGE

Gegeben: Ungerichteter Graph G = (V, E) und Zahl k € N.

Gesucht: Moglichst groBe unabhangige Menge V' C V.

Hinweis: V' C V heiBt unabhéangig, falls fir alle u,v € V' mit u # v gilt {u, v} & E.
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Aufgabe

Problem UNABHANGIGE MENGE

Gegeben: Ungerichteter Graph G = (V, E) und Zahl k € N.

Gesucht: Moglichst groBe unabhangige Menge V' C V.

Hinweis: V' C V heiBt unabhéangig, falls fir alle u,v € V' mit u # v gilt {u, v} & E.
Variablen: Fir jeden Knoten u € V eine Variable x,

Idee: x, = 1 genau dann wenn x, gehort zu gesuchten unabhangigen Menge.

Nebenbedingungen:
Firalle {u,v} € E: X, +x, <1
Fir alle u € V: Xy € {0,1}

Zielfunktion: Z Xy

ueV
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Aufgabe

Problem MAX2SAT:

Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C von Klauseln Gber U, wobei jede Klausel
genau zwei Literale enthalt und eine Zahl k € N.

Gesucht: Wahrheitsbelegung, sodass moglichst viele Klauseln erfullt werden.
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Aufgabe

Problem MAX2SAT:

Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C von Klauseln Gber U, wobei jede Klausel
genau zwei Literale enthalt und eine Zahl k € N.

Gesucht: Wahrheitsbelegung, sodass moglichst viele Klauseln erfullt werden.

Variablen: FUr jede Variable v flhre die Variablen x, und X, ein.
FUr jede Klausel c¢ flhre die Variable x; ein.
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Aufgabe

Problem MAX2SAT:

Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C von Klauseln Gber U, wobei jede Klausel
genau zwei Literale enthalt und eine Zahl k € N.

Gesucht: Wahrheitsbelegung, sodass moglichst viele Klauseln erfullt werden.

Variablen: FUr jede Variable v flhre die Variablen x, und X, ein.
FUr jede Klausel c¢ flhre die Variable x; ein.

Nebenbedingungen:
Far alle Variablen v:  x, +X, =1 und x, € {0,1}
Flr jede Klausel c: xc € {0,1}

Xe < Xyu+Xy fallsc=uVyv
Xe < Xy +x, fallsc=uVyv
Xe < xy+x, fallsc=uvVvv
Xc < Xy+Xx, fallsc=uVv
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Aufgabe

Problem MAX2SAT:

Gegeben: Menge U von Variablen, Menge C von Klauseln Gber U, wobei jede Klausel
genau zwei Literale enthalt und eine Zahl k € N.

Gesucht: Wahrheitsbelegung, sodass moglichst viele Klauseln erfullt werden.

Variablen: FUr jede Variable v flhre die Variablen x, und X, ein.
FUr jede Klausel c¢ flhre die Variable x; ein.

Nebenbedingungen:
Far alle Variablen v:  x, +X, =1 und x, € {0,1}
Flr jede Klausel c: xc € {0,1}

Xe < Xyu+Xy fallsc=uVyv
Xe < Xy +x, fallsc=uVyv
Xe < xy+x, fallsc=uvVvv
Xc < Xy+Xx, fallsc=uVv

Zielfunktion: Z X,

Klausel ¢
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Aufgabe

Wie CLIQUE mithilfe von UNABHANGIGEMENGE l0osen?
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