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Gliederung

Organisatorisches

—» Tutorium 16, gehalten von Jan Elimers, findet am 16.11 in Semi-
narraum SR -108 statt (einmalige Verlegung).
Uhrzeit wie immer: 09:45 - 11:15 Uhr

— Bitte Deckblattgenerator fiir Ubungsblatter benutzen:

https://webinscribe.ira.uka.de/deckblatt/index.php?course=10588

Inhalt

—» Verallgemeinertes Pumping-Lemma
—» Nerode-Relation

—» [uring-Maschinen

—» Entscheidbarkeit
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Verallgemeinertes Pumping-Lemma

Marcel Radermacher — 3. Ubung, Theoretische Grundlagen der Informatik i%! Institut flr Theoretische Informatik
T Prof. Dr. Dorothea Wagner



Pumping-Lemma

Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so dass fur jedes Wort
w € L mit |w| > n eine Darstellung

w = uvx mit [uv| < nund v # ¢,

existiert, bei der auch uv'x € List fir alle i € Np.
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Pumping-Lemma

Zeigen Sie fur die Sprache L = {a&b/ € {a,b}* | i,j € N}, dass die
Sprache nicht regular ist.

Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so dass fur jedes Wort
w € L mit |w| > n eine Darstellung

w = uvx mit [uv| < nund v # ¢,

existiert, bei der auch uv'x € List fir alle i € Np.
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Pumping-Lemma

Zeigen Sie fur die Sprache L = {a&b/ € {a,b}* | i,j € N}, dass die
Sprache nicht regular ist.

Pumping-Lemma ist erflllt (siehe Vorlesung)

Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so dass fur jedes Wort
w € L mit |w| > n eine Darstellung

w = uvx mit [uv| < nund v # ¢,

existiert, bei der auch uv'x € List fir alle i € Np.

iﬁ! Institut fiir Theoretische Informatik

Y Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Verallgemeinertes Pumping-Lemma

Zeigen Sie fur die Sprache L = {a&b/ € {a,b}* | i,j € N}, dass die
Sprache nicht regular ist.
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Verallgemeinertes Pumping-Lemma

Zeigen Sie fur die Sprache L = {a&b/ € {a,b}* | i,j € N}, dass die
Sprache nicht regular ist.

Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so dass fur
jedes Wort w € L mit |w| > nund jede Darstellung w = tyx mit |y| = n
gilt:

Flr jedes Teilwort y existiert eine Darstellung y = uvz mit v # ¢ bei der
auch tuv'zx € L fur alle i € N.
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Verallgemeinertes Pumping-Lemma

Zeigen Sie fur die Sprache L = {a&b/ € {a,b}* | i,j € N}, dass die
Sprache nicht regular ist.

Annahme: L ist regular.

Zeige fir w = a"b™ , dass das VPL nicht erfiillt ist. n beliebig

Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so dass fur
jedes Wort w € L mit |w| > nund jede Darstellung w = tyx mit |y| = n
gilt:

Flr jedes Teilwort y existiert eine Darstellung y = uvz mit v # ¢ bei der
auch tuv'zx € L fur alle i € N.
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Verallgemeinertes Pumping-Lemma

Zeigen Sie fur die Sprache L = {a&b/ € {a,b}* | i,j € N}, dass die
Sprache nicht regular ist.

Annahme: L ist regular.

Zeige fir w = a"b™ , dass das VPL nicht erfiillt ist. n beliebig
Waéhle t = ", yx = bnz, alsoy =b",x = an_n eine Darstellung

Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so dass fur
jedes Wort w € L mit |w| > nund jede Darstellung w = tyx mit |y| = n
gilt:

Flr jedes Teilwort y existiert eine Darstellung y = uvz mit v # ¢ bei der
auch tuv'zx € L fur alle i € N.
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Verallgemeinertes Pumping-Lemma

Zeigen Sie fur die Sprache L = {a&b/ € {a,b}* | i,j € N}, dass die
Sprache nicht regular ist.

Wahlet=a",y =b",x = pr—n
Yy =Uuvz, U= b,v=bz=b""71"K k>0 beliebige Darstellung

Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so dass fur
jedes Wort w € L mit |w| > nund jede Darstellung w = tyx mit |y| = n
gilt:

Flr jedes Teilwort y existiert eine Darstellung y = uvz mit v # ¢ bei der
auch tuv'zx € L fur alle i € N.
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Verallgemeinertes Pumping-Lemma

Zeigen Sie fur die Sprache L = {a&b/ € {a,b}* | i,j € N}, dass die
Sprache nicht regular ist.

Wahlet=a",y =b",x = pr—n
Yy =Uuvz, U= b,v=bz=b""71"K k>0 beliebige Darstellung

Wy = tuv®zx = a'bli(bk)0bt I KpT =N — gnpm—k eini,i=0

Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so dass fur
jedes Wort w € L mit |w| > nund jede Darstellung w = tyx mit |y| = n
gilt:

Flr jedes Teilwort y existiert eine Darstellung y = uvz mit v # ¢ bei der
auch tuv'zx € L fur alle i € N.
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Verallgemeinertes Pumping-Lemma

Zeigen Sie fur die Sprache L = {a&b/ € {a,b}* | i,j € N}, dass die
Sprache nicht regular ist.

Wahlet=a",y =b",x = pr—n
Yy =Uuvz, U= b,v=bz=b""71"K k>0 beliebige Darstellung

Wy = tuv®zx = a'bl(bK)0pm I KpT—n _ gnpr—k eini i=0
wy ist fr jedes k > 0 kein Element von L.{

Sei L eine regulare Sprache. Dann existiert eine Zahl n € N, so dass fur
jedes Wort w € L mit |w| > nund jede Darstellung w = tyx mit |y| = n
gilt:

Flr jedes Teilwort y existiert eine Darstellung y = uvz mit v # ¢ bei der
auch tuv'zx € L fur alle i € N.
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Nerode-Relation
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Rechtsinvariante Relationen

Was sind rechtsinvariante Relationen?
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Rechtsinvariante Relationen

Was sind rechtsinvariante Relationen?

Eine Aquivalenzrelation R iber X* heiB3t rechtsinvariante Relation, wenn
far alle x,y € L* gilt: falls x R y so gilt auch xz R yz fir alle z € X*.

Den Index von R bezeichnen wir mit ind(R); er ist die Anzahl der Aquiva-
lenzklassen von 2* beziglich R.
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Nerode-Relation

FUr eine Sprache L C X2* ist die Nerode—Relation R, definiert durch: flr
x,y el istxR.y
genau dann wenn
(xze L& yz e L) faralle z € L™ gilt.

Sei xR,y fur x, y € > und L regular.

p und g sind aquivalent
— selbes Akzeptanzverhalten.
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Nerode-Relation

FUr eine Sprache L C X2* ist die Nerode—Relation R, definiert durch: flr
x,y el istxR.y
genau dann wenn
(xze L& yz e L) faralle z € L™ gilt.

Satz von Nerode
Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

1. L C 2* wird von einem deterministischen endlichen Automaten erkannt
bzw. akzeptiert.

2. L ist die Vereinigung von (einigen) Aquivalenzklassen einer rechtsinva-
rianten Aquivalenzrelation mit endlichem Index.

3. Die Nerode—Relation hat endlichen Index.
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Aquivalenzklassen

Geben Sie fiir die folgenden Sprachen jeweils die Aquivalenzklassen
bezlglich der Nerode-Relation R, an. Geben Sie auf3erdem jeweils den
Minimalautomaten an.
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Aquivalenzklassen

Geben Sie fiir die folgenden Sprachen jeweils die Aquivalenzklassen

bezlglich der Nerode-Relation R, an. Geben Sie auf3erdem jeweils den
Minimalautomaten an.

Ly ={w € {0,1}* | |w|y ist gerade.}
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Aquivalenzklassen

Geben Sie fiir die folgenden Sprachen jeweils die Aquivalenzklassen
bezlglich der Nerode-Relation R, an. Geben Sie auf3erdem jeweils den
Minimalautomaten an.

Ly ={w € {0,1}* | |w|y ist gerade.}

[e] = {w € {0,1}" | |w| ist gerade.}
[1] = {w € {0,1}* | |w|; ist ungerade.}
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Aquivalenzklassen

Geben Sie fiir die folgenden Sprachen jeweils die Aquivalenzklassen
bezlglich der Nerode-Relation R, an. Geben Sie auf3erdem jeweils den
Minimalautomaten an.

Ly ={w € {0,1}* | |w|y ist gerade.}

[e] = {w € {0,1}" | |w| ist gerade.}
[1] = {w € {0,1}* | |w|; ist ungerade.}

~@r=

0
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Nicht-Regular

Zeigen Sie fur die Sprache L = {a"b" € {a,b}* | n € N}, dass die
Sprache nicht regular ist.
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Nicht-Regular

Zeigen Sie fur die Sprache L = {a"b" € {a,b}* | n € N}, dass die
Sprache nicht regular ist.

Betrachte w; = &' und w; = & mit j < j.

Institut fiir Theoretische Informatik
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Nicht-Regular

Zeigen Sie fur die Sprache L = {a"b" € {a,b}* | n € N}, dass die
Sprache nicht regular ist.

Betrachte w; = & und w; = & miti < j.
Zeige: w; und w; liegen in unterschiedlichen Aquivalenzklassen bzgl. R,

= Nerode-Relation hat unendlich viele Aquivalenzklassen.
= L ist nicht regular.

Satz von Nerode
Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

1. L C X* wird von einem deterministischen endlichen Automaten erkannt
bzw. akzeptiert.

2. L ist die Vereinigung von (einigen) Aquivalenzklassen einer rechtsinvarianten
Aquivalenzrelation mit endlichem Index.

3. Die Nerode—Relation hat endlichen Index.
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Nicht-Regular

Zeigen Sie fur die Sprache L = {a"b" € {a,b}* | n € N}, dass die
Sprache nicht regular ist.

Betrachte w; = & und w; = & miti < j.
Zeige: w; und w; liegen in unterschiedlichen Aquivalenzklassen bzgl. R;

Annahme: w; und w; liegen in derselben Aquivalenzklasse.
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Nicht-Regular

Zeigen Sie fur die Sprache L = {a"b" € {a,b}* | n € N}, dass die
Sprache nicht regular ist.

Betrachte w; = & und w; = & miti < j.
Zeige: w; und w; liegen in unterschiedlichen Aquivalenzklassen bzgl. R,

Annahme: w; und w; liegen in derselben Aquivalenzklasse.

wize L& wize Lfurallez € 27

Flr eine Sprache L C L* ist die Nerode—Relation R; definiert durch: fir
x,yelistx R y
genau dann wenn
(xze Ls yzel)firalle z € L™ gilt.
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Nicht-Regular

Zeigen Sie fur die Sprache L = {a"b" € {a,b}* | n € N}, dass die
Sprache nicht regular ist.
Betrachte w; = & und w; = & miti < j.

Zeige: w; und w; liegen in unterschiedlichen Aquivalenzklassen bzgl. R;

Annahme: w; und w; liegen in derselben Aquivalenzklasse.

wize L& wize Lfurallez € 27

. 2
Insbesondere muss dann fir z = b’ gelten

wib" e L wb €L
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Nicht-Regular

Zeigen Sie fur die Sprache L = {a"b" € {a,b}* | n € N}, dass die
Sprache nicht regular ist.
Betrachte w; = & und w; = & miti < j.

Zeige: w; und w; liegen in unterschiedlichen Aquivalenzklassen bzgl. R;

Annahme: w; und w; liegen in derselben Aquivalenzklasse.

wize L& wize Lfurallez € 27
Insbesondere muss dann fiir z = b" gelten
2 2
wib € L& W/b cL

Es gilt w;b” € L und somit w;b" € L. Wegen j > i gilt aber w;b” & L. é
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Turing- Maschinen
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11|R _ _
22 g Turing-Maschinen

11|1R 111|L TI1|L

01917 O[0|L 0[0|L 1|0|L

1| U |L
# L |L

#|#|L
0|7|R

go

Endliche
ﬁ Kontrolle
Q, einer endlicher Zustandsmenge, alaT1latal1a a1l T 1

2, einem endlichen Eingabealphabet,

LI, einem Blanksymbol mit LI & X,

I', einem endlichen Bandalphabet mit ¥ U {LI} C T,

s € Q, einem Startzustand,

§5: QxT — QxT x{L,R, N}, einer Ubergangsfunktion.
F C Q, einer Menge von Endzustanden.
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Turing-Maschinen

O —=2HOr—
O —=HFHOr—n
Rymymymyny

111|L 1
0l0l\L 0

1| U |L
# L |L

o HIH(L

Endliche
ﬁ Kontrolle
Q= {Qo, a1, G2, Q3, g4, C]5}, ..................
Z={0,1,#}, i1 (1 ({1 1#|1]1[1|U

r=xu{uy0o,1},

Startzustand qo,

Ubergangsfunktion 6 : Q x ' — Q x I’ x {L, R, N}
Endzustand gs C Q
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Turing-Maschinen

1
0

O —=2FHOr—
O —=HFHOr—n
Rymymymyny

0

111|L T11|L
[ 6/0|L 1]0[L

1] UL ##|L

LI(go)111#111LY
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Turing-Maschinen

1
0

O —=2FHOr—
O —=HFHOr—n
Rymymymyny

111|L T11|L
0lolL 6/0|L 1]0[L

1] UL ##|L

LI(Qo)111#1111
LI1(go)11#1110
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Turing-Maschinen

1
0

O —=2FHOr—
O —=HFHOr—n
Rymymymyny

111|L T11|L
0lolL 6/0|L 1]0[L

1] UL ##|L

LI(Qo)111#1111
LI1(go)11#1110
LI11(qo)1#1110
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Turing-Maschinen

1
0

O —=2FHOr—
O —=HFHOr—n
Rymymymyny

111|L T11|L
0lolL 6/0|L 1]0[L

1] UL ##|L

LI(Qo)111#1111
LI1(go)11#1110
LI11(qo)1#1110
LI111#111(qo)L!
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111|R Turing-Maschinen

i

11|17 1]1|L 1)L

0|0|R 0[0|L 0[0|L 1|0|L

1] UL ##|L

LI(go)111#111LY
LI1(qo)11#1110L
LI11(qo)1#111LY

LIT11#111(qo)L
LIT11#11(gq) 1L
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Turing-Maschinen

1
0

O —=2FHOr—
O —=HFHOr—n
Rymymymyny

111|L T11|L
0lolL 6/0|L 1]0[L

1] UL ##|L

LI(go)111#111LY
LI1(qo)11#1110L
LI11(qo)1#111LY

LIT11#111(qo)L
LIT11#11(gq) 1L
LIT11#1(ge) 1L
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Turing-Maschinen

1
0

O —=2FHOr—
O —=HFHOr—n
Rymymymyny

111|L T11|L
0lolL 6/0|L 1]0[L

1] UL ##|L

LI(qo)111#111L L1 11#(ge)111L
LI1(qo)11#1110L
LI11(qo)1#111LY

LIT11#111(qo)L
LIT11#11(gq) 1L
LIT11#1(ge) 1L
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Turing-Maschinen

1
0

O —=2FHOr—
O —=HFHOr—n
Rymymymyny

111|L T11|L
0lolL 6/0|L 1]0[L

1] UL ##|L

LI(qo)111#111L L1 11#(ge)111L
LIT(qo)11#111L LU111(ge)#1 1LY

LI11(qo)d#1110
LI111#111(qo)L!
L111#11(gq)10
LI111#1(ge) 1L
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Turing-Maschinen

1
0

O —=2FHOr—
O —=HFHOr—n
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111|L T11|L
0lolL 6/0|L 1]0[L
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LIT(qo)11#111 L111(ge)#1 11
LIT1(qo)1#111L LI11(gs) #1111
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Turing-Maschinen

1
0

O —=2FHOr—
O —=HFHOr—n
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Turing-Maschinen

1
0

O —=2FHOr—
O —=HFHOr—n
Rymymymyny

111|L T11|L
0lolL 6/0|L 1]0[L

1] UL ##|L

LI(qo)111#111L L1 11#(ge)111L
LIT(qo)11#111 L111(ge)#1 11
LIT1(qo)1#111L LI11(gs) #1111

L11(qa)10#1 1L
LU111#111(qo)l)  Li(qa) 1004110
LI111#11(gq)1L
LI111#1(ge) 1L
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Turing-Maschinen

1
0

O —=2FHOr—
O —=HFHOr—n
Rymymymyny

111|L T11|L
0lolL 6/0|L 1]0[L

1] UL ##|L

LI(go)111#1110 L1 11#(ge)1 1L
LI (qo)11#111L L1111 (ge)#1 1L
LI11(go)1#1110 L1 1(ge)1#1 1L

LI1(qa)10#1 1L
LI111#111(qo)ld  LI(gs)100#110L
LI111#11(g)1U  Li(gs) LI 000#1 1L
LI111#1(g2) 1L
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Turing-Maschinen

1
0

O —=2FHOr—
O —=HFHOr—n
Rymymymyny

0

111|L T11|L
[ 6/0|L 1]0[L

1] UL ##|L

Li(go)111#111L  U111#(ga)1 1L
LI1(go)11#111L  L111(qge)#1 1L
LI11(go)1#111L  U11(gs)1#1 1L
LI1(qa)10#1 1L
LI111#111(qo)ld  LI(gs)100#110L
LI111#11(g)1U  Li(gs) LI 000#1 1L
L111#1(@)1L  LI1(go)000#1 1L
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Turing-Maschinen

1
0

O —=2FHOr—
O —=HFHOr—n
Rymymymyny

111|L T11|L
0lolL 6/0|L 1]0[L

1] UL ##|L

LI(qo)111#111L L1 11#(ge)111L

(@) t#1110 U1t 1(ga#rin H1000#T TG0
L 1(go)i#1 110 Utig@isrin 210001 (ol
LH(gaiosi  H1000#@IH
111000(Ga)#1 L

LI111#111(qo)ld  LI(gs)100#110L

LH11#11(giU  Ligga)| oog# 11y -'100(@eI0# 1L
L111#1(@IL L1 (go)000#11L U 10(GeI00#1U
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O —=2FHOr—
O —=HFHOr—n
Rymymymyny

Turing-Maschinen

LI(go)111#111LY
LI1(qo)11#1110L
LI11(qo)1#111LY

LIT11#111(qo)L
LIT11#11(gq) 1L
LIT11#1(ge) 1L

L111#(g2)1 10
L111(ge)#1 10U
L11(gs)1#1 10
LI1(qa)10#1 1L
LI(gs)100#1 1L
LI(gs) LI 000#1 1L
LI1(qo)000#1 1L

L11000#11(qo)L
L11000#1(gy)1U
L11000#(gz) 1L
LI11000(qg2)#1L
L1100(gs)0#1L
L110(gs)004#1 L
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Turing-Maschinen

O —=2FHOr—
O —=HFHOr—n
Rymymymyny

U(qo)111#1110 UT11#(ge)1 1L "7 L1107(qo)0#1L L1(gs)010#L
H(g)it#i11L Ut 1(gagnin 10001 TG 1 7(g0) T6#L
L (go)i#1 11 Lt 1@ d#110 |_|1OO?#1(q1)1I_I L11076#1 (o)L

si@aiontin TS 0rsua0in L1TToKGD
D11l U(gaoostin TOBIEIE grgia L TTogaaL
i#ti(@)in UigaEoodst 1o TN ot L Tiolaa
L111#1 (@)1l L11(go)000#1 1L 10(gs)00#11) L110(gs)10#L
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Turing-Maschinen

Ist die Turing-Maschine vollstandig beschrieben?

O—=2FHFHOr—
Ryymy gy

O—=_FHO1—

Q, Zustandsmengg,
2, einem endlichen Eingabealphabet,

LI, einem Blanksymbol mit Ll € %,

I, einem endlichen Bandalphabet mit ¥ U {LI} C T,

s € Q, einem Startzustand,

5: QxT — QxT x{L,R, N}, einer Ubergangsfunktion.
F C Q, einer Menge von Endzustanden.
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Turing-Maschinen

Ist die Turing-Maschine

A~

- 11N
1A 0|0|N
0[0|R U LN
## R 1/1|N
111R 0|0|N
0|0|R Ll U [N
9o =ICIL d1 UL
# L |L
O|U (N

ollstandig beschrieben?

Q, Zustandsmengg,

S € Q, einem Startzustand,

2, einem endlichen Eingabealphabet,
LI, einem Blanksymbol mit LI & 2,
I', einem endlichen Bandalphabet mit ¥ U {U} C T,

5: QxT — QxT x{L,R, N}, einer Ubergangsfunktion.
F C Q, einer Menge von Endzustanden.
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Turing-Maschinen

Ist die Turing-Maschine vollstandig beschrieben?

A~

. 111N
111A 0[0|N
0|0|R | L
## R
111|R
00|R
LIl L |L
do ’ ‘ a1
O|U (N
® Q, Zustandsmengg,
® 5 einemen
® | | einem BI:
® T, einem en
® scQ einer ___
°
®

O
O

1U|L #|#|L

#/ L |L

5: QxT — QxT x{L,R, N}, einer Ubergangsfunktion.
F C Q, einer Menge von Endzustanden.
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Was berechnet die Turingmaschine?
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Turing-Maschinen

Wie andern, damit Addition von allgemeineren Eingaben funktioniert?
Beispiel: 100#110

O—-=2H O

Institut fiir Theoretische Informatik
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Turing-Maschinen

Wie andern, damit Addition von allgemeineren Eingaben funktioniert?
Beispiel: 100#110

O —=HOr
O —=2H O
Rymymymyny

| UL

Hinzugeflugt
Entfernt
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Erweiterungen von Turing-Maschinen
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Mehrere Spuren

Turingmaschine mit k Spuren:
Idee: Teile das Eingabeband in k Spuren ein.

Formal: Erweitere das Bandalphabet um k-dimensionale Vektoren:

_ sk Tk _
fhey = 27 UT Endliche Kontrolle

Beispiel: Addition zweier Binarzahlen. y/
T e e A e e I e
1117000} 1 (L
0 I I I ||
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Mehrere Spuren

Turingmaschine mit k Spuren:
Idee: Teile das Eingabeband in k Spuren ein.

Formal: Erweitere das Bandalphabet um k-dimensionale Vektoren:

Mheu = KUK

Endliche Kontrolle

Beispiel: Addition zweier Binarzahlen. ,/

1 T e O O

{111 (0[0[0f 1|
L L L iy g

® \erwende lerste Spur fiir ersten Summand, zweite Spur fiir zweiten
Summand und dritte Spur far Ergebnis.
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Mehrere Spuren

Turingmaschine mit k Spuren:
Idee: Teile das Eingabeband in k Spuren ein.

Formal: Erweitere das Bandalphabet um k-dimensionale Vektoren:

Mheu = KUK

Endliche Kontrolle

Beispiel: Addition zweier Binarzahlen. ,/

1 T e O O

{111 (0[0[0f 1|
L L L iy g

® \erwende lerste Spur fiir ersten Summand, zweite Spur fiir zweiten
Summand und dritte Spur fur Ergebnis.
® Verwende Schulmethode fiir Addition: Kopf l&uft von links nach rechts.
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Mehrere Spuren

Turingmaschine mit k Spuren:

Idee: Teile das Eingabeband in k Spuren ein.
Formal: Erweitere das Bandalphabet um k-dimensionale Vektoren:

Mheu = KUK

Beispiel: Addition zweier Binarzahlen. ,/

Endliche Kontrolle

Lf1 11111 (U
{111 (0[0[0f 1|
Lo Lo ooy

® \erwende lerste Spur fiir ersten Summand, zweite Spur fiir zweiten
Summand und dritte Spur fur Ergebnis.
® Verwende Schulmethode fiir Addition: Kopf l&uft von links nach rechts.

® Speichere Ubertrag in Zustand.
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Mehrere Spuren

Turingmaschine mit k Spuren:

Idee: Teile das Eingabeband in k Spuren ein.

Formal: Erweitere das Bandalphabet um k-dimensionale Vektoren:

Mheu = KUK

Beispiel: Addition zweier Binarzahlen. ,/

Endliche Kontrolle

Lf1 11111 (U
{111 (0[0[0f 1|
Lo Lo ooy

® \erwende lerste Spur fiir ersten Summand, zweite Spur fiir zweiten

® Maschine mit einer Spur? ?
°

Ist eine Turing-Maschine mit kK > 2 machtiger, als eine Turing-

ts.
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Mehrere Bander

Turing-Maschine mit k Bandern:
Idee: Es gibt kK Bander und auf jedem Band arbeitet eigener Koptf.

Formal: Passe Ubergangsfunktion & an.
5: QxTH— Q@xTkx{R,L N}

Endliche Kontrolle

1. Band: L1111 1 U
2. Band: L1140 (0(0|1|UL
3. Band: o110 0| |
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Mehrere Bander

Turing-Maschine mit k Bandern:
Idee: Es gibt kK Bander und auf jedem Band arbeitet eigener Koptf.

Formal: Passe Ubergangsfunktion & an.
5: QxTH— Q@xTkx{R,L N}

Endliche Kontrolle

1—Rand- 114 1409404091911
Ist eine Turing-Maschine mit mehreren Bandern machtiger, als eine

Turing-Maschine mit einem Band? ?

3. Band: LJ{O|1[1]0]0 (L
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Erweiterte Turing-Maschinen

Satz: Eine k-Band Turing-Maschine M, die mit Rechenzeit t(n) und

Platz s(n) auskommt, kann von einer Turing-Maschine M’ mit Zeitbedarf
O(t?(n)) und Platzbedarf O(s(n)) simuliert werden.

Beweis:
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Erweiterte Turing-Maschinen

Satz: Eine k-Band Turing-Maschine M, die mit Rechenzeit t(n) und
Platz s(n) auskommt, kann von einer Turing-Maschine M’ mit Zeitbedarf

O(t?(n)) und Platzbedarf O(s(n)) simuliert werden.

Beweis:

3 min Zeit

//
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Erweiterte Turing-Maschinen

Satz: Eine k-Band Turing-Maschine M, die mit Rechenzeit t(n) und
Platz s(n) auskommt, kann von einer Turing-Maschine M’ mit Zeitbedarf
O(t?(n)) und Platzbedarf O(s(n)) simuliert werden.

Beweis: Die Turingmaschine M’ verwendet 2k Spuren
Nach Simulation des t-en Schritts fir 1 < t < t(n) gilt:
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Erweiterte Turing-Maschinen

Satz: Eine k-Band Turing-Maschine M, die mit Rechenzeit t(n) und
Platz s(n) auskommt, kann von einer Turing-Maschine M’ mit Zeitbedarf

O(t?(n)) und Platzbedarf O(s(n)) simuliert werden.

Beweis: Die Turingmaschine M’ verwendet 2k Spuren
Nach Simulation des t-en Schritts fir 1 < t < t(n) gilt:

® Die ungeraden Spuren 1, 3,5, ...,2k — 1 enthalten Inhalt der Bander 1. .., k von M.

® Auf den geraden Spuren 1,2, ...,2k sind die Kopfposition auf diesen Bandern mit
dem Zeichen # markiert.

1.Band: |[UL|j1 114144111 |1]|L =~ AERERY L A
. Band:

LU # | ufugu |

—

Ly1(1{oj{ojoj1|L
2.Band: |LI|1|{1]jO|O0|O |1 Ll NN mnmnE
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Erweiterte Turingmaschinen

Satz: Eine k-Band Turingmaschine M, die mit Rechenzeit t(n) und
Platz s(n) auskommt, kann von einer Turingmaschine M’ mit Zeitbedarf
O(t?(n)) und Platzbedarf O(s(n)) simuliert werden.

Beweis: Der Kopf von M’ steht auf dem linkesten #.

Jeder Rechenschritt von M wird durch M’ wie folgt simuliert:
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Erweiterte Turingmaschinen

Satz: Eine k-Band Turingmaschine M, die mit Rechenzeit t(n) und
Platz s(n) auskommt, kann von einer Turingmaschine M’ mit Zeitbedarf
O(t?(n)) und Platzbedarf O(s(n)) simuliert werden.

Beweis: Der Kopf von M’ steht auf dem linkesten #.
Jeder Rechenschritt von M wird durch M’ wie folgt simuliert:

1. Schritt: Der Kopf von M’ |auft nach rechts bis zum rechtesten # und merkt sich in
einem endlichen Speicher, was die k Kopfe von M lesen wiirden.
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Erweiterte Turingmaschinen

Satz: Eine k-Band Turingmaschine M, die mit Rechenzeit t(n) und
Platz s(n) auskommt, kann von einer Turingmaschine M’ mit Zeitbedarf
O(t?(n)) und Platzbedarf O(s(n)) simuliert werden.

Beweis: Der Kopf von M’ steht auf dem linkesten #.
Jeder Rechenschritt von M wird durch M’ wie folgt simuliert:

1. Schritt: Der Kopf von M’ lauft nach rechts bis zum rechtesten # und merkt sich in
einem endlichen Speicher, was die k Kopfe von M lesen wiirden.

2. Schritt: Der Kopf von M auft nach links und an den entsprechenden Markierungen
werden die Banschriften so verandert, wie es M tun wiirde.
Die Positionsmarkierungen werden ggf. nach links bzw. rechts verschoben.

Merke: Zustand, in dem sich nun M befindet.
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Erweiterte Turingmaschinen

Satz: Eine k-Band Turingmaschine M, die mit Rechenzeit t(n) und
Platz s(n) auskommt, kann von einer Turingmaschine M’ mit Zeitbedarf
O(t?(n)) und Platzbedarf O(s(n)) simuliert werden.

Beweis: Der Kopf von M’ steht auf dem linkesten #.
Jeder Rechenschritt von M wird durch M’ wie folgt simuliert:

1. Schritt: Der Kopf von M’ lauft nach rechts bis zum rechtesten # und merkt sich in
einem endlichen Speicher, was die k Kopfe von M lesen wiirden.

2. Schritt: Der Kopf von M auft nach links und an den entsprechenden Markierungen
werden die Banschriften so verandert, wie es M tun wiirde.
Die Positionsmarkierungen werden ggf. nach links bzw. rechts verschoben.

Merke: Zustand, in dem sich nun M befindet.

3. Schritt: Der Kopf von M’ lauft zum linkesten #
= Ausgangssituation fur nachsten Berechnungsschritt t + 1.
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Erweiterte Turingmaschinen

Satz: Eine k-Band Turingmaschine M, die mit Rechenzeit t(n) und
Platz s(n) auskommt, kann von einer Turingmaschine M’ mit Zeitbedarf
O(t?(n)) und Platzbedarf O(s(n)) simuliert werden.
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Erweiterte Turingmaschinen

Satz: Eine k-Band Turingmaschine M, die mit Rechenzeit t(n) und
Platz s(n) auskommt, kann von einer Turingmaschine M’ mit Zeitbedarf
O(t?(n)) und Platzbedarf O(s(n)) simuliert werden.

Laufzeit: ® {(n) beschrankt die Breite des betrachteten Bandes von M.
® Jede Rechenschritt von t(n) wird in O(t(n)) Zeit simuliert.
= M’ simuliert M in O(£*(n)) Zeit.

Marcel Radermacher — 3. Ubung, Theoretische Grundlagen der Informatik iﬁ! Institut flr Theoretische Informatik

Y Prof. Dr. Dorothea Wagner



Erweiterte Turingmaschinen

Satz: Eine k-Band Turingmaschine M, die mit Rechenzeit t(n) und
Platz s(n) auskommt, kann von einer Turingmaschine M’ mit Zeitbedarf
O(t?(n)) und Platzbedarf O(s(n)) simuliert werden.

Laufzeit: @ t(n) beschrankt die Breite des betrachteten Bandes von M.

® Jede Rechenschritt von t(n) wird in O(t(n)) Zeit simuliert.
= M’ simuliert M in O(£*(n)) Zeit.

Speicherverbrauch: A1’ braucht nur um einen konstanten Faktor mehr Speicher:

® Anzahl Spuren von M’ = 2. Anzahl Bander von M.

® Speicher fir Simulation der Zustéande von M.
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Entscheidbarkeit

Marcel Radermacher — 3. Ubung, Theoretische Grundlagen der Informatik i%! Institut flr Theoretische Informatik
T Prof. Dr. Dorothea Wagner



Entscheidbarkeit

Semientscheidbarkeit einer Sprache:
Eine Sprache L C 2* heil3t rekursiv-aufzahlbar oder semi-entscheidbar,

wenn es eine Turing-Maschine gibt, die genau die Eingaben w akzeptiert
far die w € L.

Entscheidbarkeit einer Sprache:

Eine Sprache L C X2* hei3t rekursiv oder entscheidbar, wenn es eine
Turing-Maschine gibt, die auf allen Eingaben stoppt und eine Eingabe w
genau dann akzeptiert, wenn w € L qilt.
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10. Hilbertsches Problem

Frage: Ist die Sprache D = {p | p ist ein Polynom mit ganzzahligen
Koeffizienten und ganzzahliger Nullstelle } entscheidbar?
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10. Hilbertsches Problem

Frage: Ist die Sprache D = {p | p ist ein Polynom mit ganzzahligen
Koeffizienten und ganzzahliger Nullstelle } entscheidbar?

D; = {p |Polynom Uber x mit ganzzahliger Nullstelle }

Beobachtung: D, ist semi-entscheidbar.
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10. Hilbertsches Problem

Frage: Ist die Sprache D = {p | p ist ein Polynom mit ganzzahligen
Koeffizienten und ganzzahliger Nullstelle } entscheidbar?

D; = {p |Polynom Uber x mit ganzzahliger Nullstelle }

Beobachtung: D, ist semi-entscheidbar.

Idee: Uberpriife ob die Folge 0,1, —1,2,—2,... eine Nullstelle von p
enthalt.
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10. Hilbertsches Problem

Frage: Ist die Sprache D = {p | p ist ein Polynom mit ganzzahligen
Koeffizienten und ganzzahliger Nullstelle } entscheidbar?

D; = {p |Polynom Uber x mit ganzzahliger Nullstelle }

Beobachtung: D, ist semi-entscheidbar.

Idee: Uberpriife ob die Folge 0,1, —1,2,—2,... eine Nullstelle von p
enthalt.

® Verfahren terminiert nur, wenn p eine ganzzahlige Nullstelle hat.

® Einschrankung auf ein bestimmtes Interval moglich
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10. Hilbertsches Problem

Frage: Ist die Sprache D = {p | p ist ein Polynom mit ganzzahligen
Koeffizienten und ganzzahliger Nullstelle } entscheidbar?

D; = {p |Polynom Uber x mit ganzzahliger Nullstelle }

Beobachtung: D, ist semi-entscheidbar.

Idee: Uberpriife ob die Folge 0,1, —1,2,—2,... eine Nullstelle von p
enthalt.

® Verfahren terminiert nur, wenn p eine ganzzahlige Nullstelle hat.

® Einschrankung auf ein bestimmtes Interval moglich ~~ D; entscheidbar
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10. Hilbertsches Problem

Frage: Ist die Sprache D = {p | p ist ein Polynom mit ganzzahligen
Koeffizienten und ganzzahliger Nullstelle } entscheidbar?

D; = {p |Polynom Uber x mit ganzzahliger Nullstelle }

Beobachtung: D, ist semi-entscheidbar.

Idee: Uberpriife ob die Folge 0,1, —1,2,—2,... eine Nullstelle von p
enthalt.

® Verfahren terminiert nur, wenn p eine ganzzahlige Nullstelle hat.

® Einschrankung auf ein bestimmtes Interval moglich ~~ D; entscheidbar

Dieses Intervall existiert fir D nicht.
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10. Hilbertsches Problem

Frage: Ist die Sprache D = {p | p ist ein Polynom mit ganzzahligen
Koeffizienten und ganzzahliger Nullstelle } entscheidbar?

D; = {p |Polynom Uber x mit ganzzahliger Nullstelle }

Beobachtung: D, ist semi-entscheidbar.

Idee: Uberpriife ob die Folge 0,1, —1,2,—2,... eine Nullstelle von p
enthalt.

® Verfahren terminiert nur, wenn p eine ganzzahlige Nullstelle hat.

® Einschrankung auf ein bestimmtes Interval moglich ~~ D; entscheidbar

Dieses Intervall existiert fur D nicht. =~ D'ist nicht entscheidbar
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Entscheidbarkeit

Zeigen Sie: Sind die Sprachen L; und L, entscheidbar, dann ist auch die
Sprache L; \ L, entscheidbar.
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Entscheidbarkeit

Zeigen Sie: Sind die Sprachen L; und L, entscheidbar, dann ist auch die
Sprache L; \ L, entscheidbar.

Beweis:
Da L; entscheidbar, existiert eine TM M die L; entscheidet.
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Entscheidbarkeit

Zeigen Sie: Sind die Sprachen L; und L, entscheidbar, dann ist auch die
Sprache L; \ L, entscheidbar.

Beweis:
Da L; entscheidbar, existiert eine TM M die L; entscheidet.

Konstruiere 2-Band Turing-Maschine:
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Entscheidbarkeit

Zeigen Sie: Sind die Sprachen L; und L, entscheidbar, dann ist auch die
Sprache L; \ L, entscheidbar.

Beweis:

Da L; entscheidbar, existiert eine TM M die L; entscheidet.
Konstruiere 2-Band Turing-Maschine:

® Schreibe w auf beide Bander

® Fiihre M, auf dem ersten Band aus

® Fiihre M, auf dem zweiten Band aus
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Entscheidbarkeit

Zeigen Sie: Sind die Sprachen L; und L, entscheidbar, dann ist auch die
Sprache L; \ L, entscheidbar.

Beweis:

Da L; entscheidbar, existiert eine TM M die L; entscheidet.
Konstruiere 2-Band Turing-Maschine:

® Schreibe w auf beide Bander

® Fiihre M, auf dem ersten Band aus

® Fiihre M, auf dem zweiten Band aus
® Akzeptiere w, wenn M, w akzeptiert und M, w nicht akzeptiert.
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Exkurs: Cantor und die Diagonalisierung

Satz: Die Menge R der reelen Zahlen ist Gberabzahlbar.
Menge M abzahlbar
& d Bijektion zwis-
chen N und M
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Exkurs: Cantor und die Diagonalisierung

Satz: Die Menge R der reelen Zahlen ist Gberabzahlbar.
Menge M abzahlbar

Annahme: (0,1) C R ist abzahlbar, dann ex- & 3 Bijektion zwis-

istiert eine (unendliche) Folge (z;) mit z; € (0, 1) chen N und M
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Exkurs: Cantor und die Diagonalisierung

Satz: Die Menge R der reelen Zahlen ist Gberabzahlbar.

Annahme: (0,1) C R ist abzahlbar, dann ex-
istiert eine (unendliche) Folge (z;) mit z; € (0, 1)

Menge M abzahlbar
& Bijektion zwis-

chen N und M
0O 1 2 3 4 5 e K oo

Z1|0, @11 @12 a13 Ad14 A5 o Ak e

Z2 |0, 21 Aop do3 dog Ao o Aok e

Z3|0, d31 dz2 a3z dsa4a dzs o dzk e

Z4 |0, 41 42 Aa3 Aga Aas o A4k e

Z5|0, @51 asp2 ds3 ds4 Ass5 o A5k e

Zk |0, Ak Ak2 Ak3 k4 Aks o Akk e

X
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Exkurs: Cantor und die Diagonalisierung

Satz: Die Menge R der reelen Zahlen ist Gberabzahlbar.

Annahme: (0,1) C R ist abzahlbar, dann ex-
istiert eine (unendliche) Folge (z;) mit z; € (0, 1)

Menge M abzahlbar
& Bijektion zwis-

chen N und M
0O 1 2 3 4 5 e K oo

Z1 10, @41 A2 a43 a4 a1 o Ak e

Z2 |0, 21 Qo2 do3 dog Ao o Aok e

Z3|0, d31 dz2 a3z dsa dzs o dzk e

Z4 |0, 41 42 Aa3 A4a Aas o A4k e

Z5|0, @51 asp2 das3 ds4 As5 o A5k e

Zk |0, ak1 Ak2 Ak3 k4 Aks o Akk o

X
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Exkurs: Cantor und die Diagonalisierung

Satz: Die Menge R der reelen Zahlen ist Gberabzahlbar.
Menge M abzahlbar

Annahme: (0,1) C R ist abzahlbar, dann ex- & 7 Bijektion zwis-

istiert eine (unendliche) Folge (z;) mit z; € (0, 1) chen N und M
0O 1 2 3 4 5 e K oo

Z1 |0, @11 a2 a13 14 A5 o Ak e

Zo|0, Ao Qo2 do3 doy4 Ao o Aok e

Z3|0, d31 dz2 a3z dsa dzs o dzk e

Z4 |0, 41 42 Aa3 A4a Aas o A4k e

Z5|0, ads1 @s2 As3 dsa @55 o A5k e

Zk |0, ak1 Ak2 Ak3 k4 Aks o Akk o

X 10, &1 @2 a3 a4 85 * akk °

aj; % aj;
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Exkurs: Cantor und die Diagonalisierung

Satz: Die Menge R der reelen Zahlen ist Gberabzahlbar.
Menge M abzahlbar

Annahme: (0,1) C R ist abzahlbar, dann ex- & 7 Bijektion zwis-

istiert eine (unendliche) Folge (z;) mit z; € (0, 1) chen N und M
0 1 2 3 4 5 e K oo

Z1 |0, @41 a2 a1,3 a14 a5 o Aik e

Z>|0, o1 o2 do3 doy4 Aos5 o Aok e

Z3|0, a3 dz2 a3 dasz4 dzs e« A3k o

Z4 |0, Qa1 Qa2 Qa3 Q44 Aas o dak .

Z5|0, ads1 @s2 As3 dsa @55 o A5k e

Zk |0, ak1 Ak2 Ak3 k4 Aks o Akk o

X 10, @11 @ @33 Ass as * akk * xR, x#2z

aj; % aj;
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