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I Clustering A\KIT

a Was ist Clustering und wofiir brauche ich das?

m Selbstorganisation und Aufgabenteilung in WSN
a Formalisierung: Dominating Sets

® Minimum Dominating Sets in allgemeinen Graphen
m Optimale Approximation (ist das gut genug?)

® Minimum Dominating Sets in Sensornetzen: UDGs und mehr
a Welche Eigenschaften/Modelle kénnen uns helfen?

Minimum Dominating Sets und Maximal Independent Sets

Algorithmen fir Maximal Independent Sets

Lubys Algorithmus + Analyse
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I Motivation: Selbstorganisation IT

Sensornetze kénnen sehr viel dichter sein als
bendtigt. Nicht immer missen alle Knoten messen,
Nachrichten weiterleiten, wach sein...

m Selbstorganisation weist Knoten Aufgaben zu
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I Motivation: Selbstorganisation IT

Sensornetze kénnen sehr viel dichter sein als
bendtigt. Nicht immer missen alle Knoten messen,
Nachrichten weiterleiten, wach sein...

m Selbstorganisation weist Knoten Aufgaben zu

Beim Clustering werden unter den Knoten
Clusterheads ausgewahlt, die bestimmte Aufgaben
fir eine Menge umgebender Knoten Ubernehmen.
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I Beispiel: Broadcast/Fluten AT

Broadcast durch Fluten bisher:

m jeder Knoten, der eine Nachricht zum ersten
Mal hort, wiederholt sie.
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I Beispiel: Broadcast/Fluten

Broadcast durch Fluten bisher:

m jeder Knoten, der eine Nachricht zum ersten
Mal hort, wiederholt sie.
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I Beispiel: Broadcast/Fluten AT

Broadcast durch Fluten bisher:

m jeder Knoten, der eine Nachricht zum ersten
Mal hort, wiederholt sie.

Was, wenn wir Knoten als Gateways auszeichnen? 070 o, @

® nur Gateways, die eine Nachricht zum ersten ° o 8¢
Mal héren, wiederholen sie. o
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I Beispiel: Broadcast/Fluten AT

Broadcast durch Fluten bisher: o~ o
. . . o
a jeder Knoten, der eine Nachricht zum ersten o o ® ,® 0
Mal hért, wiederholt sie. o\® 00 0 /e
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I Beispiel: Broadcast/Fluten AT

Broadcast durch Fluten bisher: o~ o
. . . o
a jeder Knoten, der eine Nachricht zum ersten T{O % ® ,® 0
Mal hért, wiederholt sie. o\® 60/ o0 /Ce
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Was, wenn wir Knoten als Gateways auszeichnen? 0~ 0 0, &, <
® nur Gateways, die eine Nachricht zum ersten °e°ge,%00,°
Mal héren, wiederholen sie. S o 00 2o
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I Beispiel: Broadcast/Fluten AT

Broadcast durch Fluten bisher:

o0
a jeder Knoten, der eine Nachricht zum ersten o oo ® -® |0
Mal hért, wiederholt sie. o\® 8 o0 /e
o 36 o0
Was, wenn wir Knoten als Gateways auszeichnen? o0 %o o o L Z
® nur Gateways, die eine Nachricht zum ersten °eCg9e%00°
Mal héren, wiederholen sie. o o oo Z o
O O @ O ® O
O O O O o
o ®_ O o [0)
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I Beispiel: Broadcast/Fluten AT

Broadcast durch Fluten bisher:

[e2nNye]
. . . o

m jeder Knoten, der eine Nachricht zum ersten o o ®o® |0

Mal hort, wiederholt sie. 0® 00 0/

o 36 oo

. . () o

Was, wenn wir Knoten als Gateways auszeichnen? 07070, 8 -
w nur Gateways, die eine Nachricht zum ersten ~ © g °ge; 00 0

Mal héren, wiederholen sie. g o 6° %o

. . . O

das spart sicher viel Energie! 0P ® %00 ©

.. . . o O O o

was mussen wir fordern, damit unsere e o ©%5% o

Nachricht Gberall ankommt?
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I Wann geht Fluten mit Gateways gut?

Fabian Fuchs — Algorithmen fir Ad-hoc- und Sensornetze

VL 09 — Clustering (5/41)

KIT

nstitut far Technologie

Institut flir Theoretische Informatik
Lehrstuhl Algorithmik



@ Jeder Knoten muss ein Gateway erreichen

kdnnen

a jeder Knoten hat ein Gateway in der

Nachbarschaft
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I Wann geht Fluten mit Gateways gut? g\(IT

@ Jeder Knoten muss ein Gateway erreichen
kénnen
a jeder Knoten hat ein Gateway in der
Nachbarschaft

@ Fluten innerhalb der Gateways muss alle
Gateways erreichen
a die Gateways induzieren einen
zusammenhangenden Graphen (,Backbone®)
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I Wann geht Fluten mit Gateways gut? g\(IT

@ Jeder Knoten muss ein Gateway erreichen
kénnen

a jeder Knoten hat ein Gateway in der
Nachbarschaft

@ Fluten innerhalb der Gateways muss alle
Gateways erreichen

a die Gateways induzieren einen
zusammenhangenden Graphen (,Backbone®)

@ jeder Knoten muss ein Gateway horen

m jeder Knoten hat ein Gateway in der
Nachbarschaft (hatten wir schon!)
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I (Connected) Dominating Set IT

Definition: Dominating Set

Sei G = (V, E) ein Graph und U C V eine Menge von Knoten.

m Ein Knoten v € V ist von U dominiert, wenn er einen Nachbarn
u e U hat

m U hei3t Dominating Set, wenn jedes v € V \ U von U dominiert
ist.
a Ein Dominating Set U in G heiBt Connected Dominating Set,

wenn es zwischen je zwei Knoten in U einen Pfad gibt, der nur
Knoten aus U verwendet.
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I (Connected) Dominating Set XIT

Definition: Dominating Set

Sei G = (V, E) ein Graph und U C V eine Menge von Knoten.

Ein Knoten v € V ist von U dominiert, wenn er einen Nachbarn
u e U hat

U heiBt Dominating Set, wenn jedes v € V \ U von U dominiert
ist.
Ein Dominating Set U in G hei3t Connected Dominating Set,

wenn es zwischen je zwei Knoten in U einen Pfad gibt, der nur
Knoten aus U verwendet.

DS: Jeder Nicht-Clusterhead v € V' \ U hat einen Clusterhead
u € U in der 1-hop-Nachbarschaft

CDS: zusatzlich hangen Clusterheads zusammen
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I Anwendungen und Ziele A\K"

m Broadcast/Flooding/Routing (CDS)

a jede Kommunikation wird einfacher, wenn man nur auf dem
Backbone routen muss!

m Knoten adressieren sich zusatzlich mit zugehérigem Clusterhead,

und nur Clusterheads miissen wissen, wie sie sich untereinander
erreichen!
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I Anwendungen und Ziele A\K"

m Broadcast/Flooding/Routing (CDS)

a jede Kommunikation wird einfacher, wenn man nur auf dem
Backbone routen muss!

m Knoten adressieren sich zusatzlich mit zugehérigem Clusterhead,
und nur Clusterheads miissen wissen, wie sie sich untereinander
erreichen!

a lokale Aufgabenverteilung/Sensoreinsatzplanung (DS?)
a Clusterheads l6sen Aufgabenzuordnung lokal
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I Anwendungen und Ziele A\K"

m Broadcast/Flooding/Routing (CDS)

a jede Kommunikation wird einfacher, wenn man nur auf dem
Backbone routen muss!

m Knoten adressieren sich zusatzlich mit zugehérigem Clusterhead,
und nur Clusterheads miissen wissen, wie sie sich untereinander
erreichen!

a lokale Aufgabenverteilung/Sensoreinsatzplanung (DS?)

a Clusterheads l6sen Aufgabenzuordnung lokal

m Scheduling/Nutzung des drahlosen Kanals (DS?)

a Bsp: Clusterheads verabreden konfliktfreies Nutzung des Kanals
und ,teilen“ verwaltete Slots den Knoten im Cluster zu
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I Anwendungen und Ziele A\K"

a Broadcast/Flooding/Routing (CDS)

a jede Kommunikation wird einfacher, wenn man nur auf dem
Backbone routen muss!

m Knoten adressieren sich zusatzlich mit zugehérigem Clusterhead,
und nur Clusterheads miissen wissen, wie sie sich untereinander
erreichen!

a lokale Aufgabenverteilung/Sensoreinsatzplanung (DS?)

a Clusterheads l6sen Aufgabenzuordnung lokal

m Scheduling/Nutzung des drahlosen Kanals (DS?)

a Bsp: Clusterheads verabreden konfliktfreies Nutzung des Kanals
und ,teilen“ verwaltete Slots den Knoten im Cluster zu

Wir interessieren uns vor allem fiir Lésungen, die verteilt und schnell
kleine Dominating Sets liefern!
(Exakt/Approximation? o(n), o(+/n), o(log n), ©(1) Schritte?)
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I Minimum Dominating Set (MDS) AT

Minimum Dominating Set
Gegeben: Graph G = (V,E).
Gesucht: Dominating Set U € V minimaler Kardinalitat?.

4engl: minimum: minimale Kardinalitat, minimal: inklusionsminimal
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I Minimum Dominating Set (MDS) AT

Minimum Dominating Set
Gegeben: Graph G = (V,E).
Gesucht: Dominating Set U € V minimaler Kardinalitat?.

4engl: minimum: minimale Kardinalitat, minimal: inklusionsminimal

a Problem ist NP-schwer
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I Minimum Dominating Set (MDS) AT

Minimum Dominating Set
Gegeben: Graph G = (V,E).
Gesucht: Dominating Set U € V minimaler Kardinalitat?.

4engl: minimum: minimale Kardinalitat, minimal: inklusionsminimal

a Problem ist NP-schwer
= Wir suchen gute Approximation
a (so wenig aktive Knoten wie mdglich)
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I Minimum Dominating Set (MDS) IT

Minimum Dominating Set

Gegeben: Graph G = (V,E).
Gesucht: Dominating Set U € V minimaler Kardinalitat?.

4engl: minimum: minimale Kardinalitat, minimal: inklusionsminimal

a Problem ist NP-schwer
= Wir suchen gute Approximation

a (so wenig aktive Knoten wie mdglich)
a Modelle sind entscheidend! Wir werden

a allgemeine Graphen
m positionsbewusste Unit-Disk-Graphen
m Verallgemeinerungen von Unit-Disk-Graphen (BIGs)

betrachten.
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I Minimum Dominating Set (MDS) IT

Minimum Dominating Set
Gegeben: Graph G = (V,E).
Gesucht: Dominating Set U € V minimaler Kardinalitat?.

4engl: minimum: minimale Kardinalitat, minimal: inklusionsminimal

a Problem ist NP-schwer
= Wir suchen gute Approximation

a (so wenig aktive Knoten wie mdglich)
a Modelle sind entscheidend! Wir werden

a allgemeine Graphen
m positionsbewusste Unit-Disk-Graphen
m Verallgemeinerungen von Unit-Disk-Graphen (BIGs)

betrachten.
® (Zu ,Minimum Connected DS" kommen wir spater)
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| Ein ganz schneller DS-Algorithmus IT

GroRte-ID-DS

@ initial sind alle Knoten weifl3
@ jeder Knoten sendet seine ID an alle Nachb.

@ jeder Knoten farbt Nachbarn mit hochster ID
schwarz, oder sich selbst, wenn es keinen mit
héherer ID gibt
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I Ein ganz schneller DS-Algorithmus

GroRte-ID-DS

@ initial sind alle Knoten weifl3
@ jeder Knoten sendet seine ID an alle Nachb.

@ jeder Knoten farbt Nachbarn mit hochster ID
schwarz, oder sich selbst, wenn es keinen mit
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| Ein ganz schneller DS-Algorithmus IT

GroRte-ID-DS

@ initial sind alle Knoten weifl3
@ jeder Knoten sendet seine ID an alle Nachb.

@ jeder Knoten farbt Nachbarn mit hochster ID
schwarz, oder sich selbst, wenn es keinen mit
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| Ein ganz schneller DS-Algorithmus IT

GroRte-ID-DS

@ initial sind alle Knoten weifl3
@ jeder Knoten sendet seine ID an alle Nachb.

@ jeder Knoten farbt Nachbarn mit hochster ID
schwarz, oder sich selbst, wenn es keinen mit
héherer ID gibt

m schwarze Knoten sind DS (klar)
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| Ein ganz schneller DS-Algorithmus IT

GroRte-ID-DS

@ initial sind alle Knoten weif3

@ jeder Knoten sendet seine ID an alle Nachb.

@ jeder Knoten farbt Nachbarn mit hochster ID
schwarz, oder sich selbst, wenn es keinen mit
héherer ID gibt

m schwarze Knoten sind DS (klar)

a Grofite-ID terminiert nach 2 Runden!

Fabian Fuchs — Algorithmen fir Ad-hoc- und Sensornetze ==.=. Institut fir Theoretische Informatik
VL 09 — Clustering (9/41) 1"; Lehrstuhl Algorithmik



| Ein ganz schneller DS-Algorithmus AIT

GroRte-ID-DS

@ initial sind alle Knoten weifl3
@ jeder Knoten sendet seine ID an alle Nachb.

@ jeder Knoten farbt Nachbarn mit hochster ID
schwarz, oder sich selbst, wenn es keinen mit
héherer ID gibt

m schwarze Knoten sind DS (klar)
m GroBte-1D terminiert nach 2 Runden!
a Approximationsfaktor?
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| Ein ganz schneller DS-Algorithmus AIT

GroRte-ID-DS

@ initial sind alle Knoten weifl3
@ jeder Knoten sendet seine ID an alle Nachb.

@ jeder Knoten farbt Nachbarn mit hochster ID
schwarz, oder sich selbst, wenn es keinen mit
héherer ID gibt

m schwarze Knoten sind DS (klar)
a Grofite-ID terminiert nach 2 Runden!

a Approximationsfaktor? Q(n)!
a Pfad, jeder sieht die vorigen/letzten n/2
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| Ein ganz schneller DS-Algorithmus AIT

GroRte-ID-DS

@ initial sind alle Knoten weifl3
@ jeder Knoten sendet seine ID an alle Nachb.
@ jeder Knoten farbt Nachbarn mit hochster ID

schwarz, oder sich selbst, wenn es keinen mit
héherer ID gibt

m schwarze Knoten sind DS (klar)
m GroBte-1D terminiert nach 2 Runden!
a Approximationsfaktor? Q(n)!

a Pfad, jeder sieht die vorigen/letzten n/2

® Optimum: nur mittleren Knoten wahlen

a Aber jeder Knoten k > n/2 ist gréBter Nachbar
von Knoten an Stelle k — n/2!
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I Schlechtes Greedy-DS

Schlechtes Greedy-DS

@ initial sind alle Knoten weif3

@ solange es weiBe Knoten gibt, wahle einen
weilBen Knoten u, farbe ihn schwarz und alle
weiBen Nachbarn von u grau

@ Gib die schwarzen Knoten zurtick
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I Schlechtes Greedy-DS

Schlechtes Greedy-DS

@ initial sind alle Knoten weif3

@ solange es weiBe Knoten gibt, wahle einen
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weiBen Nachbarn von u grau

@ Gib die schwarzen Knoten zurtick
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I Schlechtes Greedy-DS

Schlechtes Greedy-DS

@ initial sind alle Knoten weif3
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I Schlechtes Greedy-DS

Schlechtes Greedy-DS

@ initial sind alle Knoten weif3

@ solange es weiBe Knoten gibt, wahle einen
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@ Gib die schwarzen Knoten zurtick

Fabian Fuchs — Algorithmen fir Ad-hoc- und Sensornetze =%. Institut fir Theoretische Informatik
VL 09 — Clustering (10/41) Q"; Lehrstuhl Algorithmik



I Schlechtes Greedy-DS IT

Schlechtes Greedy-DS

@ initial sind alle Knoten weif3

@ solange es weiBe Knoten gibt, wahle einen
weilBen Knoten u, farbe ihn schwarz und alle
weiBen Nachbarn von u grau

@ Gib die schwarzen Knoten zurtick

m schwarze Knoten sind DS (klar, oder?)
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I Schlechtes Greedy-DS IT

Schlechtes Greedy-DS

@ initial sind alle Knoten weif3

@ solange es weiBe Knoten gibt, wahle einen
weilBen Knoten u, farbe ihn schwarz und alle
weiBen Nachbarn von u grau

@ Gib die schwarzen Knoten zurtick

m schwarze Knoten sind DS (klar, oder?)
m Approximationsfaktor?
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I Schlechtes Greedy-DS IT

Schlechtes Greedy-DS

@ initial sind alle Knoten weif3

@ solange es weiBBe Knoten gibt, wahle einen
weiBBen Knoten u, farbe ihn schwarz und alle
weiBen Nachbarn von u grau

@ Gib die schwarzen Knoten zurtick

m schwarze Knoten sind DS (klar, oder?)
a Approximationsfaktor? ©(n)!
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I Schlechtes Greedy-DS AIT

Schlechtes Greedy-DS o

@ initial sind alle Knoten weil3

@ solange es weiBe Knoten gibt, wahle einen
weiBBen Knoten u, farbe ihn schwarz und alle
weilBen Nachbarn von u grau

@ Gib die schwarzen Knoten zurtick

m schwarze Knoten sind DS (klar, oder?)
a Approximationsfaktor? ©(n)!

= o(n)-Approximation geht nur, wenn benachbarte O
Knoten im DS erlaubt sind!
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I Gutes Greedy-DS

k-Hop-Nachbarschaft

Im folgenden bezeichnen wir die
k-Hop-Nachbarschaft eines Knotens u als
NK(u) := {v : dg(u, v) < k}
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I Gutes Greedy-DS ﬂ("

k-Hop-Nachbarschaft

Im folgenden bezeichnen wir die
k-Hop-Nachbarschaft eines Knotens u als
NK(u) := {v : dg(u, v) < k}

Greedy-DS

@ initial sind alle Knoten weif3

@ solange es weiBBe Knoten gibt, wahle Knoten u
mit maximaler Anzahl weiBer Knoten in N'(u),
farbe ihn schwarz und alle wei3en Nachbarn u
grau

@ Gib die schwarzen Knoten zuriick
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mit maximaler Anzahl weiBer Knoten in N'(u),
farbe ihn schwarz und alle wei3en Nachbarn u
grau

@ Gib die schwarzen Knoten zuriick
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Greedy-DS

@ initial sind alle Knoten weif3

@ solange es weiBBe Knoten gibt, wahle Knoten u
mit maximaler Anzahl weiBer Knoten in N'(u),
farbe ihn schwarz und alle weien Nachbarn u
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I Gutes Greedy-DS ﬂ("

k-Hop-Nachbarschaft

Im folgenden bezeichnen wir die
k-Hop-Nachbarschaft eines Knotens u als
NK(u) := {v : dg(u, v) < k}

Greedy-DS

@ initial sind alle Knoten weif3

@ solange es weiBBe Knoten gibt, wahle Knoten u
mit maximaler Anzahl weiBer Knoten in N'(u),
farbe ihn schwarz und alle weien Nachbarn u
grau

@ Gib die schwarzen Knoten zuriick

a DS ist klar! Approximation?
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I Gutes Greedy-DS ﬂ("

k-Hop-Nachbarschaft

Im folgenden bezeichnen wir die (@)
k-Hop-Nachbarschaft eines Knotens u als
NK(u) := {v : dg(u, v) < k}

Greedy-DS

@ initial sind alle Knoten weif3

@ solange es weiBBe Knoten gibt, wahle Knoten u
mit maximaler Anzahl weiBer Knoten in N'(u),
farbe ihn schwarz und alle weien Nachbarn u

grau O

@ Gib die schwarzen Knoten zuriick

a DS ist klar! Approximation?
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k-Hop-Nachbarschaft

Im folgenden bezeichnen wir die
k-Hop-Nachbarschaft eines Knotens u als
NK(u) := {v : dg(u, v) < k}

Greedy-DS
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a DS ist klar! Approximation?
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I Satz & Beweis, Teil 1: Cover-Kosten IT

|DSGreedy| < (1 +In A)|DSOPT| (A := maxycy deg v)
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I Satz & Beweis, Teil 1: Cover-Kosten KIT

IDSgreedy| < (1 +InA)[DSppr| (A := max,cy deg v)

a Wir legen Kosten auf markierte Knoten um!
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I Satz & Beweis, Teil 1: Cover-Kosten T

IDSgreedy| < (1 +InA)[DSppr| (A := max,cy deg v)

a Wir legen Kosten auf markierte Knoten um!

a in jedem Schritt wird ein Knoten schwarz (das
sind die Kosten)
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I Satz & Beweis, Teil 1: Cover-Kosten KIT

IDSgreedy| < (1 +InA)[DSppr| (A := max,cy deg v)

a Wir legen Kosten auf markierte Knoten um!
a in jedem Schritt wird ein Knoten schwarz (das
sind die Kosten)
m die Kosten legen wir um auf alle Knoten, die in
diesem Schritt von weil3 zu grau/schwarz
gefarbt werden

m Institut fir Theoretische Informatik
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I Satz & Beweis, Teil 1: Cover-Kosten IT

Satz
|DSGreedy| <(1+InA)DScpr| (A := max,cy deg V)

a Wir legen Kosten auf markierte Knoten um!

a in jedem Schritt wird ein Knoten schwarz (das
sind die Kosten)

m die Kosten legen wir um auf alle Knoten, die in
diesem Schritt von weil3 zu grau/schwarz
gefarbt werden

a werden 7 weif3e Knoten gefarbt, bekommt jeder
Kosten 1/7

m Institut fir Theoretische Informatik
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I Satz & Beweis, Teil 1: Cover-Kosten IT

Satz
|DSGreedy| <(1+InA)DScpr| (A := max,cy deg V)

a Wir legen Kosten auf markierte Knoten um!

a in jedem Schritt wird ein Knoten schwarz (das
sind die Kosten)

m die Kosten legen wir um auf alle Knoten, die in
diesem Schritt von weil3 zu grau/schwarz
gefarbt werden

a werden 7 weif3e Knoten gefarbt, bekommt jeder
Kosten 1/7

m Institut fir Theoretische Informatik
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I Satz & Beweis, Teil 1: Cover-Kosten KIT

Satz
|DSGreedy| <(1+InA)DScpr| (A := max,cy deg V)

a Wir legen Kosten auf markierte Knoten um!
a in jedem Schritt wird ein Knoten schwarz (das

sind die Kosten)

m die Kosten legen wir um auf alle Knoten, die in
diesem Schritt von weil3 zu grau/schwarz
gefarbt werden

a werden 7 weif3e Knoten gefarbt, bekommt jeder

Kosten 1/7
m jeder Knoten bekommt nur einmal Kosten
auferlegt
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I Satz & Beweis, Teil 1: Cover-Kosten KIT

Satz
|DSGreedy| <(1+InA)DScpr| (A := max,cy deg V)

a Wir legen Kosten auf markierte Knoten um!

a in jedem Schritt wird ein Knoten schwarz (das

sind die Kosten)

m die Kosten legen wir um auf alle Knoten, die in
diesem Schritt von weil3 zu grau/schwarz
gefarbt werden

a werden 7 weif3e Knoten gefarbt, bekommt jeder
Kosten 1/7
m jeder Knoten bekommt nur einmal Kosten
auferlegt
m Zu zeigen: Insgesamt sind die Kosten aller
Knoten zusammen unter (1 +In A) - | DSopr|
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I Beweis, Teil 2

Lemma (Beweis kommt gleich)

Sei v € V ein beliebiger Knoten. Die Kosten
innerhalb von N'(v) betragen héchstens
1+ In(deg v).
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I Beweis, Teil 2 ﬂ(“‘

Lemma (Beweis kommt gleich)

Sei v € V ein beliebiger Knoten. Die Kosten
innerhalb von N'(v) betragen héchstens
1+ In(deg v).

a Das reicht: Wir kbnnen dann ein beliebiges
minimales DSqpt fixieren und die Kosten der
Nachbarschaften aufsummieren:

Def.
|DSGreedy| < Zvev Kosten(v)

DS
< ZueosoPT D vent (u) Kosten(v)
Lemma
< Xuepses (1+In(deg u))
< |DSopr|(1+1InA)
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I Beweis des Lemmas ﬂ("

Lemma

Sei v € V ein beliebiger Knoten. Die Kosten
innerhalb von N'(v) betragen héchstens
1+ In(deg v).
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I Beweis des Lemmas ﬂ("

Lemma

Sei v € V ein beliebiger Knoten. Die Kosten
innerhalb von N'(v) betragen héchstens
1+ In(deg v).

m Der Trick: Wird ein Knoten w € N'(v) geférbt, Vv
wenn noch k Knoten in N'(v) weif3 sind, dann
bekommt w héchstens Kosten 1/k
angerechnet.
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I Beweis des Lemmas ﬂ("

Lemma

Sei v € V ein beliebiger Knoten. Die Kosten
innerhalb von N'(v) betragen héchstens
1+ In(deg v).

w Der Trick: Wird ein Knoten w € N'(v) gefarbt,
wenn noch k Knoten in N'(v) weif3 sind, dann
bekommt w héchstens Kosten 1/k
angerechnet.
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I Beweis des Lemmas ﬂ("

Lemma

Sei v € V ein beliebiger Knoten. Die Kosten
innerhalb von N'(v) betragen héchstens
1+ In(deg v).

w Der Trick: Wird ein Knoten w € N'(v) gefarbt,
wenn noch k Knoten in N'(v) weif3 sind, dann
bekommt w héchstens Kosten 1/k
angerechnet.

® wer immer schwarz gemacht wurde, hat
mindestens k weif3e Knoten in seiner
Nachbarschaft!

m sonst hatte eher v ausgewahlt werden miissen!
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I Beweis des Lemmas ﬂ("

Lemma |

Sei v € V ein beliebiger Knoten. Die Kosten innerhalb
von N'(v) betragen héchstens 1 + In(deg v).

a Also: alle Knoten in N'(v), die in einer Runde
gefarbt werden, bekommen maximal Kosten 1/k,
wenn zu Beginn der Runde k Knoten in N'(v)
weif3 sind.
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I Beweis des Lemmas ﬂ("

Lemma |

Sei v € V ein beliebiger Knoten. Die Kosten innerhalb
von N'(v) betragen héchstens 1 + In(deg v).

a Also: alle Knoten in N'(v), die in einer Runde
gefarbt werden, bekommen maximal Kosten 1/k,
wenn zu Beginn der Runde k Knoten in N'(v)
weif3 sind.
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I Beweis des Lemmas ﬂ("

Lemma |

Sei v € V ein beliebiger Knoten. Die Kosten innerhalb
von N'(v) betragen héchstens 1 + In(deg v).

a Also: alle Knoten in N'(v), die in einer Runde
gefarbt werden, bekommen maximal Kosten 1/k,
wenn zu Beginn der Runde k Knoten in N'(v)
weif3 sind.
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I Beweis des Lemmas ﬂ("

Lemma |

Sei v € V ein beliebiger Knoten. Die Kosten innerhalb
von N'(v) betragen héchstens 1 + In(deg v).

a Also: alle Knoten in N'(v), die in einer Runde
gefarbt werden, bekommen maximal Kosten 1/k,
wenn zu Beginn der Runde k Knoten in N'(v)
weif3 sind.

= Im schlimmsten Fall werden alle Knoten in N'(v)
in unterschiedlichen Runden abgedeckt!

W i+ ti+ti+i<i+itii+d
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I Beweis des Lemmas ﬂ("

Lemma |

Sei v € V ein beliebiger Knoten. Die Kosten innerhalb
von N'(v) betragen héchstens 1 + In(deg v).

a Also: alle Knoten in N'(v), die in einer Runde
geférbt werden, bekommen maximal Kosten 1/k,
wenn zu Beginn der Runde k Knoten in N'(v)
weif3 sind.

= Im schlimmsten Fall werden alle Knoten in N'(v)
in unterschiedlichen Runden abgedeckt!

W i+ ti+ti+i<i+itii+d
N () 1 1,1
a Kostenin N (V)'W+WM+"'+§+T
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I Beweis des Lemmas ﬂ("

Lemma |

Sei v € V ein beliebiger Knoten. Die Kosten innerhalb
von N'(v) betragen héchstens 1 + In(deg v).

a Also: alle Knoten in N'(v), die in einer Runde
gefarbt werden, bekommen maximal Kosten 1/k,
wenn zu Beginn der Runde k Knoten in N'(v)
weif3 sind.

= Im schlimmsten Fall werden alle Knoten in N'(v)
in unterschiedlichen Runden abgedeckt!

W i+ ti+ti+i<i+itii+d
» Kostenin N'(v): gegivyit + deay * -+ 3+ 1
m = H(deg(v)+1) <1+ In(deg(v))
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I Greedy-MDS ﬂ(“‘

|DSGreedy| <(1+InA)|DScprt] (A := max,cy deg v)

m das haben wir bewiesen

m bei jeder Auswahl eines schwarzen Knotens haben wir Kosten 1
verteilt

a in jeder Nachbarschaft eines Knotens v liegen maximal Kosten
1+ In(deg(v))
a die Nachbarschaften eines MDS decken alle Knoten ab!
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I Greedy-MDS ﬂ("

|DSGreedy| < (1+InA)DSopr| (A := max,cy degv)

a das haben wir bewiesen
m beijeder Auswahl eines schwarzen Knotens haben wir Kosten 1

verteilt
a in jeder Nachbarschaft eines Knotens v liegen maximal Kosten

1+ In(deg(v))
a die Nachbarschaften eines MDS decken alle Knoten ab!
a Man kann zeigen, dass in Polynomialzeit keine Approximation
o(log A) méglich ist, fiir P £ NP
= Greedy-MDS ist im wesentlichen optimal.
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I Greedy-MDS ﬂ("

|DSGreedy| < (1+InA)DSopr| (A := max,cy degv)

a das haben wir bewiesen
m beijeder Auswahl eines schwarzen Knotens haben wir Kosten 1

verteilt
a in jeder Nachbarschaft eines Knotens v liegen maximal Kosten

1 + In(deg(v))
a die Nachbarschaften eines MDS decken alle Knoten ab!

a Man kann zeigen, dass in Polynomialzeit keine Approximation
o(log A) méglich ist, fiir P £ NP

= Greedy-MDS ist im wesentlichen optimal.

m geht Greedy-MDS auch verteilt und schnell?
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I Die gute Nachricht! KIT

Greedy-MDS lasst sich sehr gut verteilen!

Institut flir Theoretische Informatik
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| Die gute Nachricht! T

Greedy-MDS lasst sich sehr gut verteilen!

a Drei Schritte pro Runde! Jeder Knoten u

@ zahlt weiBe Knoten in Nachbarschaft

@ tauscht Zahler mit allen Knoten v € N?(u) aus
(ignoriere Kanten zu grauen Knoten)

@ enthalt kein N'(v) eines solchen v mehr weiBe
Knoten als N'(u), farbt sich u schwarz und teilt
ungefarbten Nachbarn mit, dass sie jetzt grau sind.

@ bei Gleichstand ,gewinnt‘ hdhere ID

Institut flir Theoretische Informatik
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| Die gute Nachricht! AT

Greedy-MDS lasst sich sehr gut verteilen!

O
a Drei Schritte pro Runde! Jeder Knoten u OoO—@ 0 @)
@ zanhit weiBe Knoten in Nachbarschaft (@) (@)
o

@ tauscht Zahler mit allen Knoten v € N?(u) aus
(ignoriere Kanten zu grauen Knoten)

@ enthalt kein N'(v) eines solchen v mehr weiBe
Knoten als N'(u), farbt sich u schwarz und teilt (@)
ungefarbten Nachbarn mit, dass sie jetzt grau sind. o

@ bei Gleichstand ,gewinnt‘ hdhere ID o) O

a Das ergibt dasselbe Ergebnis wie Greedy-MDS: o o
m die Anzahl der weien Knoten in N'(u) kann sich

nur verringern, wenn ein Knoten aus N?(u) schwarz
gefarbt wird (das geht aber nicht!)

Institut flir Theoretische Informatik
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| Die gute Nachricht! AT

Greedy-MDS lasst sich sehr gut verteilen!

a Drei Schritte pro Runde! Jeder Knoten u OoO—@ 0 @)

@ zanhit weiBe Knoten in Nachbarschaft (@) (@)
@ tauscht Zahler mit allen Knoten v € N?(u) aus o
(ignoriere Kanten zu grauen Knoten) O
@ enthalt kein N'(v) eines solchen v mehr weiBe o
Knoten als N'(u), farbt sich u schwarz und teilt (@)
ungefarbten Nachbarn mit, dass sie jetzt grau sind. o
@ bei Gleichstand ,gewinnt‘ hdhere ID o) O
m Das ergibt dasselbe Ergebnis wie Greedy-MDS: o o
m die Anzahl der weien Knoten in N'(u) kann sich

nur verringern, wenn ein Knoten aus N?(u) schwarz
gefarbt wird (das geht aber nicht!)
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| Die gute Nachricht! AT

Greedy-MDS lasst sich sehr gut verteilen!

a Drei Schritte pro Runde! Jeder Knoten u
@ zahlt weiBe Knoten in Nachbarschaft

@ tauscht Zahler mit allen Knoten v € N?(u) aus Q o
(ignoriere Kanten zu grauen Knoten) fo} o0
riore nanten 2d , o
@ enthélt kein N'(v) eines solchen v mehr wei3e . P

Knoten als N'(u), farbt sich u schwarz und teilt 000 o
ungefarbten Nachbarn mit, dass sie jetzt grau sind. o
@ bei Gleichstand ,gewinnt* héhere 1D

m Das ergibt dasselbe Ergebnis wie Greedy-MDS: .o >
= die Anzahl der weiBen Knoten in N'(u) kann sich 4. o—o o

nur verringern, wenn ein Knoten aus N?(u) schwarz ~ ©
gefarbt wird (das geht aber nicht!)
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I Die schlechte Nachricht. T

Greedy-MDS benétigt im worst-case ©(+/n)
Schritte!

Institut flir Theoretische Informatik
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I Die schlechte Nachricht. AT

Greedy-MDS benétigt im worst-case ©(+/n) a
o a
Schritte!
a Greedy-MDS wahlt genau die blauen
Knoten, und zwar einen nach dem anderen!
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I Die schlechte Nachricht.

Greedy-MDS benétigt im worst-case ©(+/n)
Schritte!

a Greedy-MDS wahlt genau die blauen
Knoten, und zwar einen nach dem anderen!

m Dbei k blauen Knoten gibt es ~ k2/2 Knoten
insgesamt

Fabian Fuchs — Algorithmen fir Ad-hoc- und Sensornetze
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I Die schlechte Nachricht. AT

Greedy-MDS benétigt im worst-case ©(+/n)
Schritte!

DD}

a Greedy-MDS wahlt genau die blauen
Knoten, und zwar einen nach dem anderen!

m Dbei k blauen Knoten gibt es ~ k2/2 Knoten
insgesamt

a das kann auch verteilt nicht schneller
gehen, weil jeder Knoten sicher ist, dass er
in seiner Umgebung nicht der nachste
Knoten ist, bis er tatsachlich ausgewahlt
wird.
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Diskussion: MDS in allgemeinen
Graphen

Wir kénnen MDS in allgemeinen Graphen sehr leicht approximieren
(sogar verteilt), aber nicht lokal. Daflr kbnnen wir sehr lokal ein DS
bestimmen, aber das kann beliebig grof3 sein.

m GroBte-ID-DS: 2 Runden, aber Approximation in ©(n)

m Gutes Greedy-DS: optimale Approximation, aber ©(1/n) Schritte
Geht beides gleichzeitig?

Institut flir Theoretische Informatik
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Diskussion: MDS in allgemeinen AT
Graphen

Wir kénnen MDS in allgemeinen Graphen sehr leicht approximieren
(sogar verteilt), aber nicht lokal. Daflr kbnnen wir sehr lokal ein DS
bestimmen, aber das kann beliebig grof3 sein.

m GroBte-ID-DS: 2 Runden, aber Approximation in ©(n)

m Gutes Greedy-DS: optimale Approximation, aber ©(1/n) Schritte
Geht beides gleichzeitig?

a Ja, aber nur mit richtig schweren Geschitzen!
m Kuhn, Moscibroda, 2006
a approximiert MDS in kK Runden erwartet mit Faktor
(0] ((A + 1)0/*& log A) (verteilte LP-Approximation)
a kaum geeignet flir Sensornetze

Institut flir Theoretische Informatik
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Diskussion: MDS in allgemeinen AT
Graphen

Wir kénnen MDS in allgemeinen Graphen sehr leicht approximieren
(sogar verteilt), aber nicht lokal. Daflr kbnnen wir sehr lokal ein DS
bestimmen, aber das kann beliebig grof3 sein.

m GroBte-ID-DS: 2 Runden, aber Approximation in ©(n)

m Gutes Greedy-DS: optimale Approximation, aber ©(1/n) Schritte
Geht beides gleichzeitig?

a Ja, aber nur mit richtig schweren Geschitzen!

m Kuhn, Moscibroda, 2006
a approximiert MDS in kK Runden erwartet mit Faktor

(0] ((A + 1)0/*& log A) (verteilte LP-Approximation)
a kaum geeignet flir Sensornetze

m Bessere Frage: Kdnnen wir in Sensornetzen schnell und verteilt
gut approximieren?
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I UDG mit Koordinaten: Grid-MDS AIT

Es gibt einen positionsbewussten Algorithmus, der in UDG in einer
Runde eine konstante Approximation fir MDS berechnet.
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Karbruher Insttut far

Es gibt einen positionsbewussten Algorithmus, der in UDG in einer
Runde eine konstante Approximation fir MDS berechnet.

| uDG mit Koordinaten: Grig-MDs AT

o
o
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a teile Ebene in Gitterzellen mit Diagonale R PP
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| uDG mit Koordinaten: Grig-MDs AT

Karbruher Insttut far

Es gibt einen positionsbewussten Algorithmus, der in UDG in einer
Runde eine konstante Approximation fir MDS berechnet.

a teile Ebene in Gitterzellen mit Diagonale R e 02| © ©
(R ist die Reichweite) 0,0 i
. . . . . D~ o
= jeder Knoten ist zu jedem anderen in seiner Zelle 0 © \0
benachbart ° o %% Ololo
0% e o/®
O
A 4
[¢) o de oo
9 .0
oo o~ s e
e O o |0 ® O
9) %4
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| uDG mit Koordinaten: Grig-MDs AT

Karbruher Insttut far

Es gibt einen positionsbewussten Algorithmus, der in UDG in einer
Runde eine konstante Approximation fir MDS berechnet.

a teile Ebene in Gitterzellen mit Diagonale R e 02| © ©
(R ist die Reichweite) 0,0 i
. . . . . > 2 o
= jeder Knoten ist zu jedem anderen in seiner Zelle 0 © \0
benachbart ©—olog20j0
- . e °
a in jeder Zelle wird der Knoten schwarz, der der o\0 e o,
Zellenmitte am nachsten ist o s .“ [}
® o0 °
0|0 o~ s e
[ ] 00 o @ o ® O
o
o [0 o o
° oe
o e °
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| uDG mit Koordinaten: Grig-MDs AT

Karbruher Insttut far

Es gibt einen positionsbewussten Algorithmus, der in UDG in einer
Runde eine konstante Approximation fir MDS berechnet.

a teile Ebene in Gitterzellen mit Diagonale R e 02| © ©
(R ist die Reichweite) 0,0 i
. . . . . > 2 o
= jeder Knoten ist zu jedem anderen in seiner Zelle 0 © \0
benachbart ©—olog20j0
. . J °
m in jeder Zelle wird der Knoten schwarz, der der o\0 e o, _
Zellenmitte am nachsten ist o o)
. ° 00,
a Fertig, das ist DS, und enthalt maximal 16 mal so ) o 6° % o
: o . o
viele Knoten wie ein DSppr: oo oo, % o
o [0 o %5
° oe
o e °
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| UDG mit Koordinaten: Grid-MDS T

Es gibt einen positionsbewussten Algorithmus, der in UDG in einer
Runde eine konstante Approximation fir MDS berechnet.

a teile Ebene in Gitterzellen mit Diagonale R e 0° | © 00 o
(R ist die Reichweite) ol o,
. . . . . > o o
= jeder Knoten ist zu jedem anderen in seiner Zelle 0 © \0
benachbart ©—olog20j0
. . @ °
a in jeder Zelle wird der Knoten schwarz, der der O\° ®6 % _
Zellenmitte am n&chsten ist o s .“ [o)
. . - . (] ° o
a Fertig, das ist DS, und enthalt maximal 16 mal so %) 5© © o
; i i . o |0
viele Knoten wie ein DSqpr: oo oo, % o
a Der Umkreis eines Knotens aus DSopr o o o o5
schneidet maximal 16 Zellen und in jeder ° . o °®s °
liegt maximal ein ausgewahlter Knoten
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| Ein Blick auf Modelle SKIT

Schnelle Approximation hangt ganz wesentlich vom Modell fir unsere
Graphen ab, was ist sinnvoll?

Institut flir Theoretische Informatik
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| Ein Blick auf Modelle SKIT

Schnelle Approximation hangt ganz wesentlich vom Modell fir unsere
Graphen ab, was ist sinnvoll?

a UDG mit bekannten Positionen ist schon extrem optimistisch

a wenigstens machen wir keinen echten Fehler, wenn Knoten sich
nicht héren, sondern bekommen immer noch ein DS!

Institut flir Theoretische Informatik
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| Ein Blick auf Modelle S<IT

Schnelle Approximation hangt ganz wesentlich vom Modell fir unsere
Graphen ab, was ist sinnvoll?

a UDG mit bekannten Positionen ist schon extrem optimistisch
a wenigstens machen wir keinen echten Fehler, wenn Knoten sich
nicht héren, sondern bekommen immer noch ein DS!
® was haben wir sonst noch?

a nur UDG? QUDG? Noch was allgemeineres?
a was wollen wir denn Uberhaupt ausnutzen?

Institut flir Theoretische Informatik
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I Unabh. Mengen (Independent Sets) AKIT

Definition: Unabhangige Knoten

Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Knotenmenge
I € V heiBt unabhéngig, wenn jede Kante e € E
héchstens einen Endpunkt in / hat.

m d.h. v el = kein Nachbarvonv e/
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I Unabh. Mengen (Independent Sets) KIT

Definition: Unabhangige Knoten

Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Knotenmenge
I C V heiBt unabhédngig, wenn jede Kante e € E
héchstens einen Endpunkt in / hat.

m d.h. ve = kein Nachbarvonv e/

v
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I Unabh. Mengen (Independent Sets)

Definition: Unabhangige Knoten

Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Knotenmenge
| C V heiBt unabhdngig, wenn jede Kante e € E
héchstens einen Endpunkt in / hat.

m d.h.v e l= kein Nachbarvonv e/
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I Maximal Independent Sets (MIS) AT

Karbruher Insttut far

Maximal Independent Set
Gegeben: Graph G = (V,E).
Gesucht: Inklusionsmaximales Independent Set / C V. 2

4engl: maximum: maximale Kardinalitdt, maximal: inklusionsmaximal

a ein groBer Unterschied:

a Kardinalitdtsmaximale unabhangige Menge
m engl: Maximum Independent Set
m  NP-schwer zu finden, hilft uns nicht

a Inklusionsmaximale unabhangige Menge
m engl: Maximal Independent Set (MIS)
m wird uns noch weiter beschaftigen!
m Maximale Mengen findet man greedy!
m solange es geht, flige Knoten hinzu!
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I Das Sternlemma... ﬂ("

Sternlemma

Sei G = (V, E) ein Unit-Disk-Graph, / C V eine
unabhéngige Menge und v € V ein beliebiger
Knoten. Die 1-Hop-Nachbarschaft N'(v) enthalt
hoéchstens 5 Knoten aus /.
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I Das Sternlemma... AIT

Sternlemma
Sei G = (V, E) ein Unit-Disk-Graph, | C V eine
unabhéngige Menge und v € V ein beliebiger

Knoten. Die 1-Hop-Nachbarschaft N'(v) enthalt /
héchstens 5 Knoten aus /. !

m Unter sechs Nachbarn eines Knotens !
mulssen mindestens zwei zueinander
benachbart sein.

m das Argument ist nicht sooo neu:

a bei 6 oder mehr Nachbarn muss es ein Paar
geben, das einen Winkel < 60° einschlief3t.

= die missen sich dann sehen!
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I ...und sein Nutzen ﬂ(“'

Sei G ein Unit-Disk-Graph und / eine maximale unabhangige
Menge. / ist ein Dominating Set und |/| < 5 - |DSgpr|.
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I ...und sein Nutzen ﬂ(“'

Sei G ein Unit-Disk-Graph und / eine maximale unabhangige
Menge. / ist ein Dominating Set und |/| < 5 - |DSgpr|.

a /istDS:

® Annahme: es gibt einen von / nicht-dominierten Knoten v
=- Dann ist kein Nachbar von v in /
= [U{v} ist unabhéngig, / kein MIS!
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I ...und sein Nutzen ﬂ("

Sei G ein Unit-Disk-Graph und / eine maximale unabhangige
Menge. / ist ein Dominating Set und |/| < 5 - |DSgpr|.

m /ist DS:
m Annahme: es gibt einen von [ nicht-dominierten Knoten v
= Dann ist kein Nachbar von v in /
= [U{v} ist unabhéngig, / kein MIS!
® |/|<5-|DScer]
m wenn wir Gber Knoten in DSopt die Nachbarn in / zéhlen, zahlen

wir jeden Knoten aus / mindestens einmal.
a das sind héchstens 5 - |DSppr| (Sternlemmal)
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Verallgemeinerung: Beschrankte
Unabhangigkeit
Definition: Bounded Independence Graph (BIG)

Ein Graph G hat beschrankte Unabhangigkeit, wenn es eine
Konstante c gibt, so dass in jeder r-Hop-Nachbarschaft maximal
O(r°) unabhéangige Knoten liegen. Wir nennen G einen BIG.
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Verallgemeinerung: Beschrankte
Unabhangigkeit
Definition: Bounded Independence Graph (BIG)

Ein Graph G hat beschrankte Unabhangigkeit, wenn es eine
Konstante c gibt, so dass in jeder r-Hop-Nachbarschaft maximal
O(r°) unabhéangige Knoten liegen. Wir nennen G einen BIG.

a Unit-Disk-Graphen haben beschrankte
Unabhangigkeit
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Verallgemeinerung: Beschrankte AT
Unabhangigkeit T
Definition: Bounded Independence Graph (BIG)

Ein Graph G hat beschrankte Unabhangigkeit, wenn es eine
Konstante c gibt, so dass in jeder r-Hop-Nachbarschaft maximal
O(r°) unabhéangige Knoten liegen. Wir nennen G einen BIG.

a Unit-Disk-Graphen haben beschrankte
Unabhangigkeit
a jede r-Hop-Nachbarschaft liegt in einem Kreis C,
mit Radius r und Flache r2.
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Verallgemeinerung: Beschrankte AT
Unabhangigkeit T
Definition: Bounded Independence Graph (BIG)

Ein Graph G hat beschrankte Unabhangigkeit, wenn es eine
Konstante c gibt, so dass in jeder r-Hop-Nachbarschaft maximal
O(r°) unabhéangige Knoten liegen. Wir nennen G einen BIG.

a Unit-Disk-Graphen haben beschrankte
Unabhangigkeit
a jede r-Hop-Nachbarschaft liegt in einem Kreis C,
mit Radius r und Flache 2.
m ist / ein Independent Set, berlihren sich Kreise mit
Radius 1/2 um die i € [ nicht.
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Verallgemeinerung: Beschrankte AT
Unabhangigkeit =InAE

Definition: Bounded Independence Graph (BIG)

Ein Graph G hat beschrankte Unabhangigkeit, wenn es eine
Konstante c gibt, so dass in jeder r-Hop-Nachbarschaft maximal
O(r°) unabhéangige Knoten liegen. Wir nennen G einen BIG.

a Unit-Disk-Graphen haben beschrankte
Unabhéngigkeit

a jede r-Hop-Nachbarschaft liegt in einem Kreis C,
mit Radius r und Flache nr.

m ist / ein Independent Set, berlihren sich Kreise mit
Radius 1/2 um die i € [ nicht.

m Mindestens ein Drittel jedes solchen Kreises liegt
innerhalb von C;, das ist eine Flache von 5.
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Verallgemeinerung: Beschrankte AT
Unabhéangigkeit e
Definition: Bounded Independence Graph (BIG)

Ein Graph G hat beschrankte Unabhangigkeit, wenn es eine
Konstante c gibt, so dass in jeder r-Hop-Nachbarschaft maximal
O(r°) unabhéangige Knoten liegen. Wir nennen G einen BIG.

a Unit-Disk-Graphen haben beschrankte
Unabhéngigkeit

a jede r-Hop-Nachbarschaft liegt in einem Kreis C,
mit Radius r und Flache nr.

m ist / ein Independent Set, berlihren sich Kreise mit
Radius 1/2 um die i € [ nicht.

m Mindestens ein Drittel jedes solchen Kreises liegt
innerhalb von C;, das ist eine Flache von 5.

= jedes Independent Set hat hdchstens
7r?/ % = 12r® Knoten innerhalb einer
r-Hop-Nachbarschaft
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Verallgemeinerung: Beschrankte
Unabhangigkeit
Definition: Bounded Independence Graph (BIG)

Ein Graph G hat beschrankte Unabhangigkeit, wenn es eine
Konstante c gibt, so dass in jeder r-Hop-Nachbarschaft maximal
O(r°) unabhéangige Knoten liegen. Wir nennen G einen BIG.

a Unit-Disk-Graphen haben beschrankte
Unabhangigkeit

@ Quasi-Unit-Disk-Graphen haben beschrankte
Unabhéngigkeit (warum?)
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Verallgemeinerung: Beschrankte AT
Unabhangigkeit T
Definition: Bounded Independence Graph (BIG)

Ein Graph G hat beschrankte Unabhangigkeit, wenn es eine
Konstante c gibt, so dass in jeder r-Hop-Nachbarschaft maximal
O(r°) unabhéangige Knoten liegen. Wir nennen G einen BIG.

a Unit-Disk-Graphen haben beschrankte
Unabhangigkeit

@ Quasi-Unit-Disk-Graphen haben beschrankte
Unabhéngigkeit (warum?)

a Beschrankte Unabhangigkeit bildet noch viel
komplexere Félle ab, z.B. QUDG mit konstanter
Anzahl an Hindernissen

m Konstante c charakterisiert dann die Komplexitat
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I Zusammenhange A\KIT

a Inklusionsmaximale Independent Sets sind konstante
Approximation fir (kardinalitats-)Minimale Dominating Sets in
jedem Graphen mit beschrankter Unabhangigkeit (BIG)

m Sternlemma ist nur Sonderfall fir UDGs

Institut flir Theoretische Informatik
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I Zusammenhange ﬂ("

a Inklusionsmaximale Independent Sets sind konstante
Approximation fur (kardinalitats-)Minimale Dominating Sets in
jedem Graphen mit beschrankter Unabhangigkeit (BIG)

m Sternlemma ist nur Sonderfall fir UDGs

Knobelaufgabe (fir den Heimweg)

Gegeben ein MIS [ in einem Graphen mit beschrankter
Unabhéangigkeit, wie finde ich ein Connected Dominating Set mit
O(|/]) Knoten?
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I Zusammenhange ﬂ("

a Inklusionsmaximale Independent Sets sind konstante
Approximation fur (kardinalitats-)Minimale Dominating Sets in
jedem Graphen mit beschrankter Unabhangigkeit (BIG)

m Sternlemma ist nur Sonderfall fir UDGs

Knobelaufgabe (fir den Heimweg)

Gegeben ein MIS [ in einem Graphen mit beschrankter
Unabhéangigkeit, wie finde ich ein Connected Dominating Set mit
O(|/]) Knoten?

Hier und jetzt
Wie berechnet man schnell ein MIS?
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I Jetzt also doch: ﬂ("

Beobachtung

Beim Greedy-Algorithmus fir MDS mussten wir Knoten geschickt
wahlen, weil wir eine kardinalitdtsminimale dominierende Menge
gesucht haben. Jetzt tut es eine inklusionsmaximale unabhangige
Menge.

m Jetzt kbnnen wir Knoten willkiirlich auswéhlen!
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I Jetzt also doch: T

Beobachtung

Beim Greedy-Algorithmus fir MDS mussten wir Knoten geschickt
wahlen, weil wir eine kardinalitdtsminimale dominierende Menge
gesucht haben. Jetzt tut es eine inklusionsmaximale unabhangige
Menge.

m Jetzt kbnnen wir Knoten willkiirlich auswéhlen!

Greedy-MIS

@ initial sind alle Knoten weil3

@ solange es weiBe Knoten gibt, wahle einen
weifen Knoten u, farbe ihn schwarz und
alle weiBen Nachbarn von u grau

@ Gib die schwarzen Knoten zurilick
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I Jetzt also doch: AT

Beobachtung

Beim Greedy-Algorithmus fir MDS mussten wir Knoten geschickt
wahlen, weil wir eine kardinalitdtsminimale dominierende Menge
gesucht haben. Jetzt tut es eine inklusionsmaximale unabhangige
Menge.

m Jetzt kbnnen wir Knoten willkirlich auswahlen!

Greedy-MIS jedes MIS ist DS

@ initial sind alle Knoten wei3 und approximiert

@ solange es weiBe Knoten gibt, wahle einen ~ MDS in Graphen
weiBen Knoten u, farbe ihn schwarz und mit beschrankter
alle weiBen Nachbarn von u grau Unabhangigkeit

- . konstant!
@ Gib die schwarzen Knoten zurilick
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| Verteilter Greedy-MIS-Algorithmus <IT

Greedy-MIS verteilt

@ initial sind alle Knoten weif3

@ jeder Knoten wartet, bis alle Nachbarn mit
héherer ID eine Farbe haben

@ ist er dann noch weif3, farbt er sich schwarz
und alle Nachbarn weif3
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| Verteilter Greedy-MIS-Algorithmus <IT

@ initial sind alle Knoten weif3

@ jeder Knoten wartet, bis alle Nachbarn mit
héherer ID eine Farbe haben

@ ist er dann noch weif3, farbt er sich schwarz
und alle Nachbarn weif3
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| Verteilter Greedy-MIS-Algorithmus <IT

@ initial sind alle Knoten weif3

@ jeder Knoten wartet, bis alle Nachbarn mit
héherer ID eine Farbe haben

@ ist er dann noch weif3, farbt er sich schwarz
und alle Nachbarn weif3
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| Verteilter Greedy-MIS-Algorithmus <IT

Greedy-MIS verteilt

@ initial sind alle Knoten weif3

@ jeder Knoten wartet, bis alle Nachbarn mit
héherer ID eine Farbe haben

@ ist er dann noch weif3, farbt er sich schwarz
und alle Nachbarn weif3

m das berechnet ein MIS (klar?) und
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| Verteilter Greedy-MIS-Algorithmus <IT

Greedy-MIS verteilt

@ initial sind alle Knoten weif3

@ jeder Knoten wartet, bis alle Nachbarn mit
héherer ID eine Farbe haben

@ ist er dann noch weif3, farbt er sich schwarz
und alle Nachbarn weif3

m das berechnet ein MIS (klar?) und
m kann ©(n) Schritte dauern.
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| Verteilter Greedy-MIS-Algorithmus <IT

@ initial sind alle Knoten weif3

@ jeder Knoten wartet, bis alle Nachbarn mit
hoherer ID eine Farbe haben

@ ist er dann noch weif3, farbt er sich schwarz
und alle Nachbarn weif3

m das berechnet ein MIS (klar?) und

m kann ©(n) Schritte dauern.

a sind die IDs in einem Pfad geordnet, werden in
jedem Schritt immer nur zwei Knoten
eingefarbt, einer schwarz, und einer grau

RN WP OO N
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| Verteilter Greedy-MIS-Algorithmus <IT

@ initial sind alle Knoten weif3

@ jeder Knoten wartet, bis alle Nachbarn mit
hoherer ID eine Farbe haben

@ ist er dann noch weif3, farbt er sich schwarz
und alle Nachbarn weif3

m das berechnet ein MIS (klar?) und

m kann ©(n) Schritte dauern.

a sind die IDs in einem Pfad geordnet, werden in
jedem Schritt immer nur zwei Knoten
eingefarbt, einer schwarz, und einer grau

RN WP OO N
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| Verteilter Greedy-MIS-Algorithmus <IT

@ initial sind alle Knoten weif3

@ jeder Knoten wartet, bis alle Nachbarn mit
hoherer ID eine Farbe haben

@ ist er dann noch weif3, farbt er sich schwarz
und alle Nachbarn weif3

m das berechnet ein MIS (klar?) und

m kann ©(n) Schritte dauern.

a sind die IDs in einem Pfad geordnet, werden in
jedem Schritt immer nur zwei Knoten
eingefarbt, einer schwarz, und einer grau

RN WP OO N
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| Verteilter Greedy-MIS-Algorithmus <IT

@ initial sind alle Knoten weif3

@ jeder Knoten wartet, bis alle Nachbarn mit
hoherer ID eine Farbe haben

@ ist er dann noch weif3, farbt er sich schwarz
und alle Nachbarn weif3

m das berechnet ein MIS (klar?) und

m kann ©(n) Schritte dauern.

a sind die IDs in einem Pfad geordnet, werden in
jedem Schritt immer nur zwei Knoten
eingefarbt, einer schwarz, und einer grau

RN WP OO N
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| Verteilter Greedy-MIS-Algorithmus <IT

@ initial sind alle Knoten weif3

@ jeder Knoten wartet, bis alle Nachbarn mit
hoherer ID eine Farbe haben

@ ist er dann noch weif3, farbt er sich schwarz
und alle Nachbarn weif3

m das berechnet ein MIS (klar?) und

m kann ©(n) Schritte dauern.

a sind die IDs in einem Pfad geordnet, werden in
jedem Schritt immer nur zwei Knoten
eingefarbt, einer schwarz, und einer grau

RN WP OO N
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| Verteilter Greedy-MIS-Algorithmus <IT

@ initial sind alle Knoten weif3

@ jeder Knoten wartet, bis alle Nachbarn mit
hoherer ID eine Farbe haben

@ ist er dann noch weif3, farbt er sich schwarz
und alle Nachbarn weif3

m das berechnet ein MIS (klar?) und

m kann ©(n) Schritte dauern.

a sind die IDs in einem Pfad geordnet, werden in
jedem Schritt immer nur zwei Knoten
eingefarbt, einer schwarz, und einer grau

RN WP OO N

Wir kénnten wieder zuféllige 1Ds betrachten, aber mit
Randomisierung geht noch was viel besseres!
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I Verteilter MIS-Algo: Luby-MIS

Luby-MIS ]

@ initial sind alle Knoten weif3

@ jeder Knoten v z&hlt weiBe Knoten in
1-Hop-Nachbarschaft N'(v)

@ in jeder Runde farbt sich jeder weiBe Knoten v
mit Wahrscheinlichkeit 1/2w, griin
@ ein gruner Knoten v farbt sich schwarz, wenn

er keinen grinen Nachbarn v hat mit w, > w,,
sonst wieder weil3
m bei gleichem w. wird der Knoten mit héherer ID
schwarz

@ Nachbarn von schwarzen Knoten werden grau
und werden inaktiv
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VL 09 — Clustering (30/41)

4Anl
oo

Institut flir Theoretische Informatik
Lehrstuhl Algorithmik



I Verteilter MIS-Algo: Luby-MIS

Luby-MIS ]

@ initial sind alle Knoten weif3

@ jeder Knoten v z&hlt weiBe Knoten in
1-Hop-Nachbarschaft N'(v)

@ in jeder Runde farbt sich jeder weiBe Knoten v
mit Wahrscheinlichkeit 1/2w, griin
@ ein gruner Knoten v farbt sich schwarz, wenn

er keinen grinen Nachbarn v hat mit w, > w,,
sonst wieder weil3
m bei gleichem w. wird der Knoten mit héherer ID
schwarz

@ Nachbarn von schwarzen Knoten werden grau
und werden inaktiv
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I Verteilter MIS-Algo: Luby-MIS

Luby-MIS ]

@ initial sind alle Knoten weif3

@ jeder Knoten v z&hlt weiBe Knoten in
1-Hop-Nachbarschaft N'(v)

@ in jeder Runde farbt sich jeder weiBe Knoten v
mit Wahrscheinlichkeit 1/2w, griin
@ ein gruner Knoten v farbt sich schwarz, wenn

er keinen grinen Nachbarn v hat mit w, > w,,
sonst wieder weil3
m bei gleichem w. wird der Knoten mit héherer ID
schwarz

@ Nachbarn von schwarzen Knoten werden grau
und werden inaktiv
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I Verteilter MIS-Algo: Luby-MIS

Luby-MIS ]

@ initial sind alle Knoten weif3

@ jeder Knoten v z&hlt weiBe Knoten in
1-Hop-Nachbarschaft N'(v)

@ in jeder Runde farbt sich jeder weiBe Knoten v
mit Wahrscheinlichkeit 1/2w, griin
@ ein gruner Knoten v farbt sich schwarz, wenn

er keinen grinen Nachbarn v hat mit w, > w,,
sonst wieder weil3
m bei gleichem w. wird der Knoten mit héherer ID
schwarz

@ Nachbarn von schwarzen Knoten werden grau
und werden inaktiv
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I Verteilter MIS-Algo: Luby-MIS

Luby-MIS ]

@ initial sind alle Knoten weif3

@ jeder Knoten v z&hlt weiBe Knoten in
1-Hop-Nachbarschaft N'(v)

@ in jeder Runde farbt sich jeder weiBe Knoten v
mit Wahrscheinlichkeit 1/2w, griin
@ ein gruner Knoten v farbt sich schwarz, wenn

er keinen grinen Nachbarn v hat mit w, > w,,
sonst wieder weil3
m bei gleichem w. wird der Knoten mit héherer ID
schwarz

@ Nachbarn von schwarzen Knoten werden grau
und werden inaktiv
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I Verteilter MIS-Algo: Luby-MIS

Luby-MIS ]

@ initial sind alle Knoten weif3

@ jeder Knoten v z&hlt weiBe Knoten in
1-Hop-Nachbarschaft N'(v)

@ in jeder Runde farbt sich jeder weiBe Knoten v
mit Wahrscheinlichkeit 1/2w, griin
@ ein gruner Knoten v farbt sich schwarz, wenn

er keinen grinen Nachbarn v hat mit w, > w,,
sonst wieder weil3
m bei gleichem w. wird der Knoten mit héherer ID
schwarz

@ Nachbarn von schwarzen Knoten werden grau
und werden inaktiv
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| Verteilter MIS-Algo: Luby-MIS T

Luby-MIS ]

@ initial sind alle Knoten weil3

@ jeder Knoten v z&hlt weiBe Knoten in
1-Hop-Nachbarschaft N'(v)

@ in jeder Runde farbt sich jeder weiBe Knoten v
mit Wahrscheinlichkeit 1/2w, griin
@ ein griner Knoten v farbt sich schwarz, wenn

er keinen grinen Nachbarn v hat mit w, > w,,
sonst wieder weil3
m bei gleichem w. wird der Knoten mit héherer ID
schwarz

@ Nachbarn von schwarzen Knoten werden grau
und werden inaktiv
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| Verteilter MIS-Algo: Luby-MIS T

Luby-MIS ]

@ initial sind alle Knoten weil3

@ jeder Knoten v z&hlt weiBe Knoten in
1-Hop-Nachbarschaft N'(v)

@ in jeder Runde farbt sich jeder weiBe Knoten v
mit Wahrscheinlichkeit 1/2w, griin
@ ein griner Knoten v farbt sich schwarz, wenn

er keinen grinen Nachbarn v hat mit w, > w,,
sonst wieder weil3
m bei gleichem w. wird der Knoten mit héherer ID
schwarz

@ Nachbarn von schwarzen Knoten werden grau
und werden inaktiv
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| Verteilter MIS-Algo: Luby-MIS T

Luby-MIS ]

@ initial sind alle Knoten weil3

@ jeder Knoten v z&hlt weiBe Knoten in
1-Hop-Nachbarschaft N'(v)

@ in jeder Runde farbt sich jeder weiBe Knoten v
mit Wahrscheinlichkeit 1/2w, griin
@ ein griner Knoten v farbt sich schwarz, wenn

er keinen grinen Nachbarn v hat mit w, > w,,
sonst wieder weil3
m bei gleichem w. wird der Knoten mit héherer ID
schwarz

@ Nachbarn von schwarzen Knoten werden grau RU nde 6
und werden inaktiv
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| Verteilter MIS-Algo: Luby-MIS T

Luby-MIS ]

@ initial sind alle Knoten weil3

@ jeder Knoten v z&hlt weiBe Knoten in
1-Hop-Nachbarschaft N'(v)

@ in jeder Runde farbt sich jeder weiBe Knoten v
mit Wahrscheinlichkeit 1/2w, griin
@ ein griner Knoten v farbt sich schwarz, wenn

er keinen grinen Nachbarn v hat mit w, > w,,
sonst wieder weil3
m bei gleichem w. wird der Knoten mit héherer ID
schwarz

@ Nachbarn von schwarzen Knoten werden grau RU nde 7
und werden inaktiv
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| Verteilter MIS-Algo: Luby-MIS T

Luby-MIS ]

@ initial sind alle Knoten weil3

@ jeder Knoten v z&hlt weiBe Knoten in
1-Hop-Nachbarschaft N'(v)

@ in jeder Runde farbt sich jeder weiBe Knoten v
mit Wahrscheinlichkeit 1/2w, griin
@ ein griner Knoten v farbt sich schwarz, wenn

er keinen grinen Nachbarn v hat mit w, > w,,
sonst wieder weil3
m bei gleichem w. wird der Knoten mit héherer ID
schwarz

@ Nachbarn von schwarzen Knoten werden grau RU nde 8
und werden inaktiv
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| Verteilter MIS-Algo: Luby-MIS T

Luby-MIS ]

@ initial sind alle Knoten weil3

@ jeder Knoten v z&hlt weiBe Knoten in
1-Hop-Nachbarschaft N'(v)

@ in jeder Runde farbt sich jeder weiBe Knoten v
mit Wahrscheinlichkeit 1/2w, griin
@ ein griner Knoten v farbt sich schwarz, wenn

er keinen grinen Nachbarn v hat mit w, > w,,
sonst wieder weil3
m bei gleichem w. wird der Knoten mit héherer ID
schwarz

@ Nachbarn von schwarzen Knoten werden grau RU nde 8
und werden inaktiv
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Analyse Luby: Satz und
Beweisstruktur

Luby-MIS berechnet ein MIS erwartet in O(log n) Runden.
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Analyse Luby: Satz und
Beweisstruktur

Luby-MIS berechnet ein MIS erwartet in O(log n) Runden.

m Luby berechnet offenbar ein MIS v
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Analyse Luby: Satz und
Beweisstruktur

Luby-MIS berechnet ein MIS erwartet in O(log n) Runden.

m Luby berechnet offenbar ein MIS v

Beweisstruktur Laufzeit
Drei Lemmata, um erwartete Anzahl Runden zu beweisen:
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Analyse Luby: Satz und AT
Beweisstruktur e

Luby-MIS berechnet ein MIS erwartet in O(log n) Runden.

m Luby berechnet offenbar ein MIS v

Beweisstruktur Laufzeit
Drei Lemmata, um erwartete Anzahl Runden zu beweisen:
@ Jeder Knoten farbt sich mit bestimmter W’keit schwarz

a wird ein Knoten griin, wird er in mindestens der Halfte der Falle
auch schwarz
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Analyse Luby: Satz und AT
Beweisstruktur e

Luby-MIS berechnet ein MIS erwartet in O(log n) Runden.

m Luby berechnet offenbar ein MIS v

Beweisstruktur Laufzeit
Drei Lemmata, um erwartete Anzahl Runden zu beweisen:
@ Jeder Knoten farbt sich mit bestimmter W’keit schwarz

a wird ein Knoten griin, wird er in mindestens der Halfte der Falle
auch schwarz

@ es gibt gute Knoten, die mit konstanter W’keit grau werden
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Analyse Luby: Satz und AT
Beweisstruktur e

Luby-MIS berechnet ein MIS erwartet in O(log n) Runden.

m Luby berechnet offenbar ein MIS v

Beweisstruktur Laufzeit
Drei Lemmata, um erwartete Anzahl Runden zu beweisen:
@ Jeder Knoten farbt sich mit bestimmter W’keit schwarz

a wird ein Knoten griin, wird er in mindestens der Halfte der Falle
auch schwarz

@ es gibt gute Knoten, die mit konstanter W’keit grau werden

@ mehr als die Halfte der Kanten ist inzident zu einem guten
Endknoten
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Analyse Luby: Satz und AT
Beweisstruktur =N1K

Luby-MIS berechnet ein MIS erwartet in O(log n) Runden.

m Luby berechnet offenbar ein MIS v

Beweisstruktur Laufzeit
Drei Lemmata, um erwartete Anzahl Runden zu beweisen:
@ Jeder Knoten farbt sich mit bestimmter W’keit schwarz

a wird ein Knoten griin, wird er in mindestens der Halfte der Falle
auch schwarz

@ es gibt gute Knoten, die mit konstanter W’keit grau werden

@ mehr als die Halfte der Kanten ist inzident zu einem guten
Endknoten

= jede Runde fallt konstanter Anteil verbleibender Kanten weg!
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I Luby-Lemma 1 ﬂ(“‘

Jeder Knoten v farbt sich in Schritt 2 mindestens mit
Wabhrscheinlichkeit 1/4w, schwarz.
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I Luby-Lemma 1 ﬂ(“‘

Jeder Knoten v farbt sich in Schritt 2 mindestens mit
Wabhrscheinlichkeit 1/4w, schwarz.

m v farbt sich mit Wahrscheinlichkeit 1/2w, griin
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I Luby-Lemma 1
Luby-Lemma 1

Jeder Knoten v farbt sich in Schritt 2 mindestens mit
Wabhrscheinlichkeit 1/4w, schwarz.

a v farbt sich mit Wahrscheinlichkeit 1/2w, griin
a dann halten v nur noch Knoten u mit w, > w, auf!

m es gibt héchstens w, solche Nachbarn
® jeder davon wurde héchsten mit Wkeit
1/2w, < 1/2w, grin
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I Luby-Lemma 1
Luby-Lemma 1

Jeder Knoten v farbt sich in Schritt 2 mindestens mit
Wabhrscheinlichkeit 1/4w, schwarz.

a v farbt sich mit Wahrscheinlichkeit 1/2w, griin
a dann halten v nur noch Knoten u mit w, > w, auf!
m es gibt héchstens w, solche Nachbarn
® jeder davon wurde héchsten mit Wkeit
1/2w, < 1/2w, grin
= s0 ein griines u gibt es nur mit Wkeit
p<w, -1/2w, =1/2 (klar?)

Plein Knoten u € Z wird griin]
< Y ez Plu wird griin] < 1
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I Luby-Lemma 1
Luby-Lemma 1

Jeder Knoten v farbt sich in Schritt 2 mindestens mit
Wabhrscheinlichkeit 1/4w, schwarz.

a v farbt sich mit Wahrscheinlichkeit 1/2w, griin
a dann halten v nur noch Knoten u mit w, > w, auf!
m es gibt héchstens w, solche Nachbarn
a jeder davon wurde héchsten mit W’keit
1/2w, < 1/2w, grin
= s0 ein griines u gibt es nur mit Wkeit
p<w, -1/2w, =1/2 (klar?)
m v wird schwarz, wenn es erst griin, dann schwarz
wird, also mit Wkeit 1/2w, - 1/2 =1/4w,

Plein Knoten u € Z wird griin]

< Y ez Plu wird griin] < 1
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I Gute Knoten, schlechte Knoten

Ein weiBBer Knoten v ist gut, wenn 3_ eig mit {u,vyee 1/2Wu = 1/6.
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I Gute Knoten, schlechte Knoten AKIT

Ein weiBBer Knoten v ist gut, wenn 3_ eig mit {u,vyee 1/2Wu = 1/6.
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I Gute Knoten, schlechte Knoten AT

Ein weiBBer Knoten v ist gut, wenn 3_ eig mit {u,vyee 1/2Wu = 1/6.

Intuition:

a Gute Knoten haben entweder sehr viele
Nachbarn oder Nachbarn mit geringem w,
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I Gute Knoten, schlechte Knoten AT

Ein weiBBer Knoten v ist gut, wenn 3_ eig mit {u,vyee 1/2Wu = 1/6.

Intuition:
m Gute Knoten haben entweder sehr viele
Nachbarn oder Nachbarn mit geringem w,
= Wkeit, dass einer von den Nachbarn schwarz
wird, ist sehr hoch!
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I Gute Knoten, schlechte Knoten IT

Ein weiBBer Knoten v ist gut, wenn 3_ eig mit {u,vyee 1/2Wu = 1/6.

Intuition:
m Gute Knoten haben entweder sehr viele
Nachbarn oder Nachbarn mit geringem w,
= Wkeit, dass einer von den Nachbarn schwarz
wird, ist sehr hoch!
= W’keit, grau zu werden, ist sehr hoch!

Fabian Fuchs — Algorithmen fir Ad-hoc- und Sensornetze =%. Institut fiir Theoretische Informatik
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I Luby-Lemma 2 T

In einer Runde wird jeder gute Knoten v mindestens mit W’keit 1/36
grau gefarbt.

Plu wird sch 8
Fall 1: Es gibt einen Nachbarn u von v mit w, < 2 s Tl

Lemma 1

=" uwird mit Wkeit > 1/8 schwarz v
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I Luby-Lemma 2 ﬂ(“‘

In einer Runde wird jeder gute Knoten v mindestens mit W’keit 1/36
grau gefarbt.

Fall 1: Es gibt einen Nachbarn u von v mit w, < 2

Lemma 1

=" uwird mit Wkeit > 1/8 schwarz v
Fall 2: Jeder Nachbar u von v hat w, > 3

a fir jeden Nachbarn u gilt 1/2w, < 1/6

[ ] es gibt eine Menge X von Nachbarn, fir die gilt
6 — uex 2Jv — 1
| von denen wird mlt Wkeit > 1/36 einer

schwarz! (Beweis kommt gleich noch)
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Zu zeigen
Aus einer Menge X von Knoten mit

1 1 1
6 uex2W“ 3

wird mindestens mit W’keit 1/36 einer schwarz.




Aus einer Menge X von Knoten mit
g1 3
6 — = 2w, — 3
wird mindestens mit W’keit 1/36 einer schwarz.

Plein u € X schwarz]
> P[genau ein u € X schwarz]

m Plein u € X schwarz] > P[genau ein u € X schwarz]
m klar, der Fall links schlie3t den Fall rechts ein



Aus einer Menge X von Knoten mit
s
6 — = 2w, — 3
wird mindestens mit W’keit 1/36 einer schwarz.

Plein u € X schwarz]
> P[genau ein u € X schwarz]
> Y uex (Pluschw.] — %=y Pluschw. und v schw.])

® Plgenaueinu € X schw.] > >\ (Pluschw.] — >,y Plu schw. und v schw.])
m Plgenau ein u € X schwarz] > 3 _, P[genau u € X schwarz]!
m ziehe von den Féllen, wo u schwarz ist, Falle ab, wo ein bestimmter anderer
schwarz ist (damit ziehen wir nur zu viel ab!)



Aus einer Menge X von Knoten mit
g1 3
6 — = 2w, — 3
wird mindestens mit W’keit 1/36 einer schwarz.

Plein u € X schwarz]
> P[genau ein u € X schwarz]
> > ex (Pluschw] — >y P[u schw. und v schw.])
> > uex Pluschw.] — %~y P[uschw. und v schw.]

a (einfaches Aufteilen der Summe)



Aus einer Menge X von Knoten mit
g1 3
6 — = 2w, — 3
wird mindestens mit W’keit 1/36 einer schwarz.

Plein u € X schwarz]
> P[genau ein u € X schwarz]
> Y uex (Pluschw.] — > P[uschw. und v schw.])
> > uex Pluschw.] — %"« P[uschw. und v schw.]
> 3 ,ex Pluschw.] — 3=, Plu griin und v griin]

® >, ex Pluschw.und v schw.| <37
® nur wer griin war, kann schwarz werden

Plu griin und v grun]



Aus einer Menge X von Knoten mit
g1 3
6 — = 2w, — 3
wird mindestens mit W’keit 1/36 einer schwarz.

Plein u € X schwarz]
> P[genau ein u € X schwarz]
> Y uex (Pluschw.] — > P[uschw. und v schw.])
> > uex Pluschw.] — 37, x Pluschw. und v schw.]
> > uex Pluschw.] — %" - P[u grin und v grin]

> Y ex Pluschw.] =37y (Pu grin] - Plv griin])

® Dy vex Plugrinund v grinf <3, x Plu grin] - P[v griin]
w griin werden Knoten unabhéngig!



Aus einer Menge X von Knoten mit
g1 3
6 — = 2w, — 3
wird mindestens mit W’keit 1/36 einer schwarz.

Plein u € X schwarz]
> P[genau ein u € X schwarz]
> Y uex (Pluschw.] — > P[uschw. und v schw.])
> > uex Pluschw.] — 37, x Pluschw. und v schw.]
> > uex Pluschw] — 37, x Plu grin und v grin]
> 3 ex Pluschw] = X0, oy (Plu grin] - P[v griin])
> > uex Pluschw.] — %"\ Plugrin] - >, P[v grin]

a Ausklammern



Zuzeigen

Aus einer Menge X von Knoten mit
g1 3
6 — = 2w, — 3

wird mindestens mit W’keit 1/36 einer schwarz.

Plein u € X schwarz]
> P[genau ein u € X schwarz]
> Y uex (Pluschw.] — > P[uschw. und v schw.])
> > uex Pluschw.] — 37, x Pluschw. und v schw.]
> > uex Pluschw] — 37, x Plu grin und v grin]
> Y yex Pluschw] — X, o (Plu grin] - Pv grin))
> uex P[u schw.] — ZueX Plugran] - >, cx P[v griin]
> ZueX dw, ZUGX 2w, 'ZVEX 217/‘,

® D ex Pluschw]=3" x 417u nach Lemma 1

® > ,ex Plx grin] = 3, x s nach Definition



Aus einer Menge X von Knoten mit

1 1 1
6 uex2W“ 3

wird mindestens mit W’keit 1/36 einer schwarz.

Plein u € X schwarz]

> P[genau ein u € X schwarz]

> Y uex (Pluschw.] — > P[uschw. und v schw.])
> > uex Pluschw.] — 37, x Pluschw. und v schw.]
> > uex Pluschw] — 37, x Plu grin und v grin]

> > uex Pluschw] — >, o x (P[u gran] - P[v grin])

> > uex Pluschw.] — ;uex Plu g1rl'.'|n] > vex Plv gran]

1
UEX Twy — DoueX Zw; | 2veX Tw;

(Zuex 2|1/vu) : <1§ o ZVEX ZLWV>

Vv 1V

a Ausklammern



Aus einer Menge X von Knoten mit
g1 3
6 — = 2w, — 3
wird mindestens mit W’keit 1/36 einer schwarz.

Plein u € X schwarz]
> P[genau ein u € X schwarz]
> Y uex (Pluschw.] — > P[uschw. und v schw.])
> > uex Pluschw.] — 37, x Pluschw. und v schw.]
> > uex Pluschw] — 37, x Plu grin und v grin]
> > uex Pluschw] — >, o x (P[u gran] - P[v grin])
> > uex P[u schw.] — >~ cx Plugran] - >~ P[v grin]
Zuex aw, Zuex 2|1,vu 'Zvex 217V

1 1 1 1) 1
(ZueX zwu)'<2 ZveXZTw) 25 (-3 =

IV IV

nach Vorauss.

s
<
m
P93
iy —
&
Vv
W= o=

nach Vorauss.



I Luby-Lemma 2 ﬂ(“‘

In einer Runde wird jeder gute Knoten v mindestens mit W’keit 1/36
grau gefarbt.

Fall 1: Es gibt einen Nachbarn u von v mit w, < 2

Lemma 1

=" uwird mit Wkeit > 1/8 schwarz v
Fall 2: Jeder Nachbar u von v hat w, > 3
a fir jeden Nachbarn u gilt 1/2w, < 1/6
[ ] es gibt eine Menge X von Nachbarn, fir die gilt

§ ZueX 2wy, S 3
[ ] von denen wird m|t Wkeit > 1/36 einer
schwarz! v

Fabian Fuchs — Algorithmen fir Ad-hoc- und Sensornetze =%. Institut fir Theoretische Informatik
VL 09 — Clustering (36/41) Q"; Lehrstuhl Algorithmik



I Gute Kanten, schlechte Kanten AT

Wiederholung: Definition

Ein weiBBer Knoten v ist gut, wenn > 1/2w, > 1/6.

u weiB mit {u,v}e€E
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I Gute Kanten, schlechte Kanten AT

Wiederholung: Definition

Ein weiBBer Knoten v ist gut, wenn > 1/2w, > 1/6.

u weiB mit {u,v}e€E

m gute Knoten gibt es manchmal nur wenige!
a zum Beispiel bei Sternen
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I Gute Kanten, schlechte Kanten AT

Wiederholung: Definition

Ein weiBBer Knoten v ist gut, wenn > 1/2w, > 1/6.

u weiB mit {u,v}€E
m gute Knoten gibt es manchmal nur wenige!
a zum Beispiel bei Sternen

= da hilft uns die Aussage nicht, dass wir immer
einen konstanten Anteil verlieren!

Fabian Fuchs — Algorithmen fir Ad-hoc- und Sensornetze =%. Institut fir Theoretische Informatik
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I Gute Kanten, schlechte Kanten ST

Wiederholung: Definition

Ein weiBBer Knoten v ist gut, wenn 3", s mit{u,v}eE1/2Wu >1/6.

m gute Knoten gibt es manchmal nur wenige!
a zum Beispiel bei Sternen

= da hilft uns die Aussage nicht, dass wir immer
einen konstanten Anteil verlieren!

Definiton |

Eine Kante hei3t aktiv, wenn beide Endpunkte weif3
sind, und gut, wenn zusatzlich ein Endpunkt gut ist.
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I Gute Kanten, schlechte Kanten T

Wiederholung: Definition

Ein weiBer Knoten v ist gut, wenn 3_ eig mit {u,vyee 1/2Wu = 1/6.

a gute Knoten gibt es manchmal nur wenige!
a zum Beispiel bei Sternen

= da hilft uns die Aussage nicht, dass wir immer
einen konstanten Anteil verlieren!

Eine Kante heiBt aktiv, wenn beide Endpunkte weil3
sind, und gut, wenn zusatzlich ein Endpunkt gut ist.
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I Gute Kanten, schlechte Kanten IT

Wiederholung: Definition

Ein weiBBer Knoten v ist gut, wenn >~ i mit{u,v}eE1/2Wu >1/6.

m gute Knoten gibt es manchmal nur wenige!
a zum Beispiel bei Sternen

= da hilft uns die Aussage nicht, dass wir immer
einen konstanten Anteil verlieren!

Definiton |

Eine Kante hei3t aktiv, wenn beide Endpunkte weif3
sind, und gut, wenn zusatzlich ein Endpunkt gut ist.

schlecht
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I Gute Kanten, schlechte Kanten AT

Wiederholung: Definition

Ein weiBBer Knoten v ist gut, wenn > 1/2w, > 1/6.

u weiB mit {u,v}€E
m gute Knoten gibt es manchmal nur wenige!
a zum Beispiel bei Sternen

= da hilft uns die Aussage nicht, dass wir immer
einen konstanten Anteil verlieren!

Definiton |

Eine Kante hei3t aktiv, wenn beide Endpunkte weif3
sind, und gut, wenn zusatzlich ein Endpunkt gut ist.

m inaktive Kanten kdnnen wir ignorieren
m beschranken uns auf ,weiBen* Graphen schlecht
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I Gute Kanten, schlechte Kanten AT

Wiederholung: Definition

Ein weiBBer Knoten v ist gut, wenn > 1/2w, > 1/6.

u weiB mit {u,v}€E
m gute Knoten gibt es manchmal nur wenige!
a zum Beispiel bei Sternen

= da hilft uns die Aussage nicht, dass wir immer
einen konstanten Anteil verlieren!

Definiton |

Eine Kante hei3t aktiv, wenn beide Endpunkte weif3
sind, und gut, wenn zusatzlich ein Endpunkt gut ist.

m inaktive Kanten kdnnen wir ignorieren
m beschranken uns auf ,weiBen* Graphen schlecht

m gute Kanten werden mit konstanter Wahrscheinlichkeit inaktiv!
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I Luby-Lemma 3 ﬂ("

Luby-Lemma 3

Immer mindestens die Halfte der aktiven Kanten ist gut.
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I Luby-Lemma 3 ﬂ("

Luby-Lemma 3

Immer mindestens die Hélfte der aktiven Kanten ist gut.

m wir richten jede Kante so, dass sie auf den Endknoten u mit
dem héheren w, zeigt gut

(o)

)

00O
o)

schlecht
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I Luby-Lemma 3 ﬂ("

Luby-Lemma 3

Immer mindestens die Hélfte der aktiven Kanten ist gut.

m wir richten jede Kante so, dass sie auf den Endknoten u mit

dem héheren w, zeigt gut
a Bei einem schlechten Knoten u gilt ( \‘
Eingangsgrad < 2 - Ausgangsgrad o

)

000
2oy

schlecht
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I Luby-Lemma 3 ﬂ("

Luby-Lemma 3

Immer mindestens die Hélfte der aktiven Kanten ist gut.

m wir richten jede Kante so, dass sie auf den Endknoten u mit

dem héheren w, zeigt gut
a Bei einem schlechten Knoten u gilt ( \
Eingangsgrad < 2 - Ausgangsgrad o

a sonst gilt fir mehr als w,,/3 Nachbarn v: w, < w,

)

00O
2oy

schlecht
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I Luby-Lemma 3 ﬂ("

Luby-Lemma 3

Immer mindestens die Hélfte der aktiven Kanten ist gut.

m wir richten jede Kante so, dass sie auf den Endknoten u mit

dem héheren w, zeigt gut
a Bei einem schlechten Knoten u gilt ( \
Eingangsgrad < 2 - Ausgangsgrad o
a sonst gilt fir mehr als w,,/3 Nachbarn v: w, < w,
a dann waére u gut:
3 w11
v u)2w., 3 2w, 6 OOO
OO;
schlecht
Fabian Fuchs — Algorithmen fir Ad-hoc- und Sensornetze =%. Institut fir Theoretische Informatik
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I Luby-Lemma 3

Luby-Lemma 3
Immer mindestens die Halfte der aktiven Kanten ist gut.

® wir richten jede Kante so, dass sie auf den Endknoten u mit

dem héheren w, zeigt gut
m Bei einem schlechten Knoten u gilt (\'
Eingangsgrad < 2 - Ausgangsgrad A0 ¥
a sonst gilt fur mehr als w, /3 Nachbarn v: wy, < wy
® dann ware u gut: o ')
Tow 1 _1
o2 T3 2w 8 %0 O"
= mindestens die Hélfte der Kanten zeigt auf gute Knoten Ok9:
® wenn mehr als die Halfte der eingehenden Enden an ¢
schlechten Knoten liegen, reichen alle ausgehenden Enden schlecht

nicht aus!
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Analyse Luby: Satz und
Beweisstruktur

Luby-MIS berechnet ein MIS erwartet in O(log n) Runden.

m Luby berechnet offenbar ein MIS v
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Analyse Luby: Satz und AT
Beweisstruktur e

Luby-MIS berechnet ein MIS erwartet in O(log n) Runden.

m Luby berechnet offenbar ein MIS v
m Zu jedem Zeitpunkt ist mindestens die Halfte der aktiven Kanten
gut (Lemma 3)
= mindestens ein Endpunkt ist gut
= der wird mit W’keit > 1/36 grau (Lemma 2)
= die Kante wird mit W'keit > 1/36 inaktiv
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Analyse Luby: Satz und AT
Beweisstruktur e

Luby-MIS berechnet ein MIS erwartet in O(log n) Runden.

m Luby berechnet offenbar ein MIS v
m Zu jedem Zeitpunkt ist mindestens die Halfte der aktiven Kanten
gut (Lemma 3)
= mindestens ein Endpunkt ist gut
= der wird mit W’keit > 1/36 grau (Lemma 2)
= die Kante wird mit W'keit > 1/36 inaktiv
= jede Runde werden (erwartet) mindestens 71—2 der aktiven Kanten
inaktiv
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Analyse Luby: Satz und AT
Beweisstruktur =N\1K

Luby-MIS berechnet ein MIS erwartet in O(log n) Runden.

m Luby berechnet offenbar ein MIS v
m Zu jedem Zeitpunkt ist mindestens die Halfte der aktiven Kanten
gut (Lemma 3)
= mindestens ein Endpunkt ist gut
= der wird mit W’keit > 1/36 grau (Lemma 2)
= die Kante wird mit W'keit > 1/36 inaktiv
= jede Runde werden (erwartet) mindestens 71—2 der aktiven Kanten
inaktiv
m nach O(log |E|) Runden ist keine Kante mehr aktiv

Fabian Fuchs — Algorithmen fir Ad-hoc- und Sensornetze =%. Institut fir Theoretische Informatik
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Analyse Luby: Satz und AT
Beweisstruktur =N1K

Luby-MIS berechnet ein MIS erwartet in O(log n) Runden.

m Luby berechnet offenbar ein MIS v

m Zu jedem Zeitpunkt ist mindestens die Halfte der aktiven Kanten
gut (Lemma 3)

= mindestens ein Endpunkt ist gut
= der wird mit W’keit > 1/36 grau (Lemma 2)
= die Kante wird mit W'keit > 1/36 inaktiv

= jede Runde werden (erwartet) mindestens 71—2 der aktiven Kanten
inaktiv
m nach O(log |E|) Runden ist keine Kante mehr aktiv
a Wenn keine Kante mehr aktiv ist, sind weilBe Knoten isoliert!
a die kdnnen sich auch direkt schwarz farben
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Analyse Luby: Satz und AT
Beweisstruktur =N1K

Luby-MIS berechnet ein MIS erwartet in O(log n) Runden.

m Luby berechnet offenbar ein MIS v

m Zu jedem Zeitpunkt ist mindestens die Halfte der aktiven Kanten
gut (Lemma 3)

= mindestens ein Endpunkt ist gut
= der wird mit W’keit > 1/36 grau (Lemma 2)
= die Kante wird mit W'keit > 1/36 inaktiv

= jede Runde werden (erwartet) mindestens 71—2 der aktiven Kanten
inaktiv
m nach O(log |E|) Runden ist keine Kante mehr aktiv
a Wenn keine Kante mehr aktiv ist, sind weilBe Knoten isoliert!
a die kdnnen sich auch direkt schwarz farben
® log|E| <logn? = 2logn = O(log n) Runden
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I Wrap-Up Clustering A\K"

a Clustern: Clusterheads auswahlen, so dass jeder Knoten einen
Clusterhead in seiner Nachbarschaft hat
m das ist ein Dominating Set, manchmal sollte es zusatzlich
verbunden sein (CDS)
a Kardinalitditsminimale DS (MDS) sind schwer zu berechnen
a Schnelle Approximation ist sehr komplex

a In Modellen fir Sensornetze ist das leichter!
m In Sensornetzen wachsen Nachbarschaften nicht beliebig
m im wesentlichen ist die Nachbarschaft in geometrischer
Nachbarschaft enthalten
m pro Flache kénnen nicht beliebig viele Knoten unabhangig sein
= Wenn UDG/QUDG zu streng sind — BIG ist eigentlich immer
gerechtfertigt!

® In BIGs sind Inklusionsmaximale Unabhange Mengen (MIS) schon
konstante Approximationen fir MDS
a Luby liefert MIS in O(log n) Runden sogar in jedem Graphen!
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