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Orthogonales Graphenzeichnen

= Kantenrichtungen horizontal und vertikal
= gut untersuchte Zeichenkonvention

= in vielen Anwendungen relevant
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Orthogonales Graphenzeichnen

= Kantenrichtungen horizontal und vertikal
= gut untersuchte Zeichenkonvention

= in vielen Anwendungen relevant
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(Planare) Orthogonale Zeichnungen AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Dreistufiger Ansatz: Topology — Shape — Metrics

[Tamassia SIAM J. Comput. 1987]

V — {Ul,’Ug,’Ug,’U;l}
E = {v1v9, 0103, V1U4, VoV3, U2V4 }
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(Planare) Orthogonale Zeichnungen IT

stitute of Technology

Dreistufiger Ansatz: Topology — Shape — Metrics

[Tamassia SIAM J. Comput. 1987]

V = {Ul,’UQ,’Ug,’U4}
E = {v1v, v1v3, 0104, V203, V2V |

kombinatorische
Einbettung/

Planarisierung
4
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(Planare) Orthogonale Zeichnungen AT
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Dreistufiger Ansatz: Topology — Shape — Metrics

[Tamassia SIAM J. Comput. 1987]

V = {Ul,’UQ,’Ug,’U4}
E = {v1v, v1v3, 0104, V203, V2V |

kombinatorische
Einbettung/
Planarisierung
4

,

- —» o3

2 orthogonale : 5
BeSChreibung 'é ----------- .
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(Planare) Orthogonale Zeichnungen AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Dreistufiger Ansatz: Topology — Shape — Metrics

[Tamassia SIAM J. Comput. 1987]

v4

V = {v1,v2,v3,v4}

E — {U1U27U1U37?)1U47U2v3,/U2/U4} 1 3
kombinatorische ]2
Einbettung/ planare

D] .. | Flachen-

T 4

- — 1o 3
2 orthogonale : 5
BeSChreibung 'é ----------- -
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(Planare) Orthogonale Zeichnungen AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Dreistufiger Ansatz: Topology — Shape — Metrics

[Tamassia SIAM J. Comput. 1987]

v4

V = {Ul,’UQ,’Ug,’U4} 3
E = {v1v, v1v3, 0104, V203, V2V |

1
kombinatorische ‘ 2

Einbettung/ planare

D] .. | Flachen-

— > | 1sme3
orthogonale :

Beschreibung
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Knickminimierung bei fester Einbettung AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Problem geometrische Knickminimierung
Geg: = planarer Graph G = (V, E) mit Maximalgrad 4
= kombinatorische Einbettung F und auBere Facette f
Ges: einbettungsaquivalente orthogonale Gitterzeichnung mit
minimaler Knickanzahl
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4

Knickminimierung bei fester Einbettung AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Problem geometrische Knickminimierung
Geg: = planarer Graph G = (V, E) mit Maximalgrad 4
= kombinatorische Einbettung F und auBere Facette f

Ges: einbettungsaquivalente orthogonale Gitterzeichnung mit
minimaler Knickanzahl

bzw. zunachst folgende Variante

Problem kombinatorische Knickminimierung
Geg: = planarer Graph G = (V, E) mit Maximalgrad 4
= kombinatorische Einbettung F und auBere Facette f

Ges: einbettungsiquivalente orthogonale Beschreibung H(G)
mit minimaler Knickanzahl
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Orthogonale Beschreibung AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Eingabe: planarer Graph G = (V, E), Facettenmenge F,
auBere Facette f
Ausgabe: orthogonale Beschreibung H(G) ={H(f) | f € F}

Facettenbeschreibung H(f): im UZS um f geordnete Folge
von Kantenbeschreibungen (e, d, &) mit

= e ist Randkante von f
= 0 ist Folge in {0,1}* (0 = Rechtsknick, 1 = Linksknick)

= o« ist Winkel € {5, , 3777, 27} zwischen e und Nachfolger €’
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Orthogonale Beschreibung: Beispiel

tttttttttttttttttttttttttttttt

H(fo) = ((e1,11,Z), (e5,111,28), (e4,0,7), (e3,0,7), (e2,0, %))
H(fl) — ((61700 TW) (627@7 %)7 (6670077T))
H(f2) — ((657000 %) (667 11, %)7 (637 @77T)7 (647(2)7 %))

7,

€1

€3
! Wie sieht die kombinatorische
(f;/ €4 ,Zeichnung" zu H(G) aus?
€6
€5 °
Visualisi g Graphen Flussmethoden: orthogonales Graphenzeichnen
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Orthogonale Beschreibung: Beispiel AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

H(fo) = ((e1,11, %), (e5,111,28), (eq, 0, ), (e3,0,7), (€2,0, %))
H(fl) — ((61700 TW) (627 ) (6670077T)>
H(f2) = ((e5,000, %), (es,11, %), (e3,0,7), (e, 0, 5))

fo 0 0
1 €2 63.64‘
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Orthogonale Beschreibung: Beispiel AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

H(fo) = ((e1,11, %), (e5,111,28), (eq, 0, ), (e3,0,7), (€2,0, %))

H(f1) = ((e1,00, %), (2,0, 5), (e6,00,m) ™ fo falsch rum!?
H(fQ) — ((657000 %) (66711 —) (63,@,7'('),(64 %

fo 0 0
1 €2 63.64‘
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Orthogonale Beschreibung: Beispiel AUT

H(fO) — ((617 ) (657 111, 37#)7 (647(9771-)7 (637(6777)7 (627@7 %))
H(fl) — ((617 7771-) (627 ) (6670077T))

H(fQ) — ((657000 ) <66711 _) (637@77‘-)7(647@7%))

1 €1 1
Jo 0 O
1 %ﬂ. 3ﬂ%627r €3 m €4 3«
0 =" 55 =T x &2
2 2|2 2
fl 0
0
1 €6 1 f2
0 0
1 €5 1
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Orthogonale Beschreibung: Beispiel AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

H(fo) = ((e1,11, %), (e5,111,28), (eq, 0, ), (e3,0,7), (€2,0, %))
H(fl) — ((617 7%) (627 ) (6670077‘_))
H(f2) = ((e5,000, %), (es,11, %), (e3,0,7), (e, 0, 5))

1 €1 1
Jo [0 0
— 2e7 ™
1[0 = 32627r637T€43_7T
2l =5 T g =] 2
2 2[2 2
J1
0 0 J2
1 €6 1
0 0
1 €5 1

konkrete Geometrie noch nicht festgelegt!
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Korrekthelt einer orthogonalen Beschreibung QAT
(H1) H(G) entspricht F, fo
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Korrekthelt einer orthogonalen Beschreibung QAT
(H1) H(G) entspricht F, fo

(H2) fiir gemeinsame Randkante {u, v} zweier Facetten f und g
mit ((u,v),01,a1) € H(f) und ((v,u),d2, ) € H(g) gilt
01 ist invertierte und umgedrehte Folge 05
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Korrekthelt einer orthogonalen Beschreibung QAT
(H1) H(G) entspricht F, fo

(H2) fiir gemeinsame Randkante {u, v} zweier Facetten f und g
mit ((u,v),01,a1) € H(f) und ((v,u),d2, ) € H(g) gilt
01 ist invertierte und umgedrehte Folge 05

(H3) Sei [6]g (bzw. |6]1) die Anzahl Nullen (bzw. Einsen) in ¢
und r = (e, 9, ). Fiir C(r) := |6]g — 0|1 + 2 — 2/ 7 gilt:

Z C'(r) =4 fiur f # fo und Z C(r)=—4

reH(f) reH(fo)
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Korrekthelt einer orthogonalen Beschreibung QAT
(H1) H(G) entspricht F, fo

(H2) fiir gemeinsame Randkante {u, v} zweier Facetten f und g
mit ((u,v),01,a1) € H(f) und ((v,u),d2, ) € H(g) gilt
01 ist invertierte und umgedrehte Folge 05

(H3) Sei [6]g (bzw. |6]1) die Anzahl Nullen (bzw. Einsen) in ¢
und r = (e, 9, ). Fiir C(r) := |6]g — 0|1 + 2 — 2/ 7 gilt:

Z C(r) =4 fir f # fo und Z C(r)=—4

reH(f) reH (fo)

(H4) Fiir jeden Knoten v ist die Summe der anliegenden Winkel
gleich 27
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Kombinatorische Knickminimierung QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Problem kombinatorische Knickminimierung
Geg: = Graph G = (V, E) mit Maximalgrad 4
= kombinatorische Einbettung F und auBere Facette f

Ges: einbettungsiquivalente orthogonale Beschreibung H(G)
mit minimaler Knickanzahl
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Kombinatorische Knickminimierung QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Problem kombinatorische Knickminimierung
Geg: = Graph G = (V, E) mit Maximalgrad 4
= kombinatorische Einbettung F und auBere Facette f

Ges: einbettungsiquivalente orthogonale Beschreibung H(G)
mit minimaler Knickanzahl

Idee: erstelle ein Flussnetzwerk mit

= eine Flusseinheit entspricht einem 7/2 Winkel

a Fluss von Knoten zu Facetten entspricht Knotenwinkel
a Fluss zwischen Facetten entspricht Kantenknicken
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Erinnerung: s-t Flussnetzwerk AUT

Flussnetzwerk (D = (V, A); s, t; ¢) mit
= gerichtetem Graph D = (V, A)

» Kantenkapazititen c: A — Ry

= QuelleseV, Senket €V

Eine Abbildung X : A — R heiBt s-t-Fluss, falls gilt:

0<X(i,5) <cli,j)  V(i,j)eA (1)
XG5 - > X@Gi)=0 VieV\{st} (2)

(i,j)EA (4,1)EA
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Erinnerung: Allgemeines Flussnetzwerk QAT

Flussnetzwerk (D = (V, A); {; u; b) mit
= gerichtetem Graph D = (V, A)
= untere Kantenkapazititen ¢ : A — IR{(J{
= obere Kantenkapazititen u : A — Ry
= Knotenbewertung b: V — R mit } ., b(¢) =0

Eine Abbildung X : A — RJ heiBt Fluss, falls gilt:
0(i,j) < X(4,7) <wuli,j)  V(@,j)eA  (3)
ZXZ] ZX], = b(7) VieV (4)

(i,j)EA (7,2)€A
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Fragestellungen fiir Flussnetzwerke AT

(A) Giiltiger Fluss:

Finde einen giiltigen Fluss X : A — R, d.h.
= Kapazitidten I(e), u(e) werden respektiert
= Bedarf b(v) wird genau erfiillt
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Fragestellungen fiir Flussnetzwerke AT

(A) Giiltiger Fluss:

Finde einen giiltigen Fluss X : A — R, d.h.
= Kapazitidten I(e), u(e) werden respektiert
= Bedarf b(v) wird genau erfiillt

/usatzlich gegeben: Kostenfunktion cost : A — Rar
Def: cost(X) := ) (; iyca cost(i, j) - X (i, j)
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Fragestellungen fiir Flussnetzwerke AT

(A) Giiltiger Fluss:

Finde einen giiltigen Fluss X : A — R, d.h.
= Kapazitidten I(e), u(e) werden respektiert
= Bedarf b(v) wird genau erfiillt

tttttttttttttttttttttttttttttt

/usatzlich gegeben: Kostenfunktion cost : A — Rar
Def: cost(X) := ) (; iyca cost(i, j) - X (i, j)

(B) Minimalkostenfluss
Finde einen giiltigen Fluss X : A — R, der cost(X)
minimiert (unter allen giiltigen Fliissen)
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Flussnetzwerk zur Knickminimierung QAT

Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); ¢; u; b; cost)

s A={(v,f) €V x F|vinzident zu f} U
{(f,9) € F x F|Ve € FE mit e trennt f, g}
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Flussnetzwerk zur Knickminimierung QAT

Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); ¢; u; b; cost)

s A={(v,f) €V x F|vinzident zu f} U
{(f,9) € F x F|Ve € FE mit e trennt f, g}

0 b(v):4 YVveV
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Flussnetzwerk zur Knickminimierung

Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); ¢; u; b; cost)

s A={(v,f) €V x F|vinzident zu f} U
{(f,9) € F x F|Ve € FE mit e trennt f, g}

B b(v) =4 YoveV
o b(f)=—-2(da(f)—2) VfeF\{fo}
= b(fo) = —2(da(fo) +2)

AT

tttttttttttttttttttttttttttttt
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Flussnetzwerk zur Knickminimierung QAT

Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); ¢; u; b; cost)

s A={(v,f) €V x F|vinzident zu f} U
{(f,9) € F x F|Ve € FE mit e trennt f, g}

tttttttttttttttttttttttttttttt

s b(v)=4 YvevV
o« b(f) = —20d(f) —2) YfEF\{fo} [ = Dubw)=0
= b(fo) = —2(da(fo) +2)
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Flussnetzwerk zur Knickminimierung QAT

Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); ¢; u; b; cost)

s A={(v,f) €V x F|vinzident zu f} U
{(f,9) € F x F|Ve € FE mit e trennt f, g}

tttttttttttttttttttttttttttttt

s b(v)=4 YvevV
C B(f) = —2da(f) =2) Ve F\{fo} = Dy blw)=0
= b(fo) = —2(da(fo) +2) (Euler)
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Flussnetzwerk zur Knickminimierung QAT

Flussnetzwerk N(G) = ((V U F, A); ¢; u; b; cost)

s A={(v,f) €V x F|vinzident zu f} U
{(f,9) € F x F|Ve € FE mit e trennt f, g}

tttttttttttttttttttttttttttttt

s b(v)=4 YvevV
C B(f) = —2da(f) =2) Ve F\{fo} = Dy blw)=0
= b(fo) = —2(da(fo) +2) (Euler)

V(f,9) € A f,ge F  U(f,g):=0
Viv,f) e A,veV, feF (v, f):=1

Vie VUF > X(i,5) - X (4,1) = b(d)
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Beispiel Flussnetzwerk AT

Karlsruhe Institute of Technology

fo
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Beispiel Flussnetzwerk AT

Karlsruhe Institute of Technology

fo

vV 0O
F O
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Beispiel Flussnetzwerk AT

Karlsruhe Institute of Technology

fo

vV 0O
F O
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Beispiel Flussnetzwerk AT

Karlsruhe Institute of Technology

fo

VXFIO—

U4

FXF O—r

vV 0O
F O
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Beispiel Flussnetzwerk AT

Karlsruhe Institute of Technology

fo
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Beispiel Flussnetzwerk AT

Karlsruhe Institute of Technology

fo

C/u/c 1/4/0

* VXFO—

U4

FXF O—r

vV 0O
F O
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Beispiel Flussnetzwerk AT

Karlsruhe Institute of Technology

fo

C/u/c 1/4/0
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Beispiel Flussnetzwerk AT

Karlsruhe Institute of Technology

fo
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Beispiel Flussnetzwerk AT

Karlsruhe Institute of Technology

cost = 1
Jo Knick!
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Kernaussage AT

stitute of Technology

Satz 1: Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fo)
existiert genau dann eine zulassige orthogonale
Beschreibung H(G) mit k Knicken, wenn es im
Flussnetzwerk N (G) einen Fluss  mit Kosten k gibt.
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Satz 1: Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fo)
existiert genau dann eine zulassige orthogonale
Beschreibung H(G) mit k Knicken, wenn es im
Flussnetzwerk N (G) einen Fluss  mit Kosten k gibt.

Beweis:

< Geg: Fluss x in N(G) mit Kosten k
Ges: orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken
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Kernaussage AT
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Satz 1: Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fo)
existiert genau dann eine zulassige orthogonale
Beschreibung H(G) mit k Knicken, wenn es im
Flussnetzwerk N (G) einen Fluss  mit Kosten k gibt.

Beweis:

< Geg: Fluss x in N(G) mit Kosten k
Ges: orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken
» transformiere Fluss in orthogonale Beschreibung

= zeige Eigenschaften (H1)-(H4)
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Beschreibung H(G) mit k Knicken, wenn es im
Flussnetzwerk N (G) einen Fluss  mit Kosten k gibt.

Beweis:

< Geg: Fluss x in N(G) mit Kosten k
Ges: orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken
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= zeige Eigenschaften (H1)-(H4)

= Geg: orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken
Ges: Fluss « in N(G) mit Kosten k

Dr. Martin Nollenburg - Algorithmen zur Visualisierung von Graphen Flussmethoden: orthogonales Graphenzeichnen



14

Kernaussage AT
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Satz 1: Zu einem planar eingebetteten Graphen (G, F, fo)
existiert genau dann eine zulassige orthogonale
Beschreibung H(G) mit k Knicken, wenn es im
Flussnetzwerk N (G) einen Fluss  mit Kosten k gibt.

Beweis:

< Geg: Fluss x in N(G) mit Kosten k
Ges: orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken
» transformiere Fluss in orthogonale Beschreibung

= zeige Eigenschaften (H1)—(H4)
= Geg: orthogonale Beschreibung H(G) mit k Knicken

Ges: Fluss « in N(G) mit Kosten k

= definiere Abbildung z: A — R7
n zeige x erfillt Flussbedingungen und hat Kosten k&
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/usammenfassung Knickminimierung QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

= Aus Satz 1 folgt, dass die orthogonale Knickminimierung
fiir eingebettete planare Graphen durch Losen eines
Min-Cost-Flow Problems durchgefiihrt werden kann.
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/usammenfassung Knickminimierung QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

= Aus Satz 1 folgt, dass die orthogonale Knickminimierung
fiir eingebettete planare Graphen durch Losen eines
Min-Cost-Flow Problems durchgefiihrt werden kann.

m Dieses spezielle Flussproblem lasst sich unter Ausnutzung
der Planaritit von N(G) in O(n3/2) Zeit |6sen.

[Cornelsen, Karrenbauer GD 2011]
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/usammenfassung Knickminimierung QAT
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= Aus Satz 1 folgt, dass die orthogonale Knickminimierung
fiir eingebettete planare Graphen durch Losen eines
Min-Cost-Flow Problems durchgefiihrt werden kann.

m Dieses spezielle Flussproblem lasst sich unter Ausnutzung
der Planaritit von N(G) in O(n3/2) Zeit |6sen.

[Cornelsen, Karrenbauer GD 2011]

s Die Knickminimierung ohne gegebene kombinatorische
Einbettu ng ist NP-schwer. [Garg, Tamassia SIAM J. Comput. 2001]
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/usammenfassung Knickminimierung QAT
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= Aus Satz 1 folgt, dass die orthogonale Knickminimierung

fiir eingebettete planare Graphen durch Losen eines
Min-Cost-Flow Problems durchgefiihrt werden kann.

Dieses spezielle Flussproblem lasst sich unter Ausnutzung

der Planaritit von N(G) in O(n3/2) Zeit |6sen.
[Cornelsen, Karrenbauer GD 2011]

Die Knickminimierung ohne gegebene kombinatorische
Einbettu ng ist NP-schwer. [Garg, Tamassia SIAM J. Comput. 2001]

Das Entscheidungsproblem, ob ein Graph eine orthogonale
Zeichnung mit hochstens f(e) Knicken pro Kante e besitzt

ist polynomiell 16sbar, falls f(e) > 1 fiir alle e € F.
[Blasius et al. GD 2010]

Dr. Martin Nollenburg - Algorithmen zur Visualisierung von Graphen Flussmethoden: orthogonales Graphenzeichnen



(Planare) Orthogonale Zeichnungen AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Dreistufiger Ansatz: Topology — Shape — Metrics

V = {01,1}2,?}3,?}4}

E — {U1U27U1U37?)1U47U2v3,/U2/U4} 1 3
kombinatorische ‘ 2

Einbettung/

Planarisierung planare Flachen-
4 Einbettung minimierung

T 4

- — 1o 3
2 orthogonale : 5
BeSChreibung 'é ----------- -
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(Planare) Orthogonale Zeichnungen AT
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Dreistufiger Ansatz: Topology — Shape — Metrics

V — {Ul,’UQ,’Ug,’U4}
E = {v1v9, 0103, V1U4, VoV3, U2V4 }

'kombinatorische

Einbettung/ I
Planarisierung planare

A Einbettung

Knickminimierung :

- B

i orthogonale : :
Beschreibung
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Kompaktierung AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Problem Kompaktierung
Geg: = planarer Graph G = (V, E¥) mit Maximalgrad 4
= orthogonale Beschreibung H(G)
Ges: kompaktes orthogonales Layout von G, das H(G) realisiert

17 Dr. Martin Nollenburg - Algorithmen zur Visualisierung von Graphen Flussmethoden: orthogonales Graphenzeichnen



17

Kompaktierung AT
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Problem Kompaktierung
Geg: = planarer Graph G = (V, E¥) mit Maximalgrad 4
= orthogonale Beschreibung H(G)
Ges: kompaktes orthogonales Layout von G, das H(G) realisiert

Spezialfall: alle Facetten sind Rechtecke

— Garantien moglich = minimale Gesamtkantenlange
= minimale Flache
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Kompaktierung AT
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Problem Kompaktierung

Geg: = planarer Graph G = (V, E) mit Maximalgrad 4
= orthogonale Beschreibung H(G)

Ges: kompaktes orthogonales Layout von G, das H(G) realisiert

Spezialfall: alle Facetten sind Rechtecke

— Garantien moglich = minimale Gesamtkantenlange
= minimale Flache

Eigenschaften:

s Knicke hochstens als Ecken der auBeren Facette
= gegeniiberliegende Seiten einer Facette gleich lang
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Spezialfall: alle Facetten sind Rechtecke

— Garantien moglich = minimale Gesamtkantenlange
= minimale Flache

Eigenschaften:

s Knicke hochstens als Ecken der duBBeren Facette
= gegeniiberliegende Seiten einer Facette gleich lang
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Flussnetzwerk Langenzuweisung QAT

Def: Flussnetzwerk Nnor = ((Whor, Anor); £; u; b; cost)

= Whor = F \{fo} U{s, t}

s Anor = {(f,9) | f, g besitzen gemeinsames horizontales
Kantensegment und f liegt unterhalb von g} U {(¢,s)}
K(CL) — 1 Va € Ane
u(a) =00 Va € Apeor
cost(a) =1 Va € Apor
b(f) =0 Ve Who
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Flussnetzwerk Langenzuweisung QAT

Def: Flussnetzwerk Nnor = ((Whor, Anor); £; u; b; cost)

= Whor = F \{fo} U{s, 1t}

s Anor = {(f,9) | f, g besi\gen gemeinsames horizontales
Kantensegment und f liegNunterhalb von g} U {(¢,s)}
K(CL) — 1 Va € Ane
u(a) =00 Va € Apeor
cost(a) =1 Va € Apor
b(f) =0 Ve Who

s und t reprasentieren untere
und obere Halfte von fj
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Flussnetzwerk Langenzuweisung QAT

Def: Flussnetzwerk Nyer = ((Wier, Aver); £; u; b; cost)
Wier = F\{fo} U{s, t}

= A\,eIr ={(f,9) | f,g besitzen gemeinsames vertikales

Kantensegment und f liegt links von g} U {(%,s)}

K(CL) — 1 Va € Ane

u(a) =00 Va € Apeor

cost(a) =1 Va € Apor

b(f) =0 Ve Who
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Optimales Layout AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Satz 2: Ganzzahlige Fliisse xpor und Tyer iIn Npor und Ny mit
minimalen Kosten liefern:
= zugeh. Seitenlangen induzieren giiltiges Layout
» |Zhor(t, s)| und |xyer(t, s)| entsprechen minimaler
Breite und Hohe des Layouts

a ZCLGAW Thor(€) - cOst(a) + > .4 Tver(a) - cost(a)

Ver

entsprechen minimaler Gesamtkantenlange
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Optimales Layout ﬂ(“‘
LN

--A- T~ ---'
Aber was macht man, wenn nicht alle Facetten
Rechtecke sind?
7 1171, <
N,

Satz 2: Ganzzahlige Fliisse xpor und Zyer iIn Npor und Ny, mit
minimalen Kosten liefern:
= zugeh. Seitenlangen induzieren giiltiges Layout
[ Zhor (2, 8)| und |zyer(t, s)| entsprechen minimaler
Breite und Hohe des Layouts

" D aca,. Thor(€) -cost(a) + D .4 Tyer(a) - cost(a)

Ver

entsprechen minimaler Gesamtkantenlange
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette AT

Karlsruhe Institute of Technolo
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette AT

Karlsruhe Institute of Technolo

e
® 14 o)
€15 @ e
€9 €13
O
€0 €10
€1 €11
®
€2 €12
€3
€7
€4
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette AT

Karlsruhe Institute of Technolo

€
® 12 o)
o
corner(e)
€15
< next(e) @ €8
€9 €13
o
€0 €10
€1 €11
®
€2 €12
€3
Cr
€4
€5 . :
= Dummyknoten fiir Knicke
€6
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

10 c14 ol
—1 —1
€15 @ ® s
€9 €13
o - 1 —1
1 €0 €10
€1 €11
1 _
€2 ! 1 €12 *
€3
1 €7
€4 —1
€5
= Dummyknoten fiir Knicke
®
1 €6 1 (1 Linksknick

= turn(e) = ¢ 0  kein Knick
_—1 Rechtsknick
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette AT
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lg 14 ol
—1 —1
€15 @ ® s
€9 €13
o - L —1
1 €0 €10
€1 €11
1 _
€2 ! 1 €12 *
e
| ° . e front(eg): Nachfolger der ersten
R B w__Kante mit > turn(e) =1
5
= Dummyknoten fiir Knicke
®
1 €6 L (1 Linksknick

= turn(e) = ¢ 0  kein Knick
_—1 Rechtsknick
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette

AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

10 c14 ol
——_—
o .—1 —1 7™~ extend(ep)
15 6 —
€9 €13
O _--1----0 1 > —1 .
1 €0 o — 10 — project(eg)
T S |
€2 ! 1 €12 *
e
| ° . e front(eg): Nachfolger der ersten
R B w__Kante mit > turn(e) =1
5
= Dummyknoten fiir Knicke
®
! €6 L (1 Linksknick
= turn(e) = ¢ 0  kein Knick
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®
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette AT
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Verfeinerung von (G, H) — innere Facette AT
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette AT

Karlsruhe Institute of Technolo
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette AT

Karlsruhe Institute of Technolo

a Rechteck R um die
auBere Facette legen
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

a Rechteck R um die
auBere Facette legen

y

. 1 Linksknick
o turn(e) =<0 kein Knick
\ —1 Rechtsknick
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette AT
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a Rechteck R um die
auBere Facette legen

= falls Y turn(e) < 1 fiir
komplette Umrundung
von fg, projiziere auf R

y

: 1 Linksknick
o turn(e) =<0 kein Knick
\ —1 Rechtsknick
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette AT

o T P E T o LT PP CEET P PEETEPLETPPEEEPR e

stitute of Technology

€14 m Rechteck R um die
7 ) Y auBere Facette legen

= falls Y turn(e) < 1 fiir
komplette Umrundung
von fg, projiziere auf R

Q)
—
w

alle Facetten sind Rechtecke
— wende Flussnetzwerke an

o
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Flachenminimal?
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Flachenminimal?
Nein!
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Verfeinerung von (G, H) — duBere Facette AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Flachenminimal?
Nein!

Die Flachenkompaktierung bei gegebener orthogonaler
Beschreibung ist im Allgemeinen NP-schwer.
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Komplexitat der Kompaktierung AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Satz 3: Fiir einen Graphen G mit gegebener orthogonaler
Beschreibung H(G) und ein K € N ist es NP-schwer
zu entscheiden, ob sich (G, H(G)) auf einem Gitter
der GroBe hochstens K zeichnen lasst.
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Komplexitat der Kompaktierung AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Satz 3: Fiir einen Graphen G mit gegebener orthogonaler
Beschreibung H(G) und ein K € N ist es NP-schwer

zu entscheiden, ob sich (G, H(G)) auf einem Gitter
der GroBBe hochstens K zeichnen lasst.

Beweisskizze:

s Reduktion von SAT, d.h. Erflillbarkeitstest fiir Boolesche
Formel ® =c; A --- A ¢y, wobel jedes ¢; Klausel liber
Variablenmenge {z1,...,z,}

= geometrische Struktur der Reduktion
» Klauselgadgets

= Variablengadgets
= Bestimme geeigneten Wert K, so dass sich (G, H) in

Flache K zeichnen lasst gdw. ® erfiillbar
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Variablengadget AT

Karlsruhe Institute of Technology

: (w X [)-Rechteck ]
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Variablengadget AT

Karlsruhe Institute of Technology
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Variablengadget AT

Karlsruhe Institute of Technology
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Variablengadget AT

Karlsruhe Institute of Technology
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Variablengadget AT

Karlsruhe Institute of Technology

ISiGtEGmuGGI

Giirtel ist eine Kante mit Beschreibung (r*(%)%"r*

a Gilrtelzellen lassen sich innerhalb des Rahmens verschieben
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Variablengadget AT

g

Ly Ly Ly O

Giirtel ist eine Kante mit Beschreibung (r*(%)%"r*

a Girtelzellen lassen sich innerhalb des Rahmens verschieben
» jeder Kolben entspricht einer Variablen mit zwei Belegungen
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Variablengadget

| Jedjeif

5yt i)

Giirtel ist eine Kante mit Beschreibung (r*(%)%"r*

a Girtelzellen lassen sich innerhalb des Rahmens verschieben
» jeder Kolben entspricht einer Variablen mit zwei Belegungen
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Variablengadget AT

g

Ly Ly Ly O

Giirtel ist eine Kante mit Beschreibung (r*(%)%"r*

a Girtelzellen lassen sich innerhalb des Rahmens verschieben
» jeder Kolben entspricht einer Variablen mit zwei Belegungen
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Klauselgadgets
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Klauselgadgets

Dr. Martin Nollenburg - Algorithmen zur Vis

ualisierung von Graphen

Karlsruhe Institute of Technology

Beispiel:

Cl =9 V Iy

Co =I1 V I \/33_3
C3 — Iy

Cit = Tq V Iy

1 tir ik

T x 0
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Klauselgadgets

Dr. Martin Nollenburg - Algorithmen zur Vis

ualisierung von Graphen

Karlsruhe Institute of Technology

Beispiel:

Cl =9 V Iy

Co =I1 V I \/33_3
C3 — Iy

Cit = Tq V Iy

1 tir ik

T x 0
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Klauselgadgets AT

Beispiel:

Cl =9 V Iy

Co =I1 V I \/33_3
C3 — Iy

Cit = Tq V Iy

lege A2"—1_Kette durch
jede Klausel
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Klauselgadgets AT

L1

Beispiel:

Cl =9 V Iy

Co =I1 V I \/33_3
C3 — Iy

Cit = Tq V Iy

lege A2"—1_Kette durch
jede Klausel
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Klauselgadgets AT

L1

Beispiel:
Cl1 — T2 V 513_4
Co — 1 V i) \/33_3

I

|
=
N
<
&

lege A2"—1_Kette durch
jede Klausel
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Klauselgadgets

L1

Hohe 42

25 Dr. Martin Nollenburg - Algorithmen zur Visualisierung von Graphen
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Beispiel:

Cl =9 V Iy

Co =I1 V I \/33_3
C3 — Iy

Cit = Tq V Iy

lege A2"—1_Kette durch

jede Klausel
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Komplette Reduktion AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

O + 7

Es gilt:
(G, H) auf Fliche K
zeichenbar

<~
® erfiillbar

[
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/usammenfassung QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

a Flachenkompaktierung bel gegebener orthogonaler
Beschreibung ist im Allgemeinen NP-schwer

» falls alle Facetten Rechtecke sind ist Kompaktierung durch
Flussmodell effizient moglich

= heuristisch durch Verfeinerung nicht-rechteckiger Facetten
zu Rechtecken |osbar
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/usammenfassung QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

a Flachenkompaktierung bel gegebener orthogonaler
Beschreibung ist im Allgemeinen NP-schwer

» falls alle Facetten Rechtecke sind ist Kompaktierung durch
Flussmodell effizient moglich

= heuristisch durch Verfeinerung nicht-rechteckiger Facetten
zu Rechtecken |osbar

= im allgemeinen Fall durch ganzzahlige lineare
Programmierung (ILP) Iosbar [Klau, Mutzel IPCO 1999]

n experimenteller Vergleich verschiedener heuristischer
Methoden bzgl. Laufzeit und Qualitat [Klau, Klein, Mutzel GD 2001]

» fir nicht-planare Graphen sogar schwer zu approximieren
[Bannister, Eppstein, Simons JGAA 2012]
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(Planare) Orthogonale Zeichnungen AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Dreistufiger Ansatz: Topology — Shape — Metrics

V = {01,1}2,?}3,?}4}

E — {U1U27U1U37?)1U47U2v3,/U2/U4} 1 3
kombinatorische ‘ 2

Einbettung/

Planarisierung planare Flachen-
4 Einbettung minimierung

T 4

- — 1o 3
2 orthogonale : 5
BeSChreibung 'é ----------- -

28 Dr. Martin Nollenburg - Algorithmen zur Visualisierung von Graphen Flussmethoden: orthogonales Graphenzeichnen



	Orthogonales Graphenzeichnen
	Orthogonale Zeichnungen
	Knickminimierung bei fester Einbettung
	Orthogonale Beschreibung
	Orthogonale Beschreibung: Beispiel
	Korrektheit einer orthogonalen Beschreibung
	Kombinatorische Knickminimierung
	Erinnerung: $s$-$t$ Flussnetzwerk
	Erinnerung: Allgemeines Flussnetzwerk
	Fragestellungen für Flussnetzwerke
	Flussnetzwerk zur Knickminimierung
	Knickminimierung
	Kernaussage
	Zusammenfassung Knickminimierung
	Orthogonale Zeichnungen
	Kompaktierung
	Flussnetzwerk Längenzuweisung
	Flussnetzwerk Längenzuweisung
	Optimales Layout
	Verfeinerung
	Komplexität der Kompaktierung
	Variablengadget
	Klauselgadgets
	Komplette Reduktion
	Zusammenfassung
	Orthogonale Zeichnungen

