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Was ist ein Graph?

Tupel G = (V,E)
Knotenmenge V = {v1, . . . , vn}
Kantenmenge E = {e1, . . . , em}

Darstellungsformen?

Mengenschreibweise
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Graphen und ihre Darstellung

Was ist ein Graph?

Tupel G = (V,E)
Knotenmenge V = {v1, . . . , vn}
Kantenmenge E = {e1, . . . , em}

Darstellungsformen?
v1 : v2, v8
v2 : v1, v3
v3 : v2, v5, v9, v10
v4 : v5, v6, v9
v5 : v3, v4, v8
v6 : v4, v8, v9
v7 : v8, v9
v8 : v1, v5, v6, v7, v9, v10
v9 : v3, v4, v6, v7, v8, v10
v10 : v3, v8, v9

Mengenschreibweise
Adjazenzliste
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Graphen und ihre Darstellung

Was ist ein Graph?

Tupel G = (V,E)
Knotenmenge V = {v1, . . . , vn}
Kantenmenge E = {e1, . . . , em}

Darstellungsformen?

Mengenschreibweise
Adjazenzliste
Adjazenzmatrix



0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
1 0 0 0 1 1 1 0 1 1
0 0 1 1 0 1 1 1 0 1
0 0 1 0 0 0 0 1 1 0


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Graphen und ihre Darstellung

Was ist ein Graph?

Tupel G = (V,E)
Knotenmenge V = {v1, . . . , vn}
Kantenmenge E = {e1, . . . , em}

Darstellungsformen?

Mengenschreibweise
Adjazenzliste
Adjazenzmatrix
Zeichnung



Dr. Ignaz Rutter · Algorithmen zur Visualisierung von Graphen Einführung3

Graphen und ihre Darstellung



0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
1 0 0 0 1 1 1 0 1 1
0 0 1 1 0 1 1 1 0 1
0 0 1 0 0 0 0 1 1 0



v1 : v2, v8
v2 : v1, v3
v3 : v2, v5, v9, v10
v4 : v5, v6, v9
v5 : v3, v4, v8
v6 : v4, v8, v9
v7 : v8, v9
v8 : v1, v5, v6, v7, v9, v10
v9 : v3, v4, v6, v7, v8, v10
v10 : v3, v8, v9

V = {v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9, v10}
E = {{v1, v2}, {v1, v8}, {v2, v3}, {v3, v5}, {v3, v9},

{v3, v10}, {v4, v5}, {v4, v6}, {v4, v9}, {v5, v8},
{v6, v8}, {v6, v9}, {v7, v8}, {v7, v9}, {v8, v10},
{v9, v10}}
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Wozu Graphen zeichnen?

Graphen sind mathematische Modelle realer physischer und
abstrakter Netzwerke (soziale Netze, metabolische Netze,
VLSI-Layout, UML Diagramme, Infrastrukturnetze, ...)
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Wozu Graphen zeichnen?

Graphen sind mathematische Modelle realer physischer und
abstrakter Netzwerke (soziale Netze, metabolische Netze,
VLSI-Layout, UML Diagramme, Infrastrukturnetze, ...)

Menschen denken visuell – ohne gute Visualisierung sind
komplexe Graphen für uns unverständlich

Visualisierungen helfen bei der Kommunikation und der
Exploration von Graphen/Netzwerken

wir brauchen Algorithmen zum Zeichnen von Graphen um
Netzwerke dem Menschen zugänglich zu machen
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Beispiele

eine kleine Diaschau

Beispiele
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Tugenden und Sünden – Mittelalter
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Soziale Netze – Organigramm UBS
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Soziale Netze – Welt-Finanzsystem

World Finance Corporation
c© Mark Lombardi
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Soziale Netze – Terrorzelle
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Soziale Netze – Firmenbeteiligungen
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Soziale Netze – Staatsfonds



Dr. Ignaz Rutter · Algorithmen zur Visualisierung von Graphen Einführung12

Soziale Netze – Exxon Fördergelder
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Verkehrsnetze – Highways USA
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Verkehrsnetze – Highways USA
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Verkehrsnetze – U-Bahnen London
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Verkehrsnetze – U-Bahnen London
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Verkehrsnetze – Flugverbindungen Continental
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Biomedizin – Diseasome
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Biomedizin – molekularer Stoffwechsel
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Biomedizin – Proteine
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Biomedizin – phylogenetische Bäume
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Technische Netze – Internet USA
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Technische Netze – Webtrends
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Technische Netze – Kabelpläne / Schaltpläne
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Technische Netze – UML Diagramme
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Allgemeine Graphen – große Graphen
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Allgemeine Graphen – große Graphen
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Allgemeine Graphen – Mikro-Makro Layout
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Alternative Darstellungen – Inklusionsdiagramm
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Alternative Darstellungen – Treemap
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Alternative Darstellungen – Baum 3D
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Alternative Darstellungen – Berührgraph
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Grundlegende Definitionen
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Visuelle Variablen nach Bertin (1967)

position

value

texture
orientation

shape

size

color
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Visuelle Variablen nach Bertin (1967)

position

value

texture
orientation

shape

size

color

→ Layoutproblem
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Das Layoutproblem

hier: Beschränkung auf die sog. Standardrepräsentation
(node-link diagram)

Graphvisualisierungsproblem

geg.: Graph G = (V,E)
ges.: gute Zeichnung Γ von G

Γ : V → R2, Knoten v 7→ Punkt Γ(v)
Γ : E → Kurven in R2, Kante {u, v} 7→ einfache offene
Kurve Γ({u, v}) mit Endpunkten Γ(u) und Γ(v)
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Das Layoutproblem

hier: Beschränkung auf die sog. Standardrepräsentation
(node-link diagram)

Graphvisualisierungsproblem

geg.: Graph G = (V,E)
ges.: gute Zeichnung Γ von G

Γ : V → R2, Knoten v 7→ Punkt Γ(v)
Γ : E → Kurven in R2, Kante {u, v} 7→ einfache offene
Kurve Γ({u, v}) mit Endpunkten Γ(u) und Γ(v)

Aber was ist eine gute Zeichnung?
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Anforderungen an ein Graphlayout

2 31 4 5

1) Zeichenkonventionen, erforderliche Eigenschaften, z.B.

geradlinige Kanten mit Γ(uv) = Γ(u)Γ(v)
orthogonale Kanten (i.A. mit Knicken)
Gitterzeichnungen
kreuzungsfrei
. . .

1
2

34

5

2

3

1

4

5
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Anforderungen an ein Graphlayout

2) Ästhetikkriterien (zu optimieren), z.B.

Kreuzungsminimierung
Knickminimierung
gleichmäßige Kantenlängen
minimale Gesamtlänge/Fläche
Winkelauflösung
Symmetrie / Struktur
. . .

1) Zeichenkonventionen, erforderliche Eigenschaften

→ führen häufig zu NP-schweren Optimierungsproblemen!
→ oft mehrere konkurrierende Kriterien
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Anforderungen an ein Graphlayout

2) Ästhetikkriterien (zu optimieren)

1) Zeichenkonventionen, erforderliche Eigenschaften

3) Lokale Nebenbedingungen, z.B.

Positionseinschränkungen für Nachbarknoten
Einschränkungen für Gruppen von Knoten/Kanten
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Das Layoutproblem – zweiter Versuch

Graphvisualisierungsproblem

geg.: Graph G = (V,E)
ges.: gute Zeichnung Γ von G, die

Zeichenkonventionen erfüllt
Ästhetikkriterien optimiert
ggf. weitere Nebenbedingungen erfüllt
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Das Layoutproblem – zweiter Versuch

Graphvisualisierungsproblem

geg.: Graph G = (V,E)
ges.: gute Zeichnung Γ von G, die

Zeichenkonventionen erfüllt
Ästhetikkriterien optimiert
ggf. weitere Nebenbedingungen erfüllt

führt zu algorithmisch interessanten Fragestellungen

nachgelagertes Renderingproblem bleibt außen vor!

beweisbare Garantien  gute praktische Verfahren
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Baumlayouts
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Baumlayouts

Zeichenstil:

geradlinig

Knoten auf Ebenen

Vorgänger zentriert über Nachfolgern

Optimierungskriterien:

Breite (Fläche)
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Baumlayouts

Zeichenstil:

geradlinig, orthogonal

Knoten auf Ebenen

Nachfolger rechts unterhalb

Optimierungskriterien:

Fläche / Umfang
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Baumlayouts

Zeichenstil:

geradlinig

Knoten auf radialen Ebenen

Vorgänger zentriert über Nachfolgern

Optimierungskriterien:

Winkelauflösung

Fläche
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Orthogonale Layouts

Zeichenstil:

Knoten auf Gitterpunkten
Kanten verlaufen auf Gitter

Optimierungsziele:
Kreuzungen
Knicke
Fläche
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Hierarchische Layouts

Zeichenstil:

Knoten auf Ebenen
Kanten verlaufen abwärts

Optimierungsziele:
Wenige Kanten rückwärts
Breite
Kreuzungen
Kanten möglichst gerade
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Kräftebasiertes Layout
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Kräftebasiertes Layout

“To embed a graph we replace the vertices by steel rings and replace
each edge with a spring to form a mechanical system . . .
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Kräftebasiertes Layout

“To embed a graph we replace the vertices by steel rings and replace
each edge with a spring to form a mechanical system . . . The vertices are
placed in some initial layout and let go so that the spring forces on the
rings move the system to a minimal energy state.” [Eades, ’84]
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Kräftebasiertes Layout

“To embed a graph we replace the vertices by steel rings and replace
each edge with a spring to form a mechanical system . . .
“To embed a graph we replace the vertices by steel rings and replace
each edge with a spring to form a mechanical system . . . The vertices are
placed in some initial layout and let go so that the spring forces on the
rings move the system to a minimal energy state.” [Eades, ’84]

“To embed a graph we replace the vertices by steel rings and replace
each edge with a spring to form a mechanical system . . . The vertices are
placed in some initial layout and let go so that the spring forces on the
rings move the system to a minimal energy state.” [Eades, ’84]

Sogenannte spring-embedder Algorithmen, die nach
diesem oder ähnlichen Prinzipien arbeiten, gehören zu
den häufigst verwendeten Graphenzeichenmethoden in
der Praxis.

Aber: Layout nicht gut kontrollierbar
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Ein Beispielverfahren
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Ein Beispielgraph...

Welche Eigenschaften
haben wir?
Welche Ästhetikkriterien
sind sinnvoll?
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Lagenlayouts

Geg.: gerichteter Graph D = (V,A)

Ges.: Zeichnung von D, die die Hierarchie verdeutlicht
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Lagenlayouts

Geg.: gerichteter Graph D = (V,A)

Ges.: Zeichnung von D, die die Hierarchie verdeutlicht

Kriterien:
möglichst viele Kanten aufwärtsgerichtet
Kanten möglichst geradlinig und kurz
Zuordnung der Knoten auf (wenige) horizontale Ebenen
möglichst wenige Kantenkreuzungen
Knoten gleichmäßig verteilt
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Lagenlayouts

Geg.: gerichteter Graph D = (V,A)

Ges.: Zeichnung von D, die die Hierarchie verdeutlicht

Kriterien:
möglichst viele Kanten aufwärtsgerichtet
Kanten möglichst geradlinig und kurz
Zuordnung der Knoten auf (wenige) horizontale Ebenen
möglichst wenige Kantenkreuzungen
Knoten gleichmäßig verteilt

! Optimierungskriterien widersprechen sich zum Teil
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Sugiyama Framework (Sugiyama, Tagawa, Toda 1981)
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Sugiyama Framework (Sugiyama, Tagawa, Toda 1981)

Jeder Schritt besteht aus algorithmischen
Problemstellungen, die

verschiedene Lösungsansätze zulassen
teilweise NP-schwer sind
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Zusammenfassung

1) Festlegung einer Visualisierungsaufgabe besteht aus:

Festlegung eines Zeichenstils
Festlegung von zu optimierenden Ästhetikkriterien
Formulierung von (lokalen) Nebenbedingungen

2) Häufiges algorithmisches Vorgehen:

Zerlegung in Teilschritte entlang der Festlegungen von
Zeichenstil und Priorität der Ästhetikkriterien
Lösung der einzelnen Schritte (heuristisch oder exakt)

Schritt 2) erfordert Schritt 1)
Schritt 1) erfordert häufig Hilfe von Anwendern
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