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Problemdefinition AT

Institut fur Technologi

Problem MAXCuT: Gegeben ist ein Graph G = (V, E) mit Gewichtsfunktion ¢: E — N.
Gesucht ist ein Schnitt (S, V \ S) von G mit maximalem Gewicht, d.h.

c(S,V\S) = Z c({u, v}) soll maximal sein.

uv € E
\ ueSund ve V\S

Problem ist N’P-schwer.
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Problemdefinition AT

Problem MAXCuT: Gegeben ist ein Graph G = (V, E) mit Gewichtsfunktion ¢: E — N.
Gesucht ist ein Schnitt (S, V \ S) von G mit maximalem Gewicht, d.h.

c(S,V\S) = Z c({u, v}) soll maximal sein.

uv € E
\ ueSund ve V\S

Problem ist N’P-schwer.

Idee: Berechne Losung, die annahernd so gut ist, wie die optimale Lésung.

G=(V,E) Transformation  1-dimensionales quadrati- Relaxierung quadratisches
o SBES (IS auf k Dimensionen © Programm QP
furk <n

Ganzzahlige 1-dim. Runden der Lésung  Reellwertige Lésung _ Losen von QPK
) < — k <
Losung randomisierter Algo.  von QP

Rucktransformation in Schnitt - Naherungslésung fiir MaxCut auf G
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Problemdefinition AT
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Problem MAXCuT: Gegeben ist ein Graph G = (V, E) mit Gewichtsfunktion c: E — N. )
Gesucht ist ein Schnitt (S, V \ S) von G mit maximalem Gewicht, d.h.

c(S,V\S) = Z c({u, v}) soll maximal sein.

uv € E
\ ueSund ve V\S

Problem ist N’P-schwer.

Idee: Berechne Losung, die annahernd so gut ist, wie die optimale Losung.

G=(V,E) Transformation 1-dimensionales quadrati- Relaxierung quadratisches
o sches Programm auf k Dimensionen > Programm QP
furk <n

Ganzzahlige 1-dim. Runden der Losung Reellwertige Losung  Losen von QPX
) =] — k <
Losung randomisierter Algo.  von QP

Rucktransformation in Schnitt . Naherungslésung fiir MaxCut auf G
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1-Dimensionales Quadratisches Programm QAT

Zuiundj e V:={1,...,n} definiere Cjj = {

Karlsruher Institut fur Technologie

c{i,j}) falls {i,j} € E

QP(/):

\

unter den Nebenbedingungen: x7 =1fur1 <i<n.

0 sonst
\
1 L
maX§° ZCU-(‘I—X,"XJ')
j=1 i=1

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

Idee:
Jede Variable x; steht flir einen Knoten. Es gilt: x; € {1, —1}

Es gilt fur zwei Knoten i und j:
Xi = Xj Knoten in der selben Partition.

Xi = —X; Knoten in unterschiedlichen Partitionen.
2 , wennx;=—X;

Cij’(1_Xi')(j)={0 wenn x; = X;
’ I = 4

= ¢;j geht nur in Zielfunktion ein, wenn {i,j} € E und Knoten
befinden sich in unterschiedlichen Partitionen.

=. Institut fir Theoretische Informatik
'=g Prof. Dr. Dorothea Wagner



1-Dimensionales Quadratisches Programm QAT

Institut fur Technologie

c({i,j}) falls {i,j} € E
Zuiundj € V:={1,...,n} definiere ¢; := { (. 1}) UhJy €

0 sonst
\
QP(/): |
L
maxé .ZZC’Y'(‘I —X,'°Xj)
j=1 i=1

unter den Nebenbedingungen: x? = 1fiir1 <i<n .

Gewichtungsmatrix: c;;

1 2 3 4 5
1 3 1
2| 3 5 2
3 5 6
4 6 2
5|1 2 2
Losung:
Xo = X4 =1
X{ =X = X3 = —1

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
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1-Dimensionales Quadratisches Programm QAT

Institut fur Technologie

c({i,j}) falls {i,j} € E
Zuiundj € V:={1,...,n} definiere ¢; := { (. 1}) UhJy €

0 sonst
\
QP(/):
1 I
maxE .ZZC’Y'(‘I — Xj * Xj)
j=1 i=1
unter den Nebenbedingungen: x? = 1fiir1 <i<n .
\
Gewichtungsmatrix: c;;
1 2 3 4 5
1 3 1
2 | 3 5 2
3 5 b6
4 6 2
S5 | 1 2 2
Lésung: Problem:
Xo = Xg = 1 Lésen von QP(l) ist N/ P-schwer.
X1 = Xs = X3 = —1| Ansonsten ware MAXCUT nicht N/ P-schwer.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
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1-Dimensionales Quadratisches Programm QAT

Institut fur Technologie

c({i,j}) falls {i,j} € E
Zuiundj € V:={1,...,n} definiere ¢; := { (. 1}) UhJy €

0 sonst
\
QP(/):
1 I
maxE .ZZC’Y'(‘I — Xj * Xj)
j=1 =1
unter den Nebenbedingungen: x? =1 fiir 1 < < n\
\
Gewichtungsmatrix: c;; N
"l Beachte:
1 2 3 4 5 x; und x; sind 1-dimensionale
1 3 1 Vektoren.
2 | 3 5 2
3 5 b6
4 6 2
S5 | 1 2 2
Lésung: Problem:
Xo = Xg = 1 Lésen von QP(l) ist N/ P-schwer.
X1 = X5 = X3 = —1| Ansonsten ware MAXCUT nicht N/"P-schwer.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Problemdefinition AT
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Problem MAXCuT: Gegeben ist ein Graph G = (V, E) mit Gewichtsfunktion ¢: E — N.
Gesucht ist ein Schnitt (S, V \ S) von G mit maximalem Gewicht, d.h.

c(S,V\S) = Z c({u, v}) soll maximal sein.

uv € E
\ ueSund ve V\S

Problem ist N’P-schwer.

Idee: Berechne Losung, die annahernd so gut ist, wie die optimale Lésung.

Transformation  1-dimensionales quadrati- Relaxierung quadratisches
G=(V,E) [ : , > K
furk < n
Betrachte den Fall k = 2.
Ganzzahlige 1-d _ R o von QP
Lésung Vorteil: Prinzip leichter ersichtlich.

Nachteil: Nicht bekannt ob QP? optimal in poly. Zeit gel6st
Ricktransf werden kann.

Entsprechendes QP" kann in poly. Zeit gelost werden (spater).

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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Relaxierung von IQP(I) AT

Karlsruher Institut fur Technologie

QP2(/): Sei x' = (x], x,) € R? normierter Vektor.
n j—1

1 o
max — - ci- (1 —x' - X
> ,21:,21: i )

unter den Nebenbedingungen x', xI € R? sind normierte Vektoren

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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Relaxierung von IQP(l)

Karlsruher Institut fur Technologie

QP2(/): Sei x' = (x], x,) € R? normierter Vektor.
n j—1

max— ZZC,, (1—x"-x)

\unter den Nebenbedingungen x ,x/ € R? sind normierte Vektoren

Fiir das Produkt von x’ und x/ gilt: X' - x/ = xi - x! + x} - x}, = cos(o) mit0 < oy < 7

n j—1
Damit wird Z Z cjj - (1 — cos(wjj)) Uber Winkel o;; maximiert.

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 Prof. Dr. Dorothea Wagner



Relaxierung von IQP(I) ‘(lT

t fiir Technologie

QP2(/): Sei x' = (x], x,) € R? normierter Vektor.
n j—1

max— ZZC,, (1—x"-x)

\unter den Nebenbedingungen x ,x/ € R? sind normierte Vektoren

Fiir das Produkt von x’ und x/ gilt: X' - x/ = xi - x! + x} - x}, = cos(o) mit0 < oy < 7
n j—1
Damit wird  — Z Z cjj - (1 — cos(wjj)) Uber Winkel o;; maximiert.
A 4 Beobachtung: A1 — cos(w))
Je groBer der Winkel oj; zwischen x; und S :
X; ist, umso mehr tragt ¢;; zur Summe bei.
X2 X14 X1 i
> s
5 1
X .
0 ST
X3
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Relaxierung von IQP(l)

2
-
—

Karlsruher Institut fur Technologie

QP2(/): Sei x' = (x], x,) € R? normierter Vektor.
n j—1

1 o
max — - ci- (1 —x' - X
> ,21:,21: i )

unter den Nebenbedingungen x', xI € R? sind normierte Vektoren

Fiir das Produkt von x’ und x/ gilt: X' - x/ = xi - x! + x} - x}, = cos(o) mit0 < oy < 7
1 n j—1
Damit wird 5- Z Z cjj - (1 — cos(wjj)) Uber Winkel o;; maximiert.
j=1 i=1
A A Beobachtung: A 1 — cos(o))
Je groBer der Winkel oj; zwischen x; und S :
X; ist, umso mehr tragt ¢;; zur Summe bei. :
X2 014 1 :
X
> i
x° ,
0 <j<m
x3 |
Lésung (X1, . . ., Xn) von QP(/) induziert Lésung (x', ..., x) von QP?(/) mittels x’ = (x;, 0).

= QP?(l) ist Relaxierung von QP(l)

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Problemdefinition AT
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Problem MAXCuT: Gegeben ist ein Graph G = (V, E) mit Gewichtsfunktion ¢: E — N.
Gesucht ist ein Schnitt (S, V \ S) von G mit maximalem Gewicht, d.h.

c(S,V\S) = Z c({u, v}) soll maximal sein.

uv € E
\ ueSund ve V\S

Problem ist N’P-schwer.

Idee: Berechne Losung, die annahernd so gut ist, wie die optimale Losung.

G=(V,E) Transformation |1-dimensionales quadrati- Relaxierung quadratisches
- sches Programm auf k Dimensionen > Programm QP
fur k < n

Ganzzahlige 1-dim. < Runden der Losung Reellwertige Losung - Lésen von QPX

Losung randomisierter Algo.  von QP¥
Beispielhaft fur k = 2.

Rucktransformation in Schnitt . Naherungslésung fiir MaxCut auf G

.‘!. Institut fir Theoretische Informatik
A
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Random MaxCut

AT

Institut fur Technologie

Eingabe: Graph G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktionc : E — N

Ausgabe: Ein Schnitt (S, V \ S)in G

1. Berechne optimale Lésung (X', . . ., X") fir QP?(G,c)
2. Wahle zufallig einen zweidimensionalen Vektor r mit Norm 1

3.5« {ieV:x r>0}

.
’
.
’
.
’
.

’

.

’

’
l, II
’ ’
’ ’
‘ ll
‘., ‘
’ ’
4 '/
‘., ’
, ’
’
‘., .
’

’ III
’
’ 1

5 L4

.
.
.

2 ‘
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- x; liegt oberhalb der zu r senkrechten Linie ¢

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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Random MaxCut AT

Institut fur Technologie

Eingabe: Graph G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktionc : E — N
Ausgabe: Ein Schnitt (S, V \ S)in G

1. Berechne optimale Lésung (X', . . ., X") fir QP?(G,c)

2. Wahle zufallig einen zweidimensionalen Vektor r mit Norm 1

3.5« {ieV:x r>0}

- x; liegt oberhalb der zu r senkrechten Linie ¢

1. Schritt: Berechne Lésung fiir QP?:

Skizze:
5 A
o2 ~
6 X X1
optimal
—()
2
X3
==E. Institut fur Theoretische Informatik
Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 G"g Prof. Dr. Dorothea Wagner



Random MaxCut AT

Institut fur Technologie

Eingabe: Graph G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktionc : E — N
Ausgabe: Ein Schnitt (S, V \ S)in G

1. Berechne optimale Lésung (X', . . ., X") fir QP?(G,c)

2. Wahle zufallig einen zweidimensionalen Vektor r mit Norm 1

3.5« {ieV:x r>0}

- x; liegt oberhalb der zu r senkrechten Linie ¢

2. Schritt: Rate Vektor r

Skizze: A 0

.
’
’
‘.
’
’
’
‘
’
’
.
l, II
’ ’
‘ ’
‘ ll
‘., ,
’ .
4 '/
., ’
, ‘
.
., .
’
’ lII
’
. 1
’
’
’
’
2 ‘
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Random MaxCut AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Eingabe: Graph G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktionc : E — N
Ausgabe: Ein Schnitt (S, V \ S)in G

1. Berechne optimale Lésung (X', . . ., X") fir QP?(G,c)

2. Wahle zufallig einen zweidimensionalen Vektor r mit Norm 1

3.5« {ieV:x r>0}

- x; liegt oberhalb der zu r senkrechten Linie ¢

3. Schritt: Berechne S

. e N .
\ :
¢ Skizze:
.
\

‘. R geraten {\

.
’
.
’
’
’
’

’

’

4

‘.
’
’
’
‘e,
‘., .,
’ ’,
‘., ’
, ’
’
‘, .
’

. lII
’
’ 1

5 4

.
’
.

2 ‘
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Random MaxCut AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz 8.18: Sei / eine Instanz fur MAXCUT und Crpc(/) der Wert der Losung, die RANDOM )
MAXCUT far I berechnet. Wenn die Vektoren r gleichverteilt angenommen werden, so gilt:

n j—1

E[Crmc(])] = ;[ : Z Z Cij - arccos(%' - %)

j=1 i=1

Eingabe: Graph G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktionc : E — N
Ausgabe: Ein Schnitt (S, V \ S)in G

1. Berechne optimale Lésung (x1, . . ., x7) fir QP2(G,c)

2. Wahle zufallig einen zweidimensionalen Vektor r mit Norm 1
3.5« {ieV:xi-r>0}

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Random MaxCut AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz 8.18: Sei / eine Instanz fur MAXCUT und Crpc(/) der Wert der Losung, die RANDOM )
MAXCUT far I berechnet. Wenn die Vektoren r gleichverteilt angenommen werden, so gilt:

1 L
E[Crmc()] = — - Z Z cjj - arccos(X' - %)
=1 =1
\_
Beweis: 1 falls x>0

sgn(x) = —1 sonst

Eingabe: Graph G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktionc : E — N
Ausgabe: Ein Schnitt (S, V \ S)in G

1. Berechne optimale Lésung (x1, . . ., x7) fir QP2(G,c)

2. Wahle zufallig einen zweidimensionalen Vektor r mit Norm 1
3.5« {ieV:xi-r>0}

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Random MaxCut AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz 8.18: Sei / eine Instanz fur MAXCUT und Crpc(/) der Wert der Losung, die RANDOM )
MAXCUT far I berechnet. Wenn die Vektoren r gleichverteilt angenommen werden, so gilt:

1 2 L
E[Crmc()] = — - Z Z cjj - arccos(X' - %)
=1 =1
\
Beweis: 1 falls x>0
sgn(x) :=
—1 sonst
Es gilt: n j—1

E(Camc() ZZC,, Prisgn(¥’ - r) # sgn(¥/ - 1)

wobei r glelchvertellt zufalllg gewahlt wird.

Eingabe: Graph G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktionc : E — N
Ausgabe: Ein Schnitt (S, V \ S)in G
1. Berechne optimale Lésung (x1, . . ., x7) fir QP2(G,c)

2. Wahle zufallig einen zweidimensionalen Vektor r mit Norm 1

3.8+ {ieV:xi-r>0}

Institut fir Theoretische Informatik

AN
»
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Random MaxCut

AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz 8.18: Sei / eine Instanz fur MAXCUT und Crpc(/) der Wert der Losung, die RANDOM )
MAXCUT far I berechnet. Wenn die Vektoren r gleichverteilt angenommen werden, so gilt:

TR L
E[Crmc()] = — - Z Z cjj - arccos(X' - %)
=1 =1
\
Beweis: 1 falls x>0
sgn(x) :=
—1 sonst
Es gilt: n j—1
E(Camc () zzc,, Prisgn(¥' - r) # sgn(% - )
wobei r glelchvertellt zufalllg gewahlt wird. )
arccos(X' - &) %3
Zeige: Pr[sgn(x'-r) # sgn(¥ - r)] = -

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

Eingabe: Graph G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktionc : E — N
Ausgabe: Ein Schnitt (S, V \ S)in G

1. Berechne optimale Lésung (x, . . . , x) fiir QP2(G,c)

2. Wahle zufallig einen zweidimensionalen Vektor r mit Norm 1

3.8+ {ie V:;"-rzo}

Institut fir Theoretische Informatik
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»
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Random MaxCut KIT

t fiir Technologie

Satz 8.18: Sei / eine Instanz fur MAXCUT und Crpc(/) der Wert der Losung, die RANDOM )
MAXCUT far I berechnet. Wenn die Vektoren r gleichverteilt angenommen werden, so gilt:

n j—1

E[Crmc(])] = ;[ - Z Z Cij - arccos(%' - %)

/=1 i=1

.
Zeige: arccos(x' - X/
Prlsgn(¥’ - 1)  sgn( - ] = oS X
T
sgn(x' - r) # sgn(x/ - r) <= ¢trennt X' und ¥/

¢=Senkrechte Gerade zu r
s, t= Schnittpunkte von £ und Einheitskreis.

=“. Institut fir Theoretische Informatik
‘.=l
[ 4 [ 4
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Random MaxCut IT

t fiir Technologie

Satz 8.18: Sei / eine Instanz fur MAXCUT und Crpc(/) der Wert der Losung, die RANDOM )
MAXCUT far I berechnet. Wenn die Vektoren r gleichverteilt angenommen werden, so gilt:

n j—1

E[Crmc(])] = ;[ : Z Z Cij - arccos(%' - %)

/=1 i=1

.
Zeige: arccos(x' - X/
Prlsgn(¥’ - 1)  sgn( - ] = oS X
T
. . X1y
sgn(X' - r) # sgn(X - r) < ftrennt ¥ und ¥

& s oder t liegt auf dem kiirzeren Kreisbogen B zwischen X' und &/

B hat Lange arccos(%X' - X/)

¢=Senkrechte Gerade zu r
s, t= Schnittpunkte von £ und Einheitskreis.

=“. Institut fir Theoretische Informatik
- =l
[ 4 [ 4
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Random MaxCut KIT

t fiir Technologie

Satz 8.18: Sei / eine Instanz fur MAXCUT und Crpc(/) der Wert der Losung, die RANDOM )
MAXCUT far I berechnet. Wenn die Vektoren r gleichverteilt angenommen werden, so gilt:

n j—1

E[Crmc(])] = ;[ : Z Z Cij - arccos(%' - %)

/=1 i=1

.
Zeige: arccos(x' - X/
Prlsgn(¥’ - 1)  sgn( - ] = oS X
T
. . X1y
sgn(X' - r) # sgn(X - r) < ftrennt ¥ und ¥

& s oder t liegt auf dem kiirzeren Kreisbogen B zwischen X' und &/

B hat Lange arccos(%X' - X/)

arccos(x' - X/ arccos(x' - X/ / .
Pr[s oder t liegt auf B] = ( ) + ( ) TN ¢
2.7 2 .71 r I,Xt

arccos(X' - %/)
T

¢=Senkrechte Gerade zu r
s, t= Schnittpunkte von £ und Einheitskreis.

=“. Institut fir Theoretische Informatik
- =l
[ 4 [ 4
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Random MaxCut — Qualitat A\K"
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Satz 8.19: Fur eine Instanz / von MAXCUT berechnet RANDOM MAXCUT eine LOsung mit dem |
Wert Crmc(/), fUr die gilt
E[Crmc(/)]
OPT(I)

> 0,8785 .

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Random MaxCut — Qualitat

AT

t fiir Technologie

Wert Cryc(/), fur die gilt
E[Crmc (/)]

OPT(l)

\

Satz 8.19: Fur eine Instanz / von MAXCUT berechnet RANDOM MAXCUT eine LOsung mit dem |

> 0,8785 .

n j—1 n Jj—1

1 J
E[CRMC(/)]=; ZZC,, arccosx xf - ZC'/ /)

Jj=1 i=1 OC// Jj=1 i=1

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014
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Random MaxCut — Qualitat AKIT
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Satz 8.19: Fur eine Instanz / von MAXCUT berechnet RANDOM MAXCUT eine LOsung mit dem |

Wert Cryc(/), fur die gilt
E[Crmc (/)]

> 0,8785 .
L OPT(l)
—1 n j—1 '
1 o o A
E[Crmc(N] = = cij - arccos(X’ - X/) = Gj - — o X
T 7 i = o — . . 7T / |
j=1 i=1 (x’f _/=1 i=1 ,’, ,,’, -
o/ L &j
Sei %', ..., %" eine optimale L&ésung von QP?(/) mit dem Wert —— -
il " IZl 4 _cosa
C(QP*(I)) = = Ci i %) = i i
| 2 j=1 %1: 1 j=1 ; ’ 2

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py
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Random MaxCut — Qualitat AKIT
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Satz 8.19: Fur eine Instanz / von MAXCUT berechnet RANDOM MAXCUT eine LOsung mit dem |
Wert Crmc(/), fUr die gilt

E[C /
[Crmc (/)] > 0,8785 .
N OPT (I
—1 n j—1 '
B et o A
E[Crmc()] = — cij - arccos(X' - /) = Gj - — s X
o — £ s p |
j=1 =t Xij j=1 i /o
P
Seix',..., %" eine optimale Lésung von QP?(l) mit dem Wert [ >
1= 1 —cos
=1 i=1

Da QPZ(I) Relaxierung von IQP(]) ist, gilt OPT(l) < (OPZ( N)

E[Crmc(/])] N E[Crmc(/)]
OPT(l) — C(QP?())

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Random MaxCut — Qualitat AKIT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz 8.19: Fir eine Instanz / von MAXCUT berechnet RANDOM MAXCUT eine Losung mit dem)
Wert Cruc(/), fur die gilt
E[Crmc (/)]

> 0,8785 .
N OPT (I
—1 1
1 n J ; n | O(ij + ).?,'
E[Crmc()] = — cij - arccos(X' - /) = Gj - — ot
T — = T i
.I=1 I=1 (XU _/=1 I=1 I' ,,— ~
oLl
Sei x,..., X" eine optimale L&sung von QP?(/) mit dem Wert —— >
2B 1 — Ccos «;
LU D MBI S R
=1 i=1

Da QPZ(I) Relaxierung von IQP(]) ist, gilt OPT(l) < (OPZ( N)

E[Crmc(/])] N E[Crmc(/)]
OPT(l) — C(QP?())

o 8F 1 — cos ajf
Zeige: U > M 0.8785
Tt 2
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Random MaxCut — Qualitat A\K"

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz 8.19: Fur eine Instanz / von MAXCUT berechnet RANDOM MAXCUT eine LOsung mit dem |
Wert Crmc(/), fUr die gilt

E[C /
[Crmc (/)] > 0.8785 .
L OPT (I
Man kann zeigen: 2l
E[Cruc()) g 20 X
A y(x) = > 0.8785
i 71(1 — CcoSs «)
Sei x',... firo <oa<m
3__
C(d ol
1 1
1 | —»
1 2 3 4
\="U \"] =T \"]]
O 1 — cos «f
Zeige: U > M 0.8785
Tt 2
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Beispiel AT

Karlsruher Institut fur Technologie
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Beispiel AT

Karlsruher Institut fur Technologie

1. Schritt: Bestimme QP Gewichtungsmatrix: c;;

— 1
T 1 2 3 4 5 &6
max§-§ 5 cij - (1 — X; - Xj) 1 2 1
PR— o | 2 1 3
) . 3 1 4 2
unter NB: x2 = 1fir1 <i<n . 2| 5
5 3 4 2 3
6 2 3
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Beispiel AT

Karlsruher Institut far Technologie

Gewichtungsmatrix: c;;

1. Schritt: Bestimme QP 6 j—1
1 1 2 3 4 5 6
xS D2 cj (1= % x) 1 2 1
j=1 i=1 2| 2 1 3
unter NB: x2 = 1fir1 <i<n . o, -
5 3 4 2 3
2. Schritt: Relaxiere QP — QP? 6 2 3
’ 6 Jj—1
X_'Z Cij - (1 —x"-x))
2 =1 i=

unter NB: x’, x¥/ € R? sind normierte Vektoren

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
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Beispiel AT

t fiir Technologie

Gewichtungsmatrlx. Cij

1. Schritt: Bestimme QP 6 j—1
1 1 2 3 4 5 6
xS DD G (1= % x) 1 2 1
j=1 =1 2 | 2 1 3
unter NB: x2 = 1fir1 <i<n . o, > c
5 3 4 2 3
2. Schritt: Relaxiere QP — QP? 6 2 3
;6 it
XEZ Cij - (1 —x"-x))
=1 i=
unter NB: x', x¥/ € R? sind normierte Vektoren
3. Schritt: Lose QP2 Variagble | x'  x*  x*  x* x> X
Winkel | 0 180 120 165 345 210
33
A4
X! X2
5
+6

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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Beispiel \‘(lT

t fiir Technologie

Gewichtungsmatrlx. Cij

1. Schritt: Bestimme QP 6 j—1
1 1 2 3 4 5 6
xS D2 cj (1= % x) 1 2 1
j=1 i=1 2| 2 1 3
unter NB: x2 = 1fir1 <i<n . o, -
5 3 4 2 3
2. Schritt: Relaxiere QP — QP? 6 2 3
;6 i -
X_'Z cij-(1—x"-x)
2 T4

unter NB: x’, x¥/ € R? sind normierte Vektoren

1 2 3 4 5

3. Schritt: Lése QP2 Variable | x'  «x X X X
Winkel | 0 180 120 165 345 210

e 4. Schritt: Rate Vektor r.

=“. Institut fir Theoretische Informatik
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Beispiel AT

t fiir Technologie

1. Schritt: Bestimme QP Gewichtungsmatrlx. iy

1 B 1 2 3 4 5 6
xS DD G (1= % x) 1 2 1
j=1 =1 2 | 2 1 3
unter NB: x2 = 1fir1 <i<n . o, > c
5 3 4 2 3
2. Schritt: Relaxiere QP — QP? 6 2 3
;6 it
X — - Z cij- (1 — x' - x)
2 =1 i=
unter NB: x', ¥/ € R? sind normierte Vektoren
1 2 3 4 5 6

3. Schritt: Lése QP2 Variable | x'  «x X X X
Winkel | 0 180 120 165 345 210

5. Schritt: Bestimme Schnitt
----- Gewicht 14

=“. Institut fir Theoretische Informatik
‘.=l
[ 4 [ 4

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 Prof. Dr. Dorothea Wagner



Beispiel AT

t fiir Technologie

1. Schritt: Bestimme QP Gewichtungsmatrlx. iy

1 B 1 2 3 4 5 6
xS DD G (1= % x) 1 2 1
j=1 =1 2 | 2 1 3
unter NB: x2 = 1fir1 <i<n . o, > c
5 3 4 2 3
2. Schritt: Relaxiere QP — QP? 6 2 3
;6 it
X — - Z cij- (1 — x' - x)
2 =1 i=
unter NB: x', ¥/ € R? sind normierte Vektoren
1 2 3 4 5 6

3. Schritt: Lése QP2 Variable | x X X X
Winkel | 0 180 120 165 345 210

5. Schritt: Bestimme Schnitt
--------- Gewicht 14
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‘.=l
[ 4 [ 4

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 Prof. Dr. Dorothea Wagner



Problemdefinition AT

Problem MAXCuT: Gegeben ist ein Graph G = (V, E) mit Gewichtsfunktion ¢: E — N.
Gesucht ist ein Schnitt (S, V \ S) von G mit maximalem Gewicht, d.h.

c(S,V\S) = Z c({u, v}) soll maximal sein.
uv € E
\ ueSund veV\S
Problem ist N Jp—=sbwe-
Bisher: k=2
Idee: Berechng Ing.
Problem:
Nicht bekannt, ob QP? optimal in poly. Zeit geldst wer- quadratisches

3 Trar
G = (V. E) — den kann. onen . Programm QP

Entsprechendes QP" kann in poly. Zeit gelést werden.

Ganzzahlige 1-dim. Runden der Losung  Reellwertige Lédsung  Lésen von QPK
) =] — k <
Losung randomisierter Algo.  von QP

Rucktransformation in Schnitt . Naherungslésung fiir MaxCut auf G

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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Effiziente Losung

n [j—1

% ZZC’/ (1 —x" - x)

unter den Nebenbedlngungen

xi, x! € R? sind normierte Vektoren.

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

n j—1

% ZZC,, (1 — my)

mit m;; = x" - x) und m;; = 1 und unter
den Nebenbedingungen

ap

wird zu

xi, x! € R" sind normierte Vektoren.
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Effiziente Lésung AT

— n
: n j - QP 1 n j—1
max - - Z cij-(1—x"-x) max - - cij - (1 — myj)
=1 =1 . =1 =
=r wird zu st
unter den Nebenbedingungen mit m; = x' - x/ und m;; = 1 und unter

x', x¥) € R? sind normierte Vektoren. den Nebenbedingungen

xi, x! € R" sind normierte Vektoren.

Definition 8.20: Eine n x n-Matrix M heiB3t positiv semidefinit, falls fir jeden Vektor x € R" gilt:

x" - M-x>0

Die Matrix M := (m;;) ist positiv semidefinit.
Denn: Symmetrische Matrix M ist genau dann positiv semidefinit, wenn es m x n-Matrix P

(m < n) gibt, sodass
M=P".P

(P ist in polynomieller Zeit berechenbar, falls M positiv semidefinit.)

(FUr jede positiv semidefini’;e n x n-Matrix M mit m;; = 1 gilt, dass n normierte Vektoren
x', ..., x" € R"mit m;; = x' - X/ in polynomieller Zeit berechnet werden kénnen.
J

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
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Effiziente Lésung AT

ap"

N |

max— ZZC,, (1 —x" - x)
wird zu

unter den Nebenbedlngungen mit my; = x' - xi und m; = 1 und unter
den Nebenbedingungen

Z Z Cjj - (1 — my;)
J=1

i=1

xi, x! € R? sind normierte Vektoren.
x', x! € R" sind normierte Vektoren.

Definition 8.20: Eine n x n-Matrix M heiB3t positiv semidefinit, falls fir jeden Vektor x € R" gilt:
T M- x >0

Die Matrix M := (m;;) ist positiv semidefinit.
Damit entspricht QP"(/) dem Problem SEMI-DEFINIT-CUT(]).

Satz: Es gibt Algorithmus A fiir jedes €, sodass .4 polynomiell in EingabegroRe)
und log( 1) ist und

Ae(l) > OPTgp(l) —
\wobei OPTsp(l) optimaler Losungswert von SEMI-DEFINIT-CUT(I).

(Ohne Beweis) |_> Man kann zeigen: Fiir e = 10> wird Approximationsgtite
von RANDOM MAXCUT erreicht.
=.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
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