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PRAM Modell
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Lokaler Speicher

Lokaler Speicher

Lokaler Speicher

Unbegrenzte Prozessorenanzahl.
Unbegrenzter globaler Speicher, auf den alle Prozessoren zugreifen kdnnen.

Satz an Operationen, die jeder Prozessor einzeln ausflihren kann.

Jeder Prozessor hat einen eigenen lokalen unbegrenzten Speicher.
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PRAM Modell AT
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Problem: Was, wenn mehrere Prozessoren gleichzeitig die gleiche Speicherstelle
im globalen Speicher lesen, bzw. beschreiben wollen?

gleichzeitiges Lesen erlaubt gleichzeitiges Lesen verboten
CR (concurrent read) ER (exclusive read)
gleichzeitiges Schreiben erlaubt | gleichzeitiges Schreiben verboten
CW (concurrent write) EW (exclusive write)

Im folgenden Beschrankung auf CREW-PRAM-Modell.
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Komplexitat von parallelen Algorithmen

T
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L.

m Betrachte flr Laufzeitanalyse immer den schlimmsten Fall.

m Berechnungsschritt = N Operationen, die gleichzeitig von N Prozessoren ausgefuhrt
werden.

Definition 9.1 Die Laufzeit T 4(n) eines parallelen Algorithmus A ist

T A(n) = max {Anzahl der Berechnungsschritte von .4 bei Eingabe /}
| Problembeispiel
der GroBBe n
Bemerkung:

1. Berechnung beginnt, wenn der erste Prozessor aktiv wird.
2. Berechnung endet, wenn der letzte Prozessor inaktiv geworden ist.
3. Prozessoren arbeiten synchron.

Definition 9.3 Die Prozessorenanzahl P 4(n) eines parallelen Algorithmus A ist

Anzahl an Prozessoren, die wahrend des Ablaufs von A

Pa(n) = /prob@n?;(eispiel { bei Eingabe / gleichzeitig aktiv sind }

der Grof3e n
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Komplexitat von parallelen Algorithmen AT

Institut fur Technologie

Vergleich von sequentiellen und parallelen Algorithmen fir ein Problem:

worst-case Laufzeit des schnellsten
bekannten sequentiellen Algorithmus

speed-up(.A) :=
p p(A) worst-case Laufzeit des

parallelen Algorithmus A

Kombiniere Prozessorenanzahl und Laufzeit zu Kosten C 4:
Ca(n) =Ta(n)-Pa(n)

kostenoptimal = asymptotisches Wachstum von C 4 (n) und die scharfste asymptotische untere
Schranke fur die Laufzeit eines sequentiellen Algorithmus sind gleich.

Wenn untere Schranke nicht bekannt, so betrachte Effizienz:

worst-case Laufzeit des schnellsten
bekannten sequentiellen Algorithmus

Ea(n) =
Aln) Kosten des parallelen Algorithmus A
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Komplexitatsklassen

Definition 9.4: Nick’s Class nach Nicholas Pippinger

Die Klasse N C ist die Klasse der Probleme, die durch einen parallelen Algorithmus A mit
polylogarithmischer Laufzeit und polynomieller Prozessorenzahl gelost werden konnen, d.h.
T 4(n) € O((log n)¥!) mit ky Konstante, und P 4(n) € O(n*2) mit k» Konstante.

Karlsruher Institut fur Technologie
)

Definition 9.5: Steve’s Class nach Stephan Cook

Die Klasse SC ist die Klasse der Probleme, die durch einen sequentiellen Algorithmus mit
polylogarithmischem Speicherplatzbedarf und polynomieller Laufzeit gelost werden kdnnen.

~

? ?

SC NC
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Berechnung von Summen AT
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Summe(ay, ..., an)
Eingabe: n Werte a4, ..., an, 0.B.d.A. sein =27,
Ausgabe: > " . a

fur i = 1 bis m tue
Firalle j: 1 <j <  fiihre parallel aus
| Prozessor P; berechnet a; := axj_1 + ay;.
Gib a4 aus.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014



Berechnung von Summen AT
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Summe(ay, ..., an)
Eingabe: n Werte a4, ..., an, 0.B.d.A. sein =27,
Ausgabe: > " . a

fur i = 1 bis m tue
Firalle j: 1 <j <  fiihre parallel aus

| Prozessor P; berechnet a; := axj_1 + ay;.
Gib a4 aus.

4 2 5 7 3 1 6 8
\f}/ \fﬁ/ \fi/ \fﬁ/
6 12 4 14
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Berechnung von Summen AT
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Summe(ay, ..., an)
Eingabe: n Werte a4, ..., an, 0.B.d.A. sein =27,
Ausgabe: > " . a

fur i = 1 bis m tue
Firalle j: 1 <j <  fiihre parallel aus

| Prozessor P; berechnet a; := axj_1 + ay;.
Gib a4 aus.

6 12 4 14
\f/ \fi/
18 18
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Berechnung von Summen AT
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Summe(ay, ..., an)
Eingabe: nVVnerte ai,...,an, 0.B.d.A.sein=2", a P4(n) = g T 4(n) = O(log n)
Ausgabe: > . a

fur i = 1 bis m tue
Firalle j: 1 <j <  fiihre parallel aus

| Prozessor P; berechnet a; := axj_1 + ay;.
Gib a4 aus.

m Somit gilt: C 4(n) € O(nlog n)

m A ist nicht kostenoptimal.

LT T
\/
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Berechnung von Summen
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Summe(ay, ..., an)
Eingabe: n Werte a4, ..., an, 0.B.d.A. sein =27,
Ausgabe: > " . a

fur i = 1 bis m tue
Firalle j: 1 <j <  fiihre parallel aus
| Prozessor P; berechnet a; := axj_1 + ay;.
Gib a4 aus.
Verbesserung:

m Verwende [l ~| anstatt n Prozessoren.

m Die 7 5 Operationen aus dem ersten Schritt werden nun von [I ~| Prozessoren in

hochstens '09 n

parallelen Berechnungsschritten ausgefuhrt.

= Im i-ten Schritt werden J Operationen in héchstens '09 L

Schritten ausgefuhrt.

m Es ergibt sich:

27 log n 297 1
z _c-IognZEEO(Iogn).
=1 =1
——
<1

m Wegen P4(n | gilt C4 € O(n), was kostenoptimal ist.

[ logn
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Berechnung von Summen
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Summe(ay, ..., an)
Eingabe: n Werte a4, ..., an, 0.B.d.A. sein =27,
Ausgabe: > " . a

fur i = 1 bis m tue
Firalle j: 1 <j <  fiihre parallel aus
| Prozessor P; berechnet a; := axj_1 + ay;.
Gib a4 aus.

Das selbe Verfahren funktioniert auch auf anderen binaren Operationen, die n-fach angewendet
werden. Beispiele: Minimum, Maximum, logisches Oder.

Bemerkung: CREW-PRAM (oder ahnliche Modelle) und ein Modell, bei dem zu Beginn nur
ein Prozessor aktiv ist und alle anderen erst ,aufgeweckt* werden, unterscheiden sich in der
Laufzeit im wesentlichen nur um einen Faktor log N (bei N Prozessoren, die gleichzeitig lesen

wollen, bzw. aktiviert werden sollen).

..= Institut fir Theoretische Informatik
A
P

n
Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 g Prof. Dr. Dorothea Wagner




Binaroperationen einer partitionierten Menge QAT

Problem: Binaroperationen auf einer partitionierten Menge (BPM)
gegeben: n Werte, die in p Gruppen aufgeteilt sind.

gesucht: p Werte, die sich als Binaroperationen (Summe, Minimum, etc.) der Werte der p
Gruppen ergeben.

Ziel: Verwende K Prozessoren, sodass folgende Laufzeit verwendet wird.
n
) € O([¢]+logK), fallsn>K
O(log n), sonst.
Beispiel:
Eingabe: (1 +3|5+4+1+3|9+2+4|5+4|9+7+8+2+1+2+3||4+6
Ausgabe: 9 32
==. Institut fir Theoretische Informatik
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Binaroperationen einer partitionierten Menge QAT

Problem: Binaroperationen auf einer partitionierten Menge (BPM)
gegeben: n Werte, die in p Gruppen aufgeteilt sind.

gesucht: p Werte, die sich als Binaroperationen (Summe, Minimum, etc.) der Werte der p
Gruppen ergeben.

Ziel: Verwende K Prozessoren, sodass folgende Laufzeit verwendet wird.

O([2] +logK), fallsn> K
tn) € { O(Iog n), sonst.

|
I> Jeder Wert erhalt einen Prozessor.
Lose wie auf vorherigen Folien.

Beispiel:

Eingabe: (1 +3|5+4+1+3|9+2+4|5+4|9+7+8+2+1+2+3||4+6

ooy vy v v

Ausgabe: 32
=.‘=. Institut fur Theoretische Informatik
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Binaroperationen einer partitionierten Menge QAT

Problem: Binaroperationen auf einer partitionierten Menge (BPM)
gegeben: n Werte, die in p Gruppen aufgeteilt sind. K Prozessoren mit K < n

gesucht: p Werte, die sich als Binaroperationen (Summe, Minimum, etc.) der Werte der p
Gruppen ergeben.

Ziel: Verwende K Prozessoren, sodass folgende Laufzeit verwendet wird.

O([2] +logK), fallsn> K
tn) € { O(Iog n), | sonst.

I> Wird im folgenden gezeigt.
— Annahme: n > K

Beispiel:

Eingabe: (1 +3|5+4+1+3|9+2+4|5+4|9+7+8+2+1+2+3||4+6

ooy vy v v

32

Ausgabe:
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Binaroperationen einer partitionierten Menge QAT
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Problem: Binaroperationen auf einer partitionierten Menge (BPM)
gegeben: n Werte, die in p Gruppen aufgeteilt sind. K Prozessoren mit K < n

gesucht: p Werte, die sich als Binaroperationen (Summe, Minimum, etc.) der Werte der p
Gruppen ergeben.

~

Teile die Werte in K Abschnitte auf. Jeder Abschnitt erhalt einen Prozessor.

Beispiel:

Eingabe:

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

1+3

S>+4

+1+3

9+2

+ 4

S5+4

Q+7+8+2+1|¢2+3 4+6
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Binaroperationen einer partitionierten Menge QAT
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Problem: Binaroperationen auf einer partitionierten Menge (BPM)
gegeben: n Werte, die in p Gruppen aufgeteilt sind. K Prozessoren mit K < n

gesucht: p Werte, die sich als Binaroperationen (Summe, Minimum, etc.) der Werte der p
Gruppen ergeben.

\_

Teile die Werte in K Abschnitte auf. Jeder Abschnitt erhalt einen Prozessor.

Betrachte einen Abschnitt:
1. Die Werte gehoren zu m verschiedenen Gruppen.

2. Die Binaroperationen einer Gruppe konnen mit einem Prozessor in f%} — 1 Schritten
berechnet werden.

Beispiel: m=2 m=2 m=3 m =1 m=2
Eingabe: 1+35+4+1+39+2+45+4|%+7+8+2+1|¢2+34+6
9 9 18 3 10

=. Institut fir Theoretische Informatik
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Binaroperationen einer partitionierten Menge QAT
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Problem: Binaroperationen auf einer partitionierten Menge (BPM)
gegeben: n Werte, die in p Gruppen aufgeteilt sind. K Prozessoren mit K < n

gesucht: p Werte, die sich als Binaroperationen (Summe, Minimum, etc.) der Werte der p
Gruppen ergeben.

\_

Teile die Werte in K Abschnitte auf. Jeder Abschnitt erhalt einen Prozessor.

Betrachte einen Abschnitt:
1. Die Werte gehoren zu m verschiedenen Gruppen.

2. Die Binaroperationen einer Gruppe konnen mit einem Prozessor in f%} — 1 Schritten
berechnet werden.

—» Gruppen die vollstandig in einem Abschnitt liegen, sind damit berechnet.

Beispiel: m=2 m=2 m=3 m =1 m=2

Eingabe: 1+3|5+4+1+3 9+2+4 5+4|%+7+8+2+1|¢2+3 4+6
OFK 18 5 (9

Ergebnisse fur Abschnitte: O
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Binaroperationen einer partitionierten Menge QAT
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Problem: Binaroperationen auf einer partitionierten Menge (BPM)
gegeben: n Werte, die in p Gruppen aufgeteilt sind. K Prozessoren mit K < n

gesucht: p Werte, die sich als Binaroperationen (Summe, Minimum, etc.) der Werte der p
Gruppen ergeben.

\_

Teile die Werte in K Abschnitte auf. Jeder Abschnitt erhalt einen Prozessor.

Betrachte einen Abschnitt:
1. Die Werte gehoren zu m verschiedenen Gruppen.

2. Die Binaroperationen einer Gruppe konnen mit einem Prozessor in f%} — 1 Schritten
berechnet werden.

—» Gruppen die vollstandig in einem Abschnitt liegen, sind damit berechnet.
—» FUr jeden Abschnitt gibt es max. zwei unvollstandige Ergebnisse.

Beispiel: m=2 m=2 m=3 m =1 m=2
Eingabe: |1 + 3|
Ergebnisse fur Abschnitte: 9 9 18 5 10
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Binaroperationen einer partitionierten Menge \\(|'|'

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Problem: Binaroperationen auf einer partitionierten Menge (BPM)
gegeben: n Werte, die in p Gruppen aufgeteilt sind. K Prozessoren mit K < n

gesucht: p Werte, die sich als Binaroperationen (Summe, Minimum, etc.) der Werte der p
Gruppen ergeben.

\_

Es gilt: p
Z ni < 2K — 2 mit n; = Anzahl der noch zusammenfassenden Teilergebnisse.

=1

Beispiel:
Ergebnisse fur Abschnitte: 9 10
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Binaroperationen einer partitionierten Menge \\(|'|'
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Problem: Binaroperationen auf einer partitionierten Menge (BPM)
gegeben: n Werte, die in p Gruppen aufgeteilt sind. K Prozessoren mit K < n

gesucht: p Werte, die sich als Binaroperationen (Summe, Minimum, etc.) der Werte der p
Gruppen ergeben.

\_

Es gilt: p
Z ni < 2K — 2 mit n; = Anzahl der noch zusammenfassenden Teilergebnisse.

i=1
Ordne jeder Gruppe L%J Prozessoren zu.

—» Berechne endgultiges Ergebnisse fur G; in log n; Schritten.
—» wegen n; < K sind max. log K Schritte insgesamt notig.

Beispiel:

Ergebnisse fur Abschnitte: 9 18 10

Ausgabe:

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014



Binaroperationen einer partitionierten Menge \\(|'|'
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Problem: Binaroperationen auf einer partitionierten Menge (BPM)
gegeben: n Werte, die in p Gruppen aufgeteilt sind. K Prozessoren mit K < n

gesucht: p Werte, die sich als Binaroperationen (Summe, Minimum, etc.) der Werte der p
Gruppen ergeben.

\_

Es gilt: p
Z ni < 2K — 2 mit n; = Anzahl der noch zusammenfassenden Teilergebnisse.

i=1
Ordne jeder Gruppe L%J Prozessoren zu.

—» Berechne endgultiges Ergebnisse fur G; in log n; Schritten.
—» wegen n; < K sind max. log K Schritte insgesamt notig.

Anzahl Prozessoren reicht aus, da ZLn’J < il < K
Beispiel:
Ergebnisse fur Abschnitte: 9 18 10

Ausgabe:

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014



Prafixsumme
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Problemstellung
gegeben: n Werte ap, . .., aspn—1.

k
gesucht: Prafixsumme Ax = > a; fir jedes k mitn < k < 2n— 1.
i=n

\.

Verfahren besteht aus zwei Phasen:
1. Phase: Berechne S .= SUMME(ay, ..., an_1).

2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen von SUMME(ap, . . ., &n—1) mithilfe
von gegeigneten Differenzen die Prafixsummen.

Aus technischen Griinden: Indizierung mit an, ans1, . . ., @n—1 und 0.B.d.A. n = 2" fir m € N.
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Prafixsumme AT
1. Phase: Berechne S := SUMME(ap, ..., asn—1).

Erinnerung:
n=2"firmeN

far j = m — 1 bis 0 tue
Firallei: 2 < i< 2+ — 1 fiihre parallel aus
| aj = dzj + azj+1

b1 = a1
ag =3 ag =6 ajo=2| |aj1 =5 Ao =7 di3 = ais =4 lai;s =8
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
2> = 16 a3 = 20
a; = 36
b; = 36
==E. Institut fur Theoretische Informatik
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Prafixsumme AT

Karlsruher Institut fur Technologie

2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen die Prafixsummen.

far j = 1 bis mtue

Furalle i : 2/ << 2*" — 1 fiihre parallel aus
wenn i ungerade dann b; = b;_4) /2
sonst b; i= b/ — ajs1

ag =3 ag =6 ajo=2| |aj1 =5 Ao =7 aiz = 1 ais =4 lai;s =8
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
2> = 16 A; = 20
a; = 36
b; = 36

u Institut fir Theoretische Informatik
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Prafixsumme AT

Karlsruher Institut fur Technologie

2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen die Prafixsummen.

far j = 1 bis mtue

Furalle i : 2/ << 2*" — 1 fiihre parallel aus
wenn i ungerade dann b; = b;_4) /2
sonst b; i= b/ — ajs1

ag =3 ag =6 ajo=2| |laj1 =5 ||a12=7 aiz = 1 ais =4 lai;s =8
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
2> = 16 A; = 20
a =36-___
by =86 - 6
a5 =20
bs = 36

u Institut fir Theoretische Informatik
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Prafixsumme AT

Karlsruher Institut fur Technologie

2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen die Prafixsummen.

far j = 1 bis mtue

Furalle i : 2/ << 2*" — 1 fiihre parallel aus
wenn i ungerade dann b; = b;_4) /2
sonst b; i= b/ — ajs1

ag =3 ag =6 ajo=2| |laj1 =5 Ao =7 aiz = 1 ais =4 lai;s =8
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
2> = 16 a3 = 20
a =36-___
by =86 - 6
a5'= 20
bz =36 ~~.
Tay =12
b; = 36

u Institut fir Theoretische Informatik
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Prafixsumme AT

Karlsruher Institut fur Technologie

2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen die Prafixsummen.

far/ =1 bismtue_ |
Firallei: 2 < i< 2+ — 1 fiihre parallel aus
wenn i ungerade dann b; = b;_4) /2

sonst b; i= b/ — ajs1

ag =3 ag =6 ajo=2| |laj1 =5 Ao =7 aiz = 1 ais = 4{|lais = 8
\// \\// \\// \\7=.
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
2> = 16 a3 = 20
a; =36-__ -
by=86 T--- 36__
az = 20
bs =36 ~~.
a; =12
by = 36
1 36
ai5=8
bi5=36
==. Institut fur Theoretische Informatik
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Prafixsumme AT

Karlsruher Institut fur Technologie

2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen die Prafixsummen.

far/ =1 bismtue_ |
Firallei: 2 < i< 2+ — 1 fiihre parallel aus
wenn i ungerade dann b; = b;_4) /2

sonst b; i= b/ — ajs1

as =3 a =6 aio =2| |laj1 =5 aio = 7| la;z =1 a4 = 4)||lais = 8
~_ T~ T~ -~
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
2> = 16 A; = 20
a; =36-__ -
by=36 T---- %
a3 =20
by =36 ~~.
2y =12
b; = 36
1 36
a14=4 36—-8 _a15=8
b14=28 bi5=36
==. Institut fir Theoretische Informatik
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Prafixsumme AT

Karlsruher Institut fur Technologie

2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen die Prafixsummen.

far/ =1 bismtue_ |
Firallei: 2 < i< 2+ — 1 fiihre parallel aus
wenn i ungerade dann b; = b;_4) /2

sonst b; i= b/ — ajs1

ag =3 ag =6 aio =2| |lai1 =5 ||a12=7 313=1|| 814=4 315=8
Z N\ Z L — J
N~ N~ ~_ N
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
2> = 16 A; = 20
a; =36-__ -
by =86 - 6
a5'= 20
bs =36 ~~.
=8 36-12. & =12
bs = 24 b; = 36
' 36
a14=4 36—8 a5=8
b14=28 bi5=36
==. Institut fur Theoretische Informatik
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Prafixsumme

AKIT
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2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen die Prafixsummen.

far j = 1 bis mtue

Furalle i : 2/ << 2*" — 1 fiihre parallel aus
wenn i ungerade dann b; = b;_4) /2
sonst b; i= b/ — ajs1

ag =3 ag =6 aio =2| |lai1 =5 a12=7 E” a14=4 315=8
N\ Z Z N\
NS NS NS NS
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
2> = 16 A; = 20
a; =36-__ -
by =86 - 6
a5'= 20
by =36 ~~.
=8 36-12. & =12
be = 24 b; = 36
L 24 ' 36
a3 = a1a=4 36—8 ai5=8
bi3=24 b14=28 b15=36
==. Institut fur Theoretische Informatik
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Prafixsumme

AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen die Prafixsummen.

far j = 1 bis mtue

sonst b; i= b/ — ajs1

Furalle i : 2/ << 2*" — 1 fiihre parallel aus
wenn i ungerade dann b; = b;_4) /2

ag =3 ag =6 ajo=2| |laj1 =5 a12=7||a13=1 ais =4 la;s =8
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
2> = 16 a3 = 20
a; =36-__ R
by =86 - 6
a5 220
bs =36 ~~.
=8 36-12. & =12
b = 24 b7 = 36
L 24 ' 36
aip=7__24—1_ aiz= a1a=4 36—8 ai5=8
b1>=23 bi3=24 b14=28 bi5=36
==. Institut fur Theoretische Informatik
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Prafixsumme AT

Karlsruher Institut fur Technologie

2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen die Prafixsummen.

far j = 1 bis mtue

Furalle i : 2/ << 2*" — 1 fiihre parallel aus
wenn i ungerade dann b; = b;_4) /2
sonst b; i= b/ — ajs1

ag =3 ag =6 ajo=2| |laj1 =5 Ao =7 aiz = 1 ais =4 la;s =8
a; =9 as =7 as =8 a; = 12
32=16 a3=20
ai =36-___
b1=36 T--- 6
p=16_ . giiog
by =16 36—20 bs =36 ~~.
... 16
a=9 Tas=7 =8 3612 ay =12
b4|=9 16—7 b5 =|16 b6?24 b7=|36
9 16 24 , 36
g = 3__9_—_6____39 =6 aig = 2__1_6_7_5_311 = 5 ais = 7___2f]._—_1___a13l= ais=4 _53_6___8__ a15I=8
bg =3 by =9 bio=11 bi1=16 by>=23 by3=24 b14=28 b15=36

Institut fir Theoretische Informatik

n
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Prafixsumme AT

Karlsruher Institut fur Technologie

2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen die Prafixsummen.

far j = 1 bis mtue

Firallei: 2 << 2*" — 1 fiihre parallel aus
wenn i ungerade dann b; = b;_4) /2
sonst b; i= b/ — ajs1

ag = =6 aio=2| |ay1 =5 o =1/| |a13 =1 a4 =4 a5 =8

\/ \/ \/ \/

2> = 16 a3 = 20

B Losung T

Institut fir Theoretische Informatik
Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Prafixsumme

Karlsruher Institut fur Technologie

1. Phase: Berechne S := SUMME(ap, ..., asn—1).

far j = m — 1 bis 0 tue

Firallei: 2/ < i< 2*" — 1 fiihre parallel aus
| aj = azj + agj+1

b1 = a

2. Phase: Berechne aus S und den Zwischenergebnissen die Prafixsummen.

fir j = 1 bis m tue |
Fiiralle i : 2/ < i< 21 — 1 fiihre parallel aus
wenn / ungerade dann b; = b;_1

r\)‘

sonst b :=b; — aj,1
2

Komplexitat:
m Laufzeit liegt in O(log n).
m Anzahl Prozessoren liegt in O(n), da maximal g Prozessoren gleichzeitig aktiv sind.

m Durch Rescheduling kann Prozessorenanzahl auf O(%) bei Laufzeit O(log n) redu-
ziert werden.

= Algorithmus ist kostenoptimal.

=. Institut fir Theoretische Informatik
AR
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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List Ranking AT

Problemstellung
gegeben: Einfach verkettete Liste L.
gesucht: Jedes Element in Liste soll auf den Kopf von L zeigen.

gegeben: | —» —» —» —» —» —®»ihead|

gesucht: [0 [0 [0 [0 [0 [ [C3-»fhead]

Vorbedingung: Array NEXT[] enthalt Nachfolger NEXT[/] fir jedes Element1 </ < n
(NEXT[head]=head).

Nachbedingung: Array NEXT[] enthalt head flr jedes Element1 </ < n.

fiir j = 1 bis [log n| tue
Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
| NEXT[] := NEXT[NEXTI/]]

||—>||—>||—>||—>||—>||—>||—>|heagD

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
'=; Prof. Dr. Dorothea Wagner
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List Ranking AT

Problemstellung
gegeben: Einfach verkettete Liste L.
gesucht: Jedes Element in Liste soll auf den Kopf von L zeigen.

gegeben: | —» —» —» —» —» —®»ihead|

gesucht: [0 [0 [0 [0 [0 [ [C3-»fhead]

Vorbedingung: Array NEXT[] enthalt Nachfolger NEXT[/] fir jedes Element1 </ < n
(NEXT[head]=head).

Nachbedingung: Array NEXT[] enthalt head flr jedes Element1 </ < n.

fiir j = 1 bis [log n| tue
Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
| NEXT[] := NEXT[NEXTI/]]

[ R | heagD

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
'=; Prof. Dr. Dorothea Wagner
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List Ranking AT

Problemstellung
gegeben: Einfach verkettete Liste L.
gesucht: Jedes Element in Liste soll auf den Kopf von L zeigen.

gegeben: | —» —» —» —» —» —®»ihead|

gesucht: [0 [0 [0 [0 [0 [ [C3-»fhead]

Vorbedingung: Array NEXT[] enthalt Nachfolger NEXT[/] fir jedes Element1 </ < n
(NEXT[head]=head).

Nachbedingung: Array NEXT[] enthalt head flr jedes Element1 </ < n.

fiir j = 1 bis [log n| tue
Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
| NEXT[] := NEXT[NEXTI/]]

I II/I | I—>head'D

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
'=; Prof. Dr. Dorothea Wagner
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List Ranking AT

Problemstellung
gegeben: Einfach verkettete Liste L.
gesucht: Jedes Element in Liste soll auf den Kopf von L zeigen.

gegeben: | —» —» —» —» —» —®»ihead|

gesucht: [0 [0 [0 [0 [0 [ [C3-»fhead]

Vorbedingung: Array NEXT[] enthalt Nachfolger NEXT[/] fir jedes Element1 </ < n
(NEXT[head]=head).

Nachbedingung: Array NEXT[] enthalt head flr jedes Element1 </ < n.

fiir j = 1 bis [log n| tue
Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
| NEXT[] := NEXT[NEXTI/]]

IIIIIIIIIIIIII—HheagD
\\¥\\\4

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
'=; Prof. Dr. Dorothea Wagner
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List Ranking

~
z
g
z
:/
s
3
EA
z
3
z
C
,,A
4
&
[
2
-3
3
3
o
&
]

Problemstellung
gegeben: Einfach verkettete Liste L.
gesucht: Jedes Element in Liste soll auf den Kopf von L zeigen.

gegeben: | —» —» —» —» —» —®»ihead|

gesucht: [0 [0 [0 [0 [0 [ [C3-»fhead]

Vorbedingung: Array NEXT[] enthalt Nachfolger NEXT[/] fir jedes Element1 </ < n
(NEXT[head]=head).

Nachbedingung: Array NEXT[] enthalt head flr jedes Element1 </ < n.

fiir j = 1 bis [log n| tue
Furalle/: 1 </ < nfuhre parallel aus
| NEXT[] := NEXT[NEXTI/]]

m LISTRANKING kann in O(log n) Zeit mithilfe von n Prozessoren gelost werden.

m Verfahren funktioniert auch auf Wurzelbaumen, in denen jeder Knoten nur seinen direk-
ten Vorganger kennt.
— O(log h) Laufzeit und n Prozessoren.

h = Baumhohe n = Anzahl Knoten

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
'=; Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Zusammenhang A\K"‘

Problemstellung
gegeben: Graph G = (V,E), V={1,...,n}
gesucht: Zusammenhangskomponenten von G.

Ablauf:
1. Initialisierung: Weise jedem Knoten seine eigene Komponente K[/] zu.

2. Vereinige zusammenhangende Komponenten zu Superknoten — neuer Graph.

3. Wiederhole Schritt 2 und 3 [log n|: Betrachte hierzu Graph der vorherigen Runde.

Notation:
0 Sei im folgenden R(i) = {Nachbarn von i} U {i}
e e Beispiel: R(S) = {4, 5, 1 , 8, 9}

@
Note @@

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014
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Zusammenhang AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

XV{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

5%,-\ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K|[i] auf NJ[i].

—» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

%(\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

0 @R | = FUhre Schritt parallel aus.

e G R(i) = {Nachbarn von i} U {i}
e
Q—)

P\
AD—(13—(12)

®

Institut fir Theoretische Informatik

4dhl
HENE
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Zusammenhang AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

XV{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

5&\ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K|[i] auf NJ[i].

—» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

%(\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

m = FUhre Schritt parallel aus.
R(i) = {Nachbarn von i} U {i}

2
11 13 12 14 L g
egende:
1) —(13)—(12—(14 _
D—139—02 KIil
==. Institut fir Theoretische Informatik
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Zusammenhang AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

X"v'i 1. FUr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

5&\ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K|[i] auf NJ[i].

—» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

%(\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

m = FUhre Schritt parallel aus.
R(i) = {Nachbarn von i} U {i}

2
A ;i /12\ - Legende:
(D—(9—(2—(19) il



Zusammenhang

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

X'i/'{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

-+ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

X"V\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KJi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

g;\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

%'R = FUhre Schritt parallel aus.
R(i) = {Nachbarn von i} U {i}

a4 A% Legende:
SO O o O R

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
'== Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Zusammenhang

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. %‘/‘{

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

X'i/'{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

=+ 2. FUr jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

me\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

X."v.\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

%-R = FUhre Schritt parallel aus.
= {Nachbarn von i} U {i}

—h

1 2 - 12 Legende:
K([i]

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
'=; Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Zusammenhang AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

XV{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

5%,-\ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K|[i] auf NJ[i].

—» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

X"V\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

1 m - Fhre Schritt parallel aus.
R(i) = {Nachbarn von i} U {i}

Doppelkanten entfernen!
11

12
Legende:
2 K(i]

=. Institut fir Theoretische Informatik
'=g Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Zusammenhang

itut far Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

XV{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

5%,-\ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K|[i] auf NJ[i].

—» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

X"V\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

1 m - Fhre Schritt parallel aus.
R(i) = {Nachbarn von i} U {i}

11 12
Legende:
2 K(i]

=. Institut fir Theoretische Informatik
'=g Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Zusammenhang

itut far Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

X"v'i 1. FUr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

5%,-\ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K|[i] auf NJ[i].

—» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

%‘(\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

1 m - Fhre Schritt parallel aus.
R(i) = {Nachbarn von i} U {i}

11 12
Legende:
2 K(i]

=. Institut fir Theoretische Informatik
'=g Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Zusammenhang

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

X'i/'{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

-+ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

X"V\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KJi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

g;\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

%'R = FUhre Schritt parallel aus.
R(i) = {Nachbarn von i} U {i}

-——-=o

11 . -
11
/ Legende:
K[i]

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
'== Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Zusammenhang

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. %‘/‘{

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

X'i/'{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

=+ 2. FUr jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

me\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

X."v.\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

X\"(‘i = FUhre Schritt parallel aus.
R(i) = {Nachbarn von i} U {i}

—————

11 - -
11
/ Legende:
K[i]

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
'=; Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014



Zusammenhang

itut far Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

XV{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

5%,-\ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K|[i] auf NJ[i].

—» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

X"V\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

m = FUhre Schritt parallel aus.
R(i) = {Nachbarn von i} U {i}

Legende:
K[i]

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014
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Zusammenhang AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

XV{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

5%,-\ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K|[i] auf NJ[i].

—» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

m 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Laufzeit: X"v‘i = Flhre Schritt parallel aus.
Initialisierung: O(1) Laufzeit O(n) Prozessoren R()) = {Nachbarn von i} U {/}

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014
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Zusammenhang

itut far Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

XV{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

5%,-\ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K|[i] auf NJ[i].

—» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

%'R 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Laufzeit: X"v‘i = Flhre Schritt parallel aus.
Initialisierung: O(1) Laufzeit O(n) Prozessoren R()) = {Nachbarn von i} U {/}

Schritt 1: Betrachte Knoten parallel. O(n) Prozessoren
|—> Minimumsbildung auf R(/) O(log n) Laufzeit O(n) Prozessoren

—® O(log n) Laufzeit O(n?) Prozessoren

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014
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Zusammenhang

itut far Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

XV{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

=+ 2. FUr jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

me\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

g(i{ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Laufzeit: X"v‘i = FUhre Schritt parallel aus.
Initialisierung: O(1) Laufzeit O(n) Prozessoren R(i) = {Nachbarn von i} U {/}
Schritt 1: O(log n) Laufzeit O(n?) Prozessoren

Schritt 2: O(1) Laufzeit O(n) Prozessoren

L» Betrachte Knoten parallel.

““ Institut fir Theoretische Informatik
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Zusammenhang

itut far Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

XV{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

=+ 2. FUr jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

)

—» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

» | 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

J 3
%‘(\ —» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Laufzeit: RA|= FUhre Schritt parallel aus.
Initialisierung: O(1) Laufzeit O(n) Prozessoren R(i) = {Nachbarn von i} U {/}
Schritt 1: O(log n) Laufzeit O(n?) Prozessoren

Schritt 2: O(1) Laufzeit O(n) Prozessoren

Schritt 3: O(log n) Laufzeit  O(n) Prozessoren

L» Anwendung von List-Ranking.
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Zusammenhang

itut far Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

XV{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

=+ 2. FUr jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

me\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

» | 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

J 3
%‘(\ —» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Laufzeit: X"v‘i = Flhre Schritt parallel aus.
Initialisierung: O(1) Laufzeit O(n) Prozessoren \ R(i) = {Nachbarn von i} U {/}
Schritt 1: O(log n) Laufzeit O(n?) Prozessoren

Schritt 2: O(1) Laufzeit O(n) Prozessoren } Of(log n) Austihrungen

Schritt 3: O(log n) Laufzeit  O(n) Prozessoren

Rescheduling

O(n? log? n) Kosten » O(r?log n) Kosten  (nicht kosten-optimal)
.

2
[ o0 n-‘ Prozessoren
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Spannbaum

)
z
:/
s
3
= el
2
el
Z
:A
g
4
2
[
2
3
3
3
o
&
5

Problemstellung
gegeben: Zusammenhangender Graph G = (V, E), V = {1,...,n}
gesucht: Spannbaum von G.

Ablauf: Anpassung des Algorithmus far Zusammenhangskomponenten.
1. Initialisierung: Weise jedem Knoten seine eigene Komponente K[/] zu.
Starte mit leerem Baum T.

2. Vereinige zusammenhangende Komponenten zu Superknoten — neuer Graph.
—» Flge Zeiger-Kanten zu T hinzu.

3. Wiederhole Schritt 2 und 3 [log n|: Betrachte hierzu Graph der vorherigen Runde.

a Notation:
e G Sei im folgenden R(i) = {Nachbarn von i} U {i}

‘ (9) Beispiel: R(8) = {4,5,8,1,9)
(2 —5)
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Spannbaum @A | = Fiihre Schritt parallel aus.

itut far Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

XV{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

=+ 2. FUr jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

me\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

g;\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

® Nolo

D@
o ® ©
Nt ® © O
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Spannbaum @A | = Fiihre Schritt parallel aus.

itut far Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

XV{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

=+ 2. FUr jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

me\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

g;\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Baum T:

@ ®
@ ©
& @

© @ ©

Legende: K]i
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Spannbaum @A | = Fiihre Schritt parallel aus.

itut far Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

%-;{ 1. FUr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

=+ 2. FUr jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

me\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

g;\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Baum T:

@ ®
@ ©
& @

© @ ©

Legende: K]i
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Spannbaum @A | = Fiihre Schritt parallel aus.

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. %‘/‘{

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

i

)

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K|[i] auf NJ[i].

—» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KJi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Baum T:

O G Q
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Spannbaum @A | = Fiihre Schritt parallel aus.

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. %‘/‘{

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

X'i/'{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

=+ 2. FUr jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

me\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

X."v.\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Baum T:

O G Q

©) @ @
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Spannbaum

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. %‘/‘{

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

% = FUhre Schritt parallel aus.

itut far Technologie

X'i/'{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

5%,-\ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K|[i] auf NJ[i].
—» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.

—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

X."v.\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.
—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.

—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014
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Spannbaum

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

% = FUhre Schritt parallel aus.

itut far Technologie

X'i/'{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

5%,-\ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K|[i] auf NJ[i].
—» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.

—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

X."v.\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.
—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.

—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014
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Spannbaum

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

% = FUhre Schritt parallel aus.

itut far Technologie

%-;{ 1. FUr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

5%,-\ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K|[i] auf NJ[i].
—» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.

—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

g;\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.
—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.

—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014
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Spannbaum

N

= FUhre Schritt parallel aus.

L.

Karlsru

he

T

r Institut fur Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. %‘/‘{

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

X'i/'{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

-+ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

X"y\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KJi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

g;\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Legende: K]i
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Spannbaum

N

= FUhre Schritt parallel aus.

L.

Karlsru

he

T

r Institut fur Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. %‘/‘{

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

X'i/'{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

=+ 2. FUr jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

me\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

X."v.\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Legende: K]i

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
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Spannbaum @A | = Fiihre Schritt parallel aus.

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. %‘/‘{

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

X'i/'{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

=+ 2. FUr jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

me\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

X."v.\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Baum T:

OO Q

Legende: K]i]
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Spannbaum @A | = Fiihre Schritt parallel aus.

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

XV{ 1. FOr jeden Knoten i € V bestimme Knoten N[i] € R(/) mit kleinster Komponente.

=+ 2. FUr jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

me\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

g(i{ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Kosten bleiben unverandert: Baum T:

O(n? log n) @ ‘
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A
P

n
Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 g Prof. Dr. Dorothea Wagner



Minimaler Spannbaum AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

~\

Problemstellung
gegeben: Zusammenhangender Graph G = (V,E), V={1,...,n}undc: E — R*
gesucht: Minimaler Spannbaum von G.

Anpassung des Algorithmus fur Berechnung eines Spannbaums:
Aus technischen Griinden setze c(i, /) = min{c(i, k) | k ist Nachbar von i} fir alle i € V

Kleinster Nachbar von i = Knoten j € R(i), sodass
1. c(i,j) < min{c(i,k) | kK € R(i)}, und

2. j < k furalle k € R(i) mit c(i, k) = c(i, j).
— j ist Knoten, der mit / Gber Kante minimalen Gewichts ver-

bunden ist.
—» Falls es mehrere solche Knoten gibt, wahle den mit kleinster

Komponente.
Beispiel:
Kleinster Nachbar fir Knoten 8 ist Knoten 5

Kleinster Nachbar fUr Knoten 2 ist Knoten 2
Ohne Einschrankung: G besitzt keine Schleifen.
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Minimaler Spannbaum AT

Problemstellung
gegeben: Zusammenhangender Graph G = (V,E), V={1,...,n}undc: E — R*
gesucht: Minimaler Spannbaum von G.

Anpassung des Algorithmus fur Berechnung eines Spannbaums:
Aus technischen Griinden setze c(i, /) = min{c(i, k) | k ist Nachbar von i} fir alle i € V

Kleinster Nachbar von i = Knoten j € R(i), sodass
1. c(i,j) < min{c(i,k) | kK € R(i)}, und

2. j < kfuralle k € R(i) mit c(i, k) = c(i, j).

2. Bedingung verhindert zyklische Ketten von kleinsten Nachbarn.

-

~
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Minimaler Spannbaum m = FUhre Schritt parallel aus.

itut far Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

R®A| 1. Flrjeden Knoten / € V bestimme kleinsten Nachbarn N[/] von /.

=+ 2. FUr jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

me\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

g;\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Baum T:

@ ®
@ ©
& @

© @ ©
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Minima|er Spannbaum 5&\ = FUhre Schritt parallel aus.

itut far Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

R®A| 1. Flrjeden Knoten / € V bestimme kleinsten Nachbarn N[/] von /.

=+ 2. FUr jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

me\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

g;\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Baum T:

@ ®
@ ©
& @

© @ ©

Legende: K]i

““ Institut fir Theoretische Informatik
A
P

n
Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 g Prof. Dr. Dorothea Wagner



Minimaler Spannbaum m = FUhre Schritt parallel aus.

itut far Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

RA| 1. Flrjeden Knoten / € V bestimme kleinsten Nachbarn N[/] von /.

=+ 2. FUr jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

me\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

g;\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Baum T:

@ ®
@ ©
& @

© @ ©

Legende: K]i
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Minimaler Spannbaum {A& | = Fihre Schritt parallel aus. A\‘(IT

Institut fur Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. %‘/‘{

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

R®A| 1. Flrjeden Knoten / € V bestimme kleinsten Nachbarn N[/] von /.

-+ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

X"y\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KJi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

g;\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.
Baum T: @

auf. @ 377 @ 2
O @

. 2
Legende: K]i] @
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Minimaler Spannbaum % = Fiihre Schritt parallel aus. \‘(IT

t fiir Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. %‘/‘{

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

R®A| 1. Flrjeden Knoten / € V bestimme kleinsten Nachbarn N[/] von /.

=+ 2. FUr jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

me\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

X."v.\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.
Baum T: @

Fo '\
@ """" ®
\\1\@ @

2
Legende: K]i] @
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Minima|er Spannbaum 5&\ = FUhre Schritt parallel aus.

itut far Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

R®A| 1. Flrjeden Knoten / € V bestimme kleinsten Nachbarn N[/] von /.

5%,-\ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K|[i] auf NJ[i].

—» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

X"V\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

1 Baum T: @
0,
Entferne Doppelkanten! p 4/ N2

Kante mit kleinstem Gewicht bleibt. @3@ @2
3 ~(©) @

. 2
Legende: K] @
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Minimaler Spannbaum m = FUhre Schritt parallel aus.

itut far Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. %‘/‘{

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

R®A| 1. Flrjeden Knoten / € V bestimme kleinsten Nachbarn N[/] von /.

5%,-\ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K|[i] auf NJ[i].

—» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

X"V\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

1 Baum T: @
10 @ ‘ @

@ """"" ® o
2 . @ @

2
Legende: K]i] @
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Minimaler Spannbaum m = FUhre Schritt parallel aus.

itut far Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

RA| 1. Flrjeden Knoten / € V bestimme kleinsten Nachbarn N[/] von /.

5%,-\ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K|[i] auf NJ[i].

—» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

%‘(\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

1 Baum T: @
10 @ ' @

@ """"" ® o
2 . @ @

2
Legende: K]i] @
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Minimaler Spannbaum A | = Fiihre Schritt parallel aus. A\‘(IT

Institut fur Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. %‘/‘{

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

R®A| 1. Flrjeden Knoten / € V bestimme kleinsten Nachbarn N[/] von /.

-+ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

X"y\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KJi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

g;\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

AN ! o . ll ! \2
--Nehme Zeiger in T . 4, @

auf. @ 377 @ 2

Legende: K]
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Minimaler Spannbaum % = Fiihre Schritt parallel aus. \‘(IT

t fiir Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. %‘/‘{

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

R®A| 1. Flrjeden Knoten / € V bestimme kleinsten Nachbarn N[/] von /.

=+ 2. FUr jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K[i] auf N[i].

me\ —» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

X."v.\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.
Baum T: 10 @

5 of
OEGHN
010,

Legende: K]i] @
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Minimaler Spannbaum m = FUhre Schritt parallel aus.

itut far Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. %‘/‘{

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

R®A| 1. Flrjeden Knoten / € V bestimme kleinsten Nachbarn N[/] von /.

5%,-\ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K|[i] auf NJ[i].

—» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

X"V\ 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.
Baum T: 10 @

O @
\\\N@
OEROHN
.

O,

Legende: K]i @
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Minimaler Spannbaum m = FUhre Schritt parallel aus.

itut far Technologie

Initialisierung: Weise jedem Knoten parallel eigene Komponente zu. m

Flhre folgende Schritte log[ n]-mal aus:

R®A| 1. Flrjeden Knoten / € V bestimme kleinsten Nachbarn N[/] von /.

5%,-\ 2. Fur jeden Knoten i € V setze dessen Komponente K|[i] auf NJ[i].

—» K]i] ist Zeiger auf / oder Nachbarn von /.
—» Nach Wahl von KTi] induzieren die K[/]'s Wurzelbaume.

%'R 3. Verwende List-Ranking, um Wurzelbaume in Superknoten zusammenzufassen.

—» Superknoten erhalt Komponente der Wurzel des entsprechenden Baums.
—»» Arbeite auf Superknoten weiter.

Kosten bleiben unverandert: O(r log n) Baum T 10, @

o oS
OERCHN

1
O,
2.3
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Korrektheit AT

Karlsruher Institut fur Technologie

‘ Lemma: Der Algorithmus berechnet einen minimalen Spannbaum auf G. |

Beweis: T ist am Ende offensichtlich ein Spannbaum.

Zeige: In jeder lteration werden nur Kanten zu T hinzugeflgt, die zu einem minimalen Spann-
baum gehoren.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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Korrektheit AT

Institut fur Technologie

‘ Lemma: Der Algorithmus berechnet einen minimalen Spannbaum auf G. |

Beweis: T ist am Ende offensichtlich ein Spannbaum.

Zeige: In jeder lteration werden nur Kanten zu T hinzugeflgt, die zu einem minimalen Spann-
baum gehoren.

Betrachte erste lteration.
Nehme an, dass fur Knoten i die Kante (/, j) zu T hinzugeftigt wird.

Annahme: (i, ) gehort nicht zu einem minimalen Spannbaum T’.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
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Korrektheit AT

Institut fur Technologie

‘ Lemma: Der Algorithmus berechnet einen minimalen Spannbaum auf G. |

Beweis: T ist am Ende offensichtlich ein Spannbaum.

Zeige: In jeder lteration werden nur Kanten zu T hinzugeflgt, die zu einem minimalen Spann-
baum gehoren.

Betrachte erste lteration.
Nehme an, dass fur Knoten i die Kante (/, j) zu T hinzugeftigt wird.
Annahme: (i, j) gehort nicht zu einem minimalen Spannbaum T’.
Es gibt genau einen Pfad P von i nachjin T’.

P und (i, j) bilden einen Kreis C.
C enthalt weitere Kante {/, k} mit i .

c(l, k)

=“. Institut fir Theoretische Informatik
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Korrektheit AT

Karlsruher Institut fur Technologie

‘ Lemma: Der Algorithmus berechnet einen minimalen Spannbaum auf G. |

Beweis: T ist am Ende offensichtlich ein Spannbaum.

Zeige: In jeder lteration werden nur Kanten zu T hinzugeflgt, die zu einem minimalen Spann-
baum gehoren.

Betrachte erste lteration.
Nehme an, dass fur Knoten i die Kante (/, j) zu T hinzugeftigt wird.
Annahme: (i, j) gehort nicht zu einem minimalen Spannbaum T’.
Es gibt genau einen Pfad P von i nachjin T’.

P und (i, j) bilden einen Kreis C.
C enthalt weitere Kante {/, k} mit i .

c(l, k)

Nach Definition gilt c(/, j) < c(i, k)
T" =T —{i, k} +{i,j} ist minimaler Spannbaum.

Widerspruch zur Annahme.
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T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

Laufzeit

Verwende Adjazenzmatrix fir Implementierung.

Lemma: Die Gesamtlaufzeit (Uber alle Phasen) der Neuberechnung der Adjazenzmatrix be- )
tragt

n
O(— logn - lo K)
K+ g g

 Zeit, wenn n - K Prozessoren verwendet werden.

(Ohne Beweis.)

2
Far mg—Zn Prozessoren ergibt sich damit eine Gesamtlaufzeit von O(log® n) fiir die Bestimmung

eines MST. Damit betragen die Kosten O(n?):
m bzgl. sequentiellen Algorithmen far MST, die auf Adjazenzmatrix des Graphen arbeiten,
ist dies kostenoptimal.

m bzgl. beliebigen sequentiellen Algorithmen fir MST ist dies nicht kostenoptimal.

““ Institut fir Theoretische Informatik
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