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FPT - Wiederholung AT
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Definition: Fixed Parameter Tractable (Definition 10.1)
Ein parametrisiertes Problem TT hei3t fixed parameter tractable, wenn es in

O(C(k) - p(n)) geldst werden kann. Dabei ist n die Eingabegré3e, p ein Polynom,
\k der Parameter und C eine berechenbare Funktion, die nur von k abhangt.

Zwei Techniken:

1. Kernbildung: Reduziere die Instanz durch Anwendung verschiedener Regeln
auf einen (schweren) Problemkern.

Konkreter:

m Reduziere Instanz (Z, k) in O(p(|Z|)) Zeit auf eine aquivalente Instanz 7', sodass
| Z"| nur von k (und nicht von |Z|) abhangt.

m Lbse 7’ mit erschdpfender Suche.

Erschopfende Suche ‘:ﬁk
in einem geeigneten Suchbaum mit beschrankter Tiefe. {
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Kernbildung mit Linearer Programmierung
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VERTEX COVER als ILP QAT
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Problem: VERTEX COVER P
Finde Vertex Cover V' C V mit |V'| < k. V' heif3t Vertex Cover
genau dann, wenn flr jede Kante {v,w} € E gilt v € V' oder
wE V. (ist N'P-Schwer) o

Formulierung als ILP:

m Eine Variable x, fir jeden Knoten v € V.
— X, = 1 bedeutet v € V', x, = 0 bedeutet v ¢ V.

® Minimiere also
DX
xeV
unter den Nebenbedingungen

x, € {0,1} furalle v e V
Xy + Xy > 1 fur alle {v,w} € E
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VERTEX COVER als ILP QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Problem: VERTEX COVER P
Finde Vertex Cover V' C V mit |V'| < k. V' heif3t Vertex Cover
genau dann, wenn flr jede Kante {v,w} € E gilt v € V' oder
we V. (ist N'P-Schwer) o

.

Formulierung als ILP:

m Eine Variable x, fir jeden Knoten v € V.
— X, = 1 bedeutet v € V', x, = 0 bedeutet v ¢ V.

® Minimiere also
D X

xeV
unter den Nebenbedingungen
x, € {0,1} faralle v e V
Xy + Xy > 1 fur alle {v,w} € E

Relaxierung des ILP’s:
Ersetze Bedingung x, € {0,1} durch 0 < x, < 1.
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Fast ganzzahlige Lésung AT
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Lemma: Fast ganzzahlige Losung (Lemma 10.8)\
Das relaxierte LP hat eine optimale L6sung mit x, € {0, 3,1} furalle v € V. Eine
solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 Prof. Dr. Dorothea Wagner



Fast ganzzahlige Losung AT
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Lemma: Fast ganzzahlige Losung (Lemma 10.8)
Das relaxierte LP hat eine optimale Lésung mit x, € {0, 5,1} furalle v € V. Eine
solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Beweis:
m Sei(x,)ycv eine optimale Losung des LP.

m Ziel: finde Losung (x;),cv gleicher Gro3e mit x;7 € {O, 5,1} furallev e V.
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Fast ganzzahlige Lésung AT

Lemma: Fast ganzzahlige Losung (Lemma 10.8)\
Das relaxierte LP hat eine optimale Lésung mit x, € {0, 5,1} furalle v € V. Eine
solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Beweis:
m Sei(x,)ycv eine optimale Losung des LP.

m Ziel: finde Losung (x7),cv gleicher GroBe mit x; € {0

Definiere:

me= min {
x,¢{0,2,1}

(x,+¢ falls0<x <1
mox,=¢x,—¢ fallsi<x, <1

,2,1}f[]ra||ev€ V.

_1
V2

J

x, — 1|}

| Xy sonst

(x, —¢ falls0 < x, <1
m X/ =qx+e fallsl<x <1
X, sonst

\
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Fast ganzzahlige Lésung AT

Lemma: Fast ganzzahlige Losung (Lemma 10.8)\
Das relaxierte LP hat eine optimale Lésung mit x, € {0, 5,1} furalle v € V. Eine
solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Beweis:
m Sei(x,)ycy eine optimale Losung des LP.

m Ziel: finde Losung (x7),cv gleicher GroBe mit x € {O 1} furalle v € V.

!25

Definiere: Behauptung
m = min — 1|} (i) (x))vev und (x;)yev sind Lésungen
W #10,3.1} des LP

r mm
xo+e falls0O<x, <3 (i) Sx=x=3 x/

a X\// =<¢ x, —¢ falls % < x, <1 vev vev vev
(iii) (x,)vev oder (x),cv enthalt weniger

[ XV Sonst Variablen, die nlcht in {0, 3,1} sind
(x, —¢ falls0 < x, < % als (xy)vev

m X/ =(x+e fallsl<x <1 = Nach maximal n Schritten erhalt man
Xy sonst die gewlnschte LOsung (X} )vcv-
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Fast ganzzahlige Lésung QAT
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Lemma: Fast ganzzahlige Losung (Lemma 10.8)\

Das relaxierte LP hat eine optimale Lésung mit x, € {0, 5,1} furalle v € V. Eine
solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Behauptung (i) (x))vev und (x)ycv sind Losungen des LP.
m Zuzeigen:0 < x|,x, < 1flralleve Vundx]+x], >1flralle {v,w} € E

X +x,, > 1flralle {v,w} € E

. 1
m c= min Xvl, Xy — 51, [Xxy — 1
i (b b= = 11}

x,+¢ falls0<x <1
m X =40x —¢ fallsl<x <1
X, sonst

x,—¢ falls0<x, <3

m X/ =qx+e fallsl<x <1
X, sonst
==. Institut fur Theoretische Informatik
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Fast ganzzahlige Lésung QAT
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Lemma: Fast ganzzahlige Losung (Lemma 10.8)\

Das relaxierte LP hat eine optimale Lésung mit x, € {0, 5,1} furalle v € V. Eine
solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Behauptung (i) (x))vev und (x)ycv sind Losungen des LP.
m Zuzeigen:0 < x|,x, < 1flralleve Vundx]+x], >1flralle {v,w} € E
klar, da ¢ klein genug x! +x/" >1furalle {v,w} € E

. 1
m c= min Xvl, Xy — 51, [Xxy — 1
i (b b= = 11}

x,+¢ falls0<x <1
m X =40x —¢ fallsl<x <1
X, sonst

x,—¢ falls0<x, <3

m X/ =qx+e fallsl<x <1
X, sonst
==. Institut fur Theoretische Informatik
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Fast ganzzahlige Losung
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Lemma: Fast ganzzahlige Losung (Lemma 10.8)\
Das relaxierte LP hat eine optimale Lésung mit x, € {0, 5,1} furalle v € V. Eine
solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Behauptung (i) (x))vev und (x)ycv sind Losungen des LP.
m Zuzeigen:0 < x|,x, < 1flralleve Vundx]+x], >1flralle {v,w} € E

klar, da ¢ klein genug x;! + x> 1faralle {v,w} € E
m Sei{v,w} € Eundseio.B.dA. x, < xy. = = min bl b —ghlx - 10
Fallunterscheidung nach x,: x,+e falls0<x <3
m X =40x —¢ fallsl<x <1
| X, = 0 Xy, sonst
x,—¢ falls0<x, <3
0 O<XV<% m X/ =qx+e fallsl<x <1
Xy sonst
:
X >3
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Fast ganzzahlige Losung
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Lemma: Fast ganzzahlige Losung (Lemma 10.8)\
Das relaxierte LP hat eine optimale Lésung mit x, € {0, 5,1} furalle v € V. Eine
solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Behauptung (i) (x))vev und (x)ycv sind Losungen des LP.
m Zuzeigen:0 < x|,x, < 1flralleve Vundx]+x], >1flralle {v,w} € E

klar, da ¢ klein genug x! +x/" >1furalle {v,w} € E
m Sei{v,w} € Eundseio.B.dA. x, < xy. = = min bl b —ghlx - 10
Fallunterscheidung nach x,: x,+e falls0<x <3
, // m X =40x —¢ fallsl<x <1
O XV=O$XW=1$XW=1undXW=1. Xy sonst
x,—¢ falls0<x, <3
O O<XV<% m X/ =¢x+e falls] <x <1
Xy sonst
mox, > 1
V—_—2
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Fast ganzzahlige Losung
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Lemma: Fast ganzzahlige Losung (Lemma 10.8)\
Das relaxierte LP hat eine optimale Lésung mit x, € {0, 5,1} furalle v € V. Eine
solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Behauptung (i) (x))vev und (x)ycv sind Losungen des LP.
m Zuzeigen:0 < x|,x, < 1flralleve Vundx]+x], >1flralle {v,w} € E

klar, da ¢ klein genug x;! + x> 1faralle {v,w} € E
m Sei{v,w} € EundseioB.dA. x, < xy. o e=x¢r{noiq1}{\xv\,|xv—%MXV—H}
Fallunterscheidung nach x,: x,+e  falls0 < x, <}
, // m Xy =4x, —¢ fallsl<x <1
B x,=0=x,=1=x,=1und X, =1. X, sonst
/ /1 x,—¢ falls0<x, <2
: Xy =1=x, =1und x,, = 1. . ; ?
O O<XV<§:> 1 mox, =¢x+e fals; <x <1
oder 5 < Xy < 1 Xy sonst

/ /
=X, + X, =Xy +E+ Xy —E=Xy + Xy = 1
1/ 1/
’
X >3
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Fast ganzzahlige Losung
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L.

Lemma: Fast ganzzahlige Losung (Lemma 10.8)\
Das relaxierte LP hat eine optimale Lésung mit x, € {0, 5,1} furalle v € V. Eine
solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Behauptung (i) (x))vev und (x)ycv sind Losungen des LP.
m Zuzeigen:0 < x|,x, < 1flralleve Vundx]+x], >1flralle {v,w} € E

klar, da ¢ klein genug x;! + x> 1faralle {v,w} € E
m Sei{v,w} € EundseioB.dA. x, < xy. o e=x¢r{noiq1}{\xv\,|xv—%MXV—H}
Fallunterscheidung nach x,: x,+e  falls0 < x, <}
, // m Xy =4x, —¢ fallsl<x <1
B x,=0=x,=1=x,=1und X, =1. X, sonst
/ /1 x,—¢ falls0<x, <2
: Xy =1=x, =1und x,, = 1. . ; ?
O O<XV<§:> 1 mox, =¢x+e fals; <x <1
oder 5 < Xy < 1 Xy sonst

= X, + X, =Xy + €+ Xy — €= X, + Xy > 1
jX//+X/,=XV_8+Xw+£=Xv+XWZ1

> 5 und X, x >

V i

n X >

N|—
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Fast ganzzahlige Lésung AT
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Lemma: Fast ganzzahlige Losung (Lemma 10.8)\
Das relaxierte LP hat eine optimale L6sung mit x, € {0, 3,1} furalle v € V. Eine
solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Behauptung (ii) > x, = > x/, = > x//

= &= min {Ix| 1% — 3|, % — 1|}
vev vevV vevV A= )
. . . - 1
m Offensichtlich gilt fiir alle v € V: X+e falls0<x <3
1 m X, =qx—¢ falls]<x, <1
/ 1/
Xy = 5 (Xv + Xv) Xy sonst
x,—¢ falls0<x, <3
® Und damit auch: X/ ={x+e fallsl<x <1
1 Xy sonst
Xy = = X, + Y X
Y 2 v v 7
VeV VeV VeV Gesamtkosten von (x,)vev
Gesamtkosten von (xy)yc v Gesamtkosten von (x))ycv

Institut fir Theoretische Informatik
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Fast ganzzahlige Losung
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Lemma: Fast ganzzahlige Losung (Lemma 10.8)\
Das relaxierte LP hat eine optimale Lésung mit x, € {0, 2,1} firalle v € V. Eine

) O
solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.
\_
Behauptung (i) > x, = > x/ = > x/ moe= min {x) P - 2 Ix 1]}
veVv veV veV x#{0,3,1}
. . . .- 1
m Offensichtlich gilt fir alle v € V: el EBDS <)
1 m X, =4Xx,—¢ falls 53 < x, <1
/ 1/
Xy = 5 (Xv + Xv) Xy sonst
x,—¢ falls0<x, <3
® Und damit auch: X/ ={x+e fallsl<x <1
1 Xy sonst
VeV vev VeV Gesamtkosten von (x}/)yev
Gesamtkosten von (xy)yc v Gesamtkosten von (x))ycv
® Aus der Optimalitat der Losung (x,),cy folgt:
PIEEDIEED e
veV veV veV
==. Institut fur Theoretische Informatik
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Fast ganzzahlige Lésung AT
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Lemma: Fast ganzzahlige Losung (Lemma 10.8)\

Das relaxierte LP hat eine optimale Lésung mit x, € {0, 5,1} furalle v € V. Eine
solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Behauptung (iii) (x))vev oder (x')ycv enthalt weniger Variablen, die nicht in
{0, ] 5,1} sind als (x,)vev

: 1
m = min Xvl, Xy — 51, [xy — 1
b= 3= 1)

m Falls x, € {0, 5,1}, dann auch x;, x| € {0, % 1}. x,+¢ falls0 < x, < 1

— es geht also keine Variable ,verloren®* ® X ={x —¢ falls3 <x <t
Xy, sonst

m Aus der Wahl von ¢ folgt, dass mindestens eine Va- X, — ¢ falls0 < x, < 1

: . ‘
riable ,hinzu kommt®. m X/ ={x+e fallsl<x <1
X, sonst
==. Institut fur Theoretische Informatik
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Fast ganzzahlige Lésung AT

Lemma: Fast ganzzahlige Losung (Lemma 10.8)\
Das relaxierte LP hat eine optimale Lésung mit x, € {0, 5,1} furalle v € V. Eine
solche Losung kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Beweis:
m Sei(x,)ycy eine optimale Losung des LP.

m Ziel: finde Losung (x7),cv gleicher GroBe mit x € {O 1} furalle v € V.

,25

Definiere: Behauptung <— gerade bewiesen
m = min — 1|} (i) (x))vev und (x;)yev sind Lésungen
W #10,3.1} des LP

r mm
xo+e falls0O<x, <3 (i) Sx=x=3 x/

a X\// =<¢ x, —¢ falls % < x, <1 vev vev vev
(iii) (x,)vev oder (x),cv enthalt weniger

[ XV Sonst Variablen, die nlcht in {0, 3,1} sind
(x, —¢ falls0 < x, < % als (xy)vev

m X/ =(x+e fallsl<x <1 = Nach maximal n Schritten erhalt man
Xy sonst die gewlnschte LOsung (X} )vcv-
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Der Kern des Problems AT
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Betrachte Optimalldsung mit x, € {0, 1,1} furalle v € V.
m SeiV,={veV|x =r}furre{0, 3,1}

m Sei G, dervon V, induzierte Graph.

Lemma: Problemkern (Lemma 10.9)\
FUr den Wert vc(-) eines optimalen Vertex Covers gilt:

(i) ve(Gy) > 5| Vs
(ii) VC(G%) = vc(G) — | V4]

Beweis: spater

Interpretation: G% bildet den Problemkern
m Optimale Losung fur G% zusammen mit V; ist optimale Losung fur G (ii).

m Entweder G% ist klein oder die optimale Losung ist (zu) grof3 (i).

= Institut fir Theoretische Informatik
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Der Kern des Problems

Betrachte Optimallésung mit x, € {0, 5,1} flrallev € V.
m SeiV,={veV|x =r}furre{0, 3,1}
m Sei G, dervon V, induzierte Graph.

Lemma: Problemkern (Lemma 10.9)\
FUr den Wert vc(-) eines optimalen Vertex Covers gilt:

(i) ve(Gy) > 5| Vs
(ii) VC(G%) = vc(G) — | V4]

Beweis: spater

Interpretation: G% bildet den Problemkern
m Optimale Losung fur G% zusammen mit V; ist optimale Losung fur G (ii).

m Entweder G% ist klein oder die optimale Losung ist (zu) grof3 (i).
A(G = (V, E), k)
Berechne Lésung des LP mit x, € {0, 7,1}
K «— k— |V
if |V1| > 2k’ then return Es gibt kein VERTEX COVER der GréBe k in G
2

S’ < minimales VERTEX COVER fiir G+
2
return S’ U V4

=. Institut fir Theoretische Informatik
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Der Kern des Problems AT

Betrachte Optimalldsung mit x, € {0, 1,1} furalle v € V.
m SeiV,={veV|x =r}furre{0, 3,1}
m Sei G, dervon V, induzierte Graph.

Lemma: Problemkern (Lemma 10.9)\
FUr den Wert vc(-) eines optimalen Vertex Covers gilt:

(i) ve(Gy) > 5| Vs
(ii) VC(G%) = vc(G) — | V4]

Beweis: spater

Interpretation: G% bildet den Problemkern
m Optimale Losung fur G% zusammen mit V; ist optimale Losung fur G (ii).

m Entweder G% ist klein oder die optimale Losung ist (zu) grof3 (i).

AG = (V,E), k) A ist FPT-Algorithmus
Berechne Lésung des LP mit x, € {0, 1,1} polynomiell in n
K — k — |V
if |V%| > 2k’ then return Es gibt kein VERTEX COVER der GroBe k in G o)
S’ < minimales VERTEX COVER fur G1 exponentiell in |V | < 2k’ < 2k
return S’ U V, 2 i O(1)

SRS Institut fir Theoretische Informatik
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Der Kern des Problems
Betrachte Optimalldsung mit x, € {0, 1,1} furalle v € V.
m SeiV,={veV|x =r}furre{0, 3,1}

m Sei G, dervon V, induzierte Graph.

Lemma: Problemkern (Lemma 10.9)\
FUr den Wert vc(-) eines optimalen Vertex Covers gilt:

(i) ve(Gy) > 5| Vs
(ii) VC(G%) = vc(G) — | V4]

Beweis: spater

Interpretation: G% bildet den Problemkern
m Optimale Losung fur G% zusammen mit V; ist optimale Losung fur G (ii).

m Entweder G% ist klein oder die optimale Losung ist (zu) grof3 (i).

A(G=(V,E), k) Kernbildung — Allgemeine Losungsstrategie:
Berechne Losung des LP mit x, € {O, % 1} l0se ,Jeichten” Teil der Instanz; Ubrig bleibt der Kern
k' «+ k — |Vq] es gibt keine Lésung, wenn der Kern zu grof3 ist
if |V1| > 2k’ then return Es gibt kein VERTEX COVER der GréBe k in G

2

S’ < minimales VERTEX COVER fiir Gy I6se kleinen Kern optimal (ggf. Brute Force)
return S’ U V, kombiniere Losung des Kerns mit ,Jeichtem® Teill
4dhl

mmwem 'nstitut fur Theoretische Informatik
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Der Kern des Problems — Beweis AT
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Lemma: Problemkern (Lemma 10.9)\
Far den Wert vc(-) eines optimalen Vertex Covers gilt:

(i) ve(Gy) > 5| Vi
(ii) VC(G%) =vc(G) — | V4]

Beweis: Zeige zunachst folgende Aussagen:
(@) Sist Vertex Covervon G = S, = SN V, ist Vertex Cover von G; (r € {0, 5,1}

(b) S’ ist Vertex Cover von G: = S’ U V, ist Vertex Cover von G

= Institut fir Theoretische Informatik
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Der Kern des Problems — Beweis AT
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Lemma: Problemkern (Lemma 10.9)\
Far den Wert vc(-) eines optimalen Vertex Covers gilt:

(i) ve(Gy) > 5| Vi
(ii) VC(G%) =vc(G) — | V4]

Beweis: Zeige zunachst folgende Aussagen:
(@) Sist Vertex Covervon G = S, = SN V, ist Vertex Cover von G; (r € {0, 5,1}

(b) S’ ist Vertex Cover von G: = S’ U V, ist Vertex Cover von G

Zu (a): Sei {v, w} € E, eine Kante in G,
m Dannistv e Soderw € Sunddamitv € S, oder w € S,.

= Institut fir Theoretische Informatik
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Der Kern des Problems — Beweis AT
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Lemma: Problemkern (Lemma 10.9)\
Far den Wert vc(-) eines optimalen Vertex Covers gilt:

(i) ve(Gy) > 5| Vi
(ii) VC(G%) =vc(G) — | V4]

Beweis: Zeige zunachst folgende Aussagen:
(@) Sist Vertex Covervon G = S, = SN V, ist Vertex Cover von G; (r € {0, 5,1}

(b) S’ ist Vertex Cover von G: = S’ U V, ist Vertex Cover von G

Zu (a): Sei {v, w} € E, eine Kante in G,

m Dannistv e Soderw € Sunddamitv € S, oder w € §S,.

Zu (b): Sei {v,w} € E eine Kante in G

m Fall1:v e Vj oder w € V; = e wird durch Knoten in V; abgedecki.
m Fall2:v e V;undw e Vi = e wird durch Knoten in S’ abgedeckt.

m Weitere Falle kdonnen nicht auftreten, da sonst x, + x,, < 1
= S’ U V; ist Vertex Cover von G.

..= Institut fir Theoretische Informatik
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Der Kern des Problems — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lemma: Problemkern (Lemma 10.9)\
Far den Wert vc(-) eines optimalen Vertex Covers gilt:

(i) ve(Gy) > 5| Vi
(ii) VC(G%) =vc(G) — | V4]

Beweis: Zeige zunachst folgende Aussagen:
(@) Sist Vertex Covervon G = S, = SN V, ist Vertex Cover von G; (r € {0, 5,1}

(b) S’ ist Vertex Cover von G: = S’ U V, ist Vertex Cover von G
Sei S’ minimales Vertex Cover von Gs, also |S’| = ve(Gh). Es folgt:

1
2
1

S| + [V4] > ve(G) ZZXV= E\Vg|+|V1\

Aus (b) folgt: S’ U V4 ist Vertex Cover. veVv
S’ U V4 ist nicht kleiner als Optimum Optimum ist nicht kleiner als LP-Losung
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Der Kern des Problems — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lemma: Problemkern (Lemma 10.9)\
Far den Wert vc(-) eines optimalen Vertex Covers gilt:

(i) ve(Gy) > 5| Vi
(ii) VC(G%) =vc(G) — | V4]

Beweis: Zeige zunachst folgende Aussagen:
(@) Sist Vertex Covervon G = S, = SN V, ist Vertex Cover von G; (r € {0, 5,1}

(b) S’ ist Vertex Cover von G: = S’ U V, ist Vertex Cover von G
Sei S’ minimales Vertex Cover von Gs, also S| = ve(Gy). Es folgt:

1
S| + [V4] > ve(G) ZZXV= E\Vg|+|V1\

Aus (b) folgt: S’ U V4 ist Vertex Cover. veVv
S’ U V4 ist nicht kleiner als Optimum Optimum ist nicht kleiner als LP-Losung

Umstellen ergibt Aussage (i):

1
ve(Gy) =[S = 5|V

N —
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Der Kern des Problems — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lemma: Problemkern (Lemma 10.9)\
Far den Wert vc(-) eines optimalen Vertex Covers gilt:

(i) ve(Gy) > 5| Vi
(ii) VC(G%) =vc(G) — | V4]

Beweis: Zeige zunachst folgende Aussagen:
(@) Sist Vertex Covervon G = S, = SN V, ist Vertex Cover von G; (r € {0, 5,1}

(b) S’ ist Vertex Cover von G: = S’ U V, ist Vertex Cover von G
Sei S’ minimales Vertex Cover von Gs, also S| = ve(Gy). Es folgt:

Ve(Gy) +| V| = 8| + | V4| = ve(G) Ve(G) = ve(Gy) + | V4]

Aus (b) fOIgt S, U V1 ist Vertex Cover. noch zu Zeigen, damit (|i) g||t
S’ U V; ist nicht kleiner als Optimum
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Der Kern des Problems — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lemma: Problemkern (Lemma 10.9)\
Far den Wert vc(-) eines optimalen Vertex Covers gilt:

(i) ve(Gy) > 5| Vi
(ii) VC(G%) =vc(G) — | V4]

Beweis: Zeige zunachst folgende Aussagen:
(@) Sist Vertex Covervon G = S, = SN V, ist Vertex Cover von G; (r € {0, 5,1}

(b) S’ ist Vertex Cover von G: = S’ U V, ist Vertex Cover von G
Sei S’ minimales Vertex Cover von Gs, also |S’| = ve(Gh). Es folgt:

ve(Gy) + | Vi| =S| + [ V4] = ve(G) ve(G) = ve(Gy) + | Vi)

Aus (b) fOIgt S, U V1 ist Vertex Cover. noch zu Zeigen, damit (|i) g||t
S’ U V; ist nicht kleiner als Optimum

Sei S minimales Vertex Cover von G, also |S| = vc(G). Es folgt:
ve(G) = S| =[Sy + [So + [Si| = ve(Gy) + [Sol + [ St

Aus (a) folgt: S% ist Vertex Cover von
G% und damit nicht kleiner als Optimum

1
2
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Der Kern des Problems — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lemma: Problemkern (Lemma 10.9)\
Far den Wert vc(-) eines optimalen Vertex Covers gilt:

(i) ve(Gy) > 5| Vi
(ii) VC(G%) =vc(G) — | V4]

Beweis: Zeige zunachst folgende Aussagen:
(@) Sist Vertex Covervon G = S, = SN V, ist Vertex Cover von G; (r € {0, 5,1}

(b) S’ ist Vertex Cover von G: = S’ U V, ist Vertex Cover von G
Sei S’ minimales Vertex Cover von Gs, also |S’| = ve(Gh). Es folgt:

1
2
VC(G%)+\V1\ =S| + | V4| > vc(G) ve(@G) > VC(G%) + | V4|
Aus (b) folgt: S’ U V4 ist Vertex Cover. noch zu zeigen, damit (ii) gilt
S’ U V; ist nicht kleiner als Optimum

Sei S minimales Vertex Cover von G, also |S| = vc(G). Es folgt:

ve(G) = |S| = \S%] +|So| + |S1] = ve(Gy) + |So| + | Sy ]
W‘J

Aus (a) folgt: S: ist Vertex Cover von > \V ‘,?
2 = 11

G% und damit nicht kleiner als Optimum
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Der Kern des Problems — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Lemma: Problemkern (Lemma 10.9)\
Far den Wert vc(-) eines optimalen Vertex Covers gilt:

(i) ve(Gy) > 5| Vi
(ii) VC(G%) =vc(G) — | V4]

\_
Beweis: Sei S minimales Vertex Cover von G
Nur noch zu zeigen: | V4| < [Sp| + | Sy

c0O @© O
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Der Kern des Problems — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Lemma: Problemkern (Lemma 10.9)\
Far den Wert vc(-) eines optimalen Vertex Covers gilt:

(i) ve(Gy) > 5| Vi
(ii) VC(G%) =vc(G) — | V4]

\_
Beweis: Sei S minimales Vertex Cover von G
Nur noch zu zeigen: | V4| < [Sp| + | Sy

coO ® O
Definiere (x;),cyv wie folgt:
(1 fallsve S (o)
falsve V;\S; ©
X, = % oderveV: 00O
oderv € Sy o

\O sonst ®
Behauptung:
(x})vev ist Losung des LP

N|—
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Der Kern des Problems — Beweis AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Lemma: Problemkern (Lemma 10.9)\
Far den Wert vc(-) eines optimalen Vertex Covers gilt:

(i) ve(Gy) > 5| Vi
(ii) VC(G%) =vc(G) — | V4]

\_
Beweis: Sei S minimales Vertex Cover von G
Nur noch zu zeigen: | V4| < [Sp| + | Sy

coO ® O

Definiere (x;),cyv wie folgt: Beweis der Behauptung:

(1 falls v € S, fo) Zu zeigen: x|, + x;, > 1furalle {v,w} € E

; falsveVi\S O = FaII1:v,W€V1UV%U80:>X(,,X,§V2%
X\’/=< oderveV% Oo OOOO ‘:>x"/+x;vz1
oder v € S @ » FaAl2ve W\Sy=weES =X +x, =1

|0 sonst ) ® (o)
Behauptung: m Fall3:weW\So=VveES =x,+x|, =1
(X\,/)vev ist Losung des LP (symmetrisch zu Fall 2) @ O
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Der Kern des Problems — Beweis AT

Lemma: Problemkern (Lemma 10.9)\
Far den Wert vc(-) eines optimalen Vertex Covers gilt:

(i) ve(Gy) > 5| Vi
(ii) VC(G%) =vc(G) — | V4]

\_
Beweis: Sei S minimales Vertex Cover von G
Nur noch zu zeigen: | V4| < [Sp| + | Sy

00 ©® O E&siolgi: (X,)vey ist optimal
fol

Deflnlfre( ")vev wie folgt: 2\V1!+!V1\—ZXVSZX

1 fallsv e S; © vwe 00 .cv vev

1

; fallsveVi\S © = 3[So| + V| + 2IVi \ S| + Sy
X! =4 oderveV: 0@ v vw v (o)

oderveS @ = 318o] + 31y | + 2IVi] + BIS1

\O sonst () - vw vw v
Behauptung: (gerade bewiesen) = Vi < S| + |54
(x})vev ist Losung des LP cO ® O
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Karlsruher Institut fur Technologie

Regulare Sprachen
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Erkennen regularer Sprachen AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Problem:
Gegeben seien ein Text T, sowie ein regularer Ausdruck R. Ist T ein Wort der

Sprache L(R)?

Beispiel: Regularer Ausdruck

R = ((al@uc)*b)*(buU c)*)*

= R beschreibt die Sprache L(R) aller Worter Uiber dem Alphabet ~ = {a, b, ¢} in
denen nach jedem Auftreten eines a’'s auch noch ein b auftritt.

(1] - Ll a
Reprasentation als endlicher Automat: .._@
Testob T € L(R): Simulation des Automaten. | b |
b, C a, C
==. Institut fir Theoretische Informatik
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Erkennen regularer Sprachen AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

~

Problem:
Gegeben seien ein Text T, sowie ein regularer Ausdruck R. Ist T ein Wort der
Sprache L(R)?

Beispiel: Regularer Ausdruck

R = ((al@uc)*b)*(buU c)*)*

= R beschreibt die Sprache L(R) aller Worter Uiber dem Alphabet ~ = {a, b, ¢} in
denen nach jedem Auftreten eines a’'s auch noch ein b auftritt.

a
Reprasentation als endlicher Automat: ..,@
Testob T € L(R): Simulation des Automaten. ‘ b ‘
Zu beantwortende Fragen: b, a,C

m Wie konstruiert man (effizient) einen endlichen Automaten zu einem gegebenen
reqularen Ausdruck?

® Wie simuliert man ein Wort effizient?

m NEA oder DEA?
(NEA/DEA: nichtdeterministischer/deterministischer endlicher Automat)
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Regulérer Ausdruck — NEA AT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Rekursive Definition eines regularen Ausdrucks:

m Die leere Menge (), das leere Wort ¢ und einzelne Zeichen x € X sind regulare
Ausdricke.

m Fir zwei reguldre Ausdriicke «, 3 sind auch () U (3), () - (B), ()" und (ox)*
regulare Ausdrlcke.

NEA'’s fur die atomaren Ausdriicke:

@: £ >: X:

2 2

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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Regularer Ausdruck — NEA AN{]]

Karlsruher Institut fur Technologie

Rekursive Definition eines regularen Ausdrucks:

m Die leere Menge (), das leere Wort ¢ und einzelne Zeichen x € X sind regulare
Ausdricke.

m Fir zwei reguldre Ausdriicke «, 3 sind auch () U (3), () - (B), ()" und (ox)*
regulare Ausdrlcke.

NEA'’s fur die atomaren Ausdriicke:

Q): £: >: X

2 2
Zusammengesetzte Ausdrucke:

(o) U (B): NEA fiir o @

@ .00
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Regulérer Ausdruck — NEA AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Rekursive Definition eines regularen Ausdrucks:

m Die leere Menge (), das leere Wort ¢ und einzelne Zeichen x € X sind regulare
Ausdricke.

m Fir zwei reguldre Ausdriicke «, 3 sind auch () U (3), () - (B), ()" und (ox)*
regulare Ausdrlcke.

NEA'’s fur die atomaren Ausdriicke:

(Z): £: >: X

2 2
Zusammengesetzte Ausdrucke:

(x) U (P): NEA fur (x) U () NEA fir o @

NEA fiir B

=. Institut fir Theoretische Informatik
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Regulérer Ausdruck — NEA AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Rekursive Definition eines regularen Ausdrucks:

m Die leere Menge (), das leere Wort ¢ und einzelne Zeichen x € X sind regulare
Ausdricke.

m Fir zwei reguldre Ausdriicke «, 3 sind auch () U (3), () - (B), ()" und (ox)*
regulare Ausdrlcke.

NEA'’s fur die atomaren Ausdriicke:

Q): £: >: X

2 2
Zusammengesetzte Ausdrucke:

() - (B):

NEAfira () NEA fir B

~@ - O ...@@
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Regulérer Ausdruck — NEA AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Rekursive Definition eines regularen Ausdrucks:

m Die leere Menge (), das leere Wort ¢ und einzelne Zeichen x € X sind regulare
Ausdricke.

m Fir zwei reguldre Ausdriicke «, 3 sind auch () U (3), () - (B), ()" und (ox)*
regulare Ausdrlcke.

NEA'’s fur die atomaren Ausdriicke:

(Z): £: >: X

2 2
Zusammengesetzte Ausdrucke:

() - (B):

NEA fir () - (B)

oW @%\5‘”?. O ©

=. Institut fir Theoretische Informatik
AR
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014



Regularer Ausdruck — NEA AN{]]

Karlsruher Institut fur Technologie

Rekursive Definition eines regularen Ausdrucks:

m Die leere Menge (), das leere Wort ¢ und einzelne Zeichen x € X sind regulare
Ausdricke.

m Fir zwei reguldre Ausdriicke «, 3 sind auch () U (3), () - (B), ()" und (ox)*
regulare Ausdrlcke.

NEA'’s fur die atomaren Ausdriicke:

Q): £: >: X

2 2
Zusammengesetzte Ausdrucke:

(0)*:
NEAfira ()
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Regularer Ausdruck — NEA AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Rekursive Definition eines regularen Ausdrucks:

m Die leere Menge (), das leere Wort ¢ und einzelne Zeichen x € X sind regulare
Ausdricke.

m Fir zwei reguldre Ausdriicke «, 3 sind auch () U (3), () - (B), ()" und (ox)*
regulare Ausdrlcke.

NEA'’s fur die atomaren Ausdriicke:

(Z): £: >: X

2 2
Zusammengesetzte Ausdrucke:

(o)™ NEA fiir (o)

A—éEAfL‘S%D
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Regularer Ausdruck — NEA AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Rekursive Definition eines regularen Ausdrucks:

m Die leere Menge (), das leere Wort ¢ und einzelne Zeichen x € X sind regulare
Ausdricke.

m Fir zwei reguldre Ausdriicke «, 3 sind auch () U (3), () - (B), ()" und (ox)*
regulare Ausdrlcke.

NEA'’s fur die atomaren Ausdriicke:

(Z): £: >: X

2 2
Zusammengesetzte Ausdrucke:

(0™ NEA fir (o)

A—éEAfL‘S%D
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Simulation des NEA AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

GroBe des NEA'’s: Der so konstruierte NEA hat O(k) viele Zusténde, wobei k = |R)
die Lange des regularen Ausdrucks ist.

Simulation eines Wortes T:

m Erinnerung: T wird akzeptiert, wenn es eine Ausflhrung gibt, die in einem End-
zustand landet.

m Alle moglichen Ausfihrungen auflisten — zu aufwendig.

m Markiere stattdessen zu jedem Zeitpunkt alle Zustande, in denen man sich ak-
tuell befinden konnte.

m Berechne daraus, abhangig vom nachsten Zeichen, die neue Markierung.

m Akzeptiere, wenn am Ende ein Endzustand markiert ist.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014



Simulation des NEA AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

GroBe des NEA'’s: Der so konstruierte NEA hat O(k) viele Zusténde, wobei k = |R)
die Lange des regularen Ausdrucks ist.

Simulation eines Wortes T:

m Erinnerung: T wird akzeptiert, wenn es eine Ausflhrung gibt, die in einem End-
zustand landet.

m Alle moglichen Ausfihrungen auflisten — zu aufwendig.

m Markiere stattdessen zu jedem Zeitpunkt alle Zustande, in denen man sich ak-
tuell befinden konnte.

m Berechne daraus, abhangig vom nachsten Zeichen, die neue Markierung.
m Akzeptiere, wenn am Ende ein Endzustand markiert ist.

Laufzeit:
O(k) Aufwand far jedes Gelesene Zeichen = insgesamt O(k - n).

Geht das Schneller?
ldee: In einem DEA braucht die Ausfuhrung nur O(1) Zeit pro Zeichen.
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NEA — DEA AT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Potenzmengenkonstruktion (ldee): (bekannt aus TGI)
m Ein Knoten in dem DEA entspricht einer Teilmenge von Knoten in dem NEA.

m Eine solche Teilmenge kommt als Knoten vor, wenn sie als Markierung in einer
Abarbeitung vorkommen kann.

m Die Ubergéange wandeln entsprechend Markierungen ineinander um.

m Ein Zustand des DEA ist akzeptierend, falls er einen akzeptierenden Zustand
des NEA enthalt.
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NEA — DEA AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Potenzmengenkonstruktion (ldee): (bekannt aus TGI)
m Ein Knoten in dem DEA entspricht einer Teilmenge von Knoten in dem NEA.

m Eine solche Teilmenge kommt als Knoten vor, wenn sie als Markierung in einer
Abarbeitung vorkommen kann.

m Die Ubergéange wandeln entsprechend Markierungen ineinander um.

m Ein Zustand des DEA ist akzeptierend, falls er einen akzeptierenden Zustand
des NEA enthalt.

Laufzeit:

m Der resultierende DEA kann O(2%) (also exponentiell) grof3 sein.
m Die Simulation von n Zeichen dauert dennoch nur O(n) Zeit.

m Laufzeit: O(2* + n). = FPT beziiglich Parameter k.

Beachte:

Auch wenn es einen polynomiellen Algorithmus mit Laufzeit O(k - n) gibt, kann es
schneller sein den FPT-Algorithmus zu verwenden (fur k << n).
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Ein kleinerer DEA? AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Kann man einen kleineren DEA finden?

Behauptung:
Der folgende NEA beschreibt eine Sprache, fir die jeder DEA 2% Zustande braucht.

1 0,1 0,1 0,1 0,1

0, 1
(akzeptiert werden alle Worter, die an der k-letzten Stelle eine 1 hatten)
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Ein kleinerer DEA? AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Kann man einen kleineren DEA finden?

Behauptung:
Der folgende NEA beschreibt eine Sprache, fir die jeder DEA 2% Zustande braucht.

1 0,1 0,1 0,1 0,1

0, 1
(akzeptiert werden alle Worter, die an der k-letzten Stelle eine 1 hatten)

Beweis Idee:

®m Jedes der k zuletzt gelesenen Zeichen kann flr die Akzeptanz entscheidend
sein. (der DEA weif3 nicht wie lang das Wort ist)

m Unterscheiden sich die letzten k Zeichen zweier Eingaben, so muss der DEA in
unterschiedlichen, nichtaquivalenten Zustanden sein.

m Es gibt 2¥ verschiedene Zeichenketten der Lange k = 2% Zusténde nétig.
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