AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Algorithmen |
Vorlesung am 16.01.2014

Approximierende Algorithmen: APAS fir Bin Packing

INSTITUT FUR THEORETISCHE INFORMATIK - PROF. DR. DOROTHEA WAGNER

KIT — Universitat des Landes Baden-Wirttemberg und
nationales Forschungszentrum in der Helmholtz-Gemeinschaft



AT

Karlsruher Institut fur Technologie

APAS fUr Bin Packing

i..EE Institut fUr Theoretische Informatik

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 ww Prof. Dr. Dorothea Wagner



Wiederholung: Bin Packing — Definition QAT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

endliche Menge M = {a, ..., a,}
mit Gewichtsfunktion s: M — (0, 1] —

N ——

5(31)[ 2 1

- — —

Eimer (Bins) mit Fassungsvermogen 1
Schreibe fur Elementgrof3e s(a;) auch kurz s;.

Problem: BIN PACKING )
Weise die Elemente in M einer minimalen Anzahl an Bins By, ..., B, zu, sodass
far jeden Bin B gilt: Z s(a) < 1
1] =
aeB

.

BIN PACKING ist NP-schwer.
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Problem: BIN PACKING )
Weise die Elemente in M einer minimalen Anzahl an Bins By, ..., B, zu, sodass
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Eimer (Bins) mit Fassungsvermogen 1

Schreibe flr Elementgrof3e s(a;) auch kurz s;. 3 Bins
Problem: BIN PACKING )
Weise die Elemente in M einer minimalen Anzahl an Bins By, ..., B, zu, sodass
far jeden Bin B gilt: Z s(a) < 1
1] =
aeB

.

BIN PACKING ist NP-schwer.
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Asymptotisches PAS AT
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Definition: Asymptotische Approximation
Sei A ein Algorithmus. Definiere die asymptotische Gitegarantie R, wie folgt:

R% =inf{r > 1| Esgibt N > 0, sodass R 4(/) < r fur alle I mit OPT(/) > N }

Falls RY <1+ ¢, soist A ein asymptotisch ¢-approximativer Algorithmus.

.

Beispiel:
Sei A ein Algorithmus mit A(/) < % - OPT(/) + 1 fUr alle Instanzen /.

= A hat die asymptotische Giitegarantie R = 3.
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Asymptotisches PAS AT

Definition: Asymptotische Approximation
Sei A ein Algorithmus. Definiere die asymptotische Gitegarantie R, wie folgt:

R% =inf{r > 1| Esgibt N > 0, sodass R 4(/) < r fur alle I mit OPT(/) > N }

Falls RY <1+ ¢, soist A ein asymptotisch ¢-approximativer Algorithmus.

Beispiel:
Sei A ein Algorithmus mit A(/) < g - OPT(/) + 1 far alle Instanzen /.

= A hat die asymptotische Glitegarantie R = %

Definition: Asymptotisches PAS (APAS) (Definition 7.16)\
Ein asymptotisches PAS (APAS) ist eine Familie von Algorithmen {A. | ¢ > 0},
sodass A, ein asymptotisch e-approximativer Algorithmus ist.

{A. | € > 0} ist ein asymptotisches vollpolynomielles PAS (AFPAS), wenn die
Laufzeit von A, polynomiell in I ist.

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
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APAS fir Bin Packing — Uberblick AT
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Unser Ziel:
Finde APAS {A;. | ¢ > 0}, sodass fir alle Instanzen / von BIN PACKING gilt:

Ac() < (1 +¢)-0OpPT(/) + 1

Damit kommt man beliebig nahe an die optimale Losung heran, bis auf einen
zusatzlichen Bin (daher ein APAS und kein PAS).

Strategie: Benutze folgende Techniken
m Restriktion von BIN PACKING
m Entfernen kleiner Elemente

m Lineares Gruppieren

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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RESTRICTED BIN PACKING (RBP) AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Zwei Einschrankungen:

m Die ElementgroBen s4,...,S, sind auf m

erlaubte GréBen V = {v;,..., vy} einge- —
schrankt (m < n). 1 Tl —
" Vi> 2V ]5

m Fir jede erlaubte GroBe v; qgilt v; > 0.

Instanz von RBP[6, m] ist gegeben durch Anzahl n; jeder Grol3e v;.

< N < Y <

a|la||as
@l
n =3 N3 =

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 Prof. Dr. Dorothea Wagner



RESTRICTED BIN PACKING (RBP) AT
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Zwei Einschrankungen:

m Die ElementgroBen s4,...,S, sind auf m il
erlaubte GréBen V = {v;,..., vy} einge- —
schrankt (m < n). 1 ol —
" Vi> 2V - ]6
m Fir jede erlaubte GroBe v; qgilt v; > 0.
Bin-Typen - \‘;3/ \‘;3/

m Eine Zuweisung von Elementen 1 G S ——
auf ein Bin ist durch ein m-Tupel Vi v - V3 =l
Ty =(Ty,..., T; ) gegeben. i Va
m Ein Tupel T; heiBt Bin-Typ, falls E E B
m
T - v, <1
j; i = (1,0,0) (0,1,0) (0,1,1) (0,0, 1) 002 ) (0,0,3)

Wie viele Bin-Typen kann es geben?

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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RESTRICTED BIN PACKING (RBP) QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Zwei Einschrankungen:

m Die ElementgréBen sy,...,s, sind auf m i
erlaubte GréBen V = {v;,..., vy} einge- —
schrankt (m < n). 1 Tl —
" Vi> 2V - ]5
m Fir jede erlaubte GroBe v; qgilt v; > 0.
Bin-Typen - \‘;3/ \‘;3/

m Eine Zuweisung von Elementen 1 G S ——
auf ein Bin ist durch ein m-Tupel Vi v v V3 &
2 2 N —1
Ty =(Ty,..., T; ) gegeben. Va
m Ein Tupel T, heiBt Bin-Typ, falls E E E
m
2 Ty vy <1
=

(1,0,0) (0,1,0) (0,1,1) (0,0,1) 002 ) (0,0,3)

Lemma: Anzahl Bin-Typen (Lemma 7.18)}

Sei k = | 5 |. Dann gilt fir die Anzahl g(5, m) an Bin-Typen: q(§, m) < (m;k)

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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Anzahl Bin-Typen — Beweis AT
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Lemma: Anzahl Bin-Typen (Lemma 7.18)
Sei k = | 1|. Dann gilt fir die Anzahl g(8, m) an Bin-Typen: q(5, m) < (™)
Beweis:
m Keine zu kleinen Elemente (v; > §) = jeder Bin enthalt max. k = | ¢ | Elemente.
m
m Esfolgt: ) T, <k
=
Wie viele Méglichkeiten gibt es, .. . aquivalent

® Anzahlen fir m Elemente zu wahlen, die sich zu k" < k aufsummieren?/ '/

® Anzahlen fur m + 1 Elemente zu wahlen, die sich genau zu k aufsummieren?

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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Anzahl Bin-Typen — Beweis AT
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Lemma: Anzahl Bin-Typen (Lemma 7.18)
Sei k = | 1|. Dann gilt fir die Anzahl g(8, m) an Bin-Typen: q(5, m) < (™)
Beweis:
m Keine zu kleinen Elemente (v; > §) = jeder Bin enthalt max. k = | ¢ | Elemente.
m
m Esfolgt: ) T, <k
=
Wie viele Méglichkeiten gibt es, .. . aquivalent

® Anzahlen fir m Elemente zu wahlen, die sich zu k" < k aufsummieren?/ '/

® Anzahlen fur m + 1 Elemente zu wahlen, die sich genau zu k aufsummieren?

Bekannt aus der Kombinatorik: () Méglichkeiten  (Kombinationen mit Wiederholung)
Wie zeigt man das?
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Anzahl Bin-Typen — Beweis AT
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Lemma: Anzahl Bin-Typen (Lemma 7.18)
Sei k = | 1|. Dann gilt fir die Anzahl g(8, m) an Bin-Typen: q(5, m) < (™)
Beweis:
m Keine zu kleinen Elemente (v; > §) = jeder Bin enthalt max. k = | ¢ | Elemente.
m
m Esfolgt: ) T, <k
=
Wie viele Méglichkeiten gibt es, .. . aquivalent

® Anzahlen fir m Elemente zu wahlen, die sich zu k" < k aufsummieren?/ '/
® Anzahlen fur m + 1 Elemente zu wahlen, die sich genau zu k aufsummieren?

Bekannt aus der Kombinatorik: () Méglichkeiten  (Kombinationen mit Wiederholung)

K
Wie zeigt man das”?
Kodiere m+1 Anzahlen unar: 9

XX | X | | Xxx | | X
2 10 3 01
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Anzahl Bin-Typen — Beweis AT
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Lemma: Anzahl Bin-Typen (Lemma 7.18)
Sei k = | 1|. Dann gilt fir die Anzahl g(8, m) an Bin-Typen: q(5, m) < (™)
Beweis:
m Keine zu kleinen Elemente (v; > §) = jeder Bin enthalt max. k = | ¢ | Elemente.
m
m Esfolgt: ) T, <k
=
Wie viele Méglichkeiten gibt es, .. . aquivalent

® Anzahlen fir m Elemente zu wahlen, die sich zu k" < k aufsummieren?/ '/
® Anzahlen fur m + 1 Elemente zu wahlen, die sich genau zu k aufsummieren?

Bekannt aus der Kombinatorik: () Méglichkeiten  (Kombinationen mit Wiederholung)

K
Wie zeigt man das”?
Kodiere m+1 Anzahlen unar: 9

XIX[TIX[TTTIXIX[X[TTT]x] Man wahlt also aus k + m Platzen k Platze aus, die ein X
2 10 3 0 1 enthalten (die restlichen m enthalten den ,Trenner” |)

= ("™*) Méglichkeiten

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 Prof. Dr. Dorothea Wagner



Formulierung als ILP AT
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Darstellung einer Losung
m Eine Losung einer Instanz von RBP[0, m] kann dadurch charakterisiert werden,
wie viele Bins von jedem der g = q(d, m) Bin-Typen vorkommen.

m = Losung ist durch ein g-Tupel X = (x4, ..., Xq) gegeben, wobei x; die Anzahl
der Bins vom Typ T; ist.

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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Formulierung als ILP AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Darstellung einer Losung

m Eine Losung einer Instanz von RBP[0, m] kann dadurch charakterisiert werden,
wie viele Bins von jedem der g = g(d, m) Bin-Typen vorkommen.

m = Losung ist durch ein g-Tupel X = (x4, ..., Xq) gegeben, wobei x; die Anzahl
der Bins vom Typ T; ist.

Formuliere RBP |8, m|-Instanz / als ganzzahliges lineare Programm (ILP)
m Benutze die x; im Tupel X als Variablen.

m Fir jede erlaubte GréBe v; (fir j € {1, ..., m}) stelle folgende Bedingung auf:
q

E Xt'th=nj

t=1
Anzahl der Bins von Typ T;

Anzahl Elemente der GroBe v; in Bin-Typ T;
Anzahl Elemente der GroBe v; fir X = (x1, ..., Xg) Anzahl Elemente der GroBe v; in /.

q
m Die Anzahl Bins in der Lésung X ist gerade > _ x; (das soll minimiert werden)

i=1

=. Institut fir Theoretische Informatik
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Formulierung als ILP AT
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Wie groB ist das ILP?

® Anzahl Variablen: g(d, m).
® Anzahl Nebenbedingungen: m.
m+k 1

— q(d, m) ist exponentiell in m und % (Erinnerung: q(5, m) < (%), mitk = | £ )

Die GrofB3e des ILP ist unabhangig von n und damit konstant, falls m und 6 konstant.

~

Satz: Algorithmus fir RBP (Satz 7.21)
Eine Instanz / von RBP[0, m] kann in O(n + (5, m)) geldst werden, wobei f(d, m)

eine Konstante ist, die nur von 6 und m abhangt.

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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Formulierung als ILP AT
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Wie groB ist das ILP?

® Anzahl Variablen: g(d, m).
® Anzahl Nebenbedingungen: m.
— q(d, m) ist exponentiell in m und % (Erinnerung: q(8, m) < (m;k), mitk = [ £])

Die GrofB3e des ILP ist unabhangig von n und damit konstant, falls m und 6 konstant.

Satz: Algorithmus fiir RBP (Satz 7.21)
Eine Instanz / von RBP[0, m] kann in O(n + (5, m)) geldst werden, wobei f(d, m)
eine Konstante ist, die nur von 6 und m abhangt.

Strategie: Benutze folgende Techniken

m Restriktion von BIN PACKING  <— gerade gesehen

m Entfernen kleiner Elemente < damit & nicht zu klein ist
m Lineares Gruppieren <— damit m nicht zu grof3 ist

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
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Entfernen kleiner Elemente QAT
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Lemma: Kleine Elemente (Lemma 7.22)\
Sei | eine Instanz von BIN PACKING mit einer Teillosung, die alle Elemente der

GroBe s; > dfur0 < o < % in 3 Bins packt. Die Teillosung kann zu einer Losung
von | erweitert werden, die maximal max{f3, (1 +2 - 8) - OpPT(/) + 1} Bins bendtigt.

Beweis: Flge kleine Elemente mittels FIRST FIT ein.
® FIRST FIT fangt nur dann einen neuen Bin an, wenn das einzufligende Element
in keinen existierenden Bin passt.

m Fall 1: Kein neuer Bin wird angefangen. = Es werden nur 3 Bins bendtigt.

m Fall 2: Es werden 3’ > (3 Bins benétigt. = Alle bis auf ein Bin sind mindestens
zu 1 — & gefillt. Es folgt:

OPT() > Size() > (1 —98) - (B’ — 1)

(SizE(/) ist die Gesamigrofie
der Elemente)

..= Institut fir Theoretische Informatik
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Entfernen kleiner Elemente AT
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Lemma: Kleine Elemente (Lemma 7.22)\
Sei | eine Instanz von BIN PACKING mit einer Teillosung, die alle Elemente der

GroBe s; > dfur0 < o < % in 3 Bins packt. Die Teillosung kann zu einer Losung
von | erweitert werden, die maximal max{f3, (1 +2 - 8) - OpPT(/) + 1} Bins bendtigt.

Beweis: Flge kleine Elemente mittels FIRST FIT ein.
® FIRST FIT fangt nur dann einen neuen Bin an, wenn das einzufligende Element
in keinen existierenden Bin passt.

m Fall 1: Kein neuer Bin wird angefangen. = Es werden nur 3 Bins bendtigt.

m Fall 2: Es werden 3’ > (3 Bins benétigt. = Alle bis auf ein Bin sind mindestens
zu 1 — & gefillt. Es folgt:

OPT() > Size() > (1 —98) - (B’ — 1)
= B’ < %-OPT(I)+1
1+6— 26°
<
= 1%

< 3 =>282<85=0<5—28
- OPT(/) + 1

(SizE(/) ist die Gesamigrofie
der Elemente)
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Entfernen kleiner Elemente AT
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Lemma: Kleine Elemente (Lemma 7.22)
Sei | eine Instanz von BIN PACKING mit einer Teillosung, die alle Elemente der
GroBe s; > dfur0 < & < 1 > in [3 Bins packt. Die Teillosung kann zu einer Losung
von | erweitert werden, die maX|maI max{, (1+2-90)- OPT(/) + 1} Bins bendtigt.

Bewels FUge kleine Elemente mittels FIRST FIT ein.
® FIRST FIT fangt nur dann einen neuen Bin an, wenn das einzufligende Element
in keinen existierenden Bin passt.

m Fall 1: Kein neuer Bin wird angefangen. = Es werden nur 3 Bins bendtigt.

m Fall 2: Es werden 3’ > (3 Bins benétigt. = Alle bis auf ein Bin sind mindestens
zu 1 — & gefillt. Es folgt:
OPT(/) > Size(h >4 —8) - (B" — 1)
1

=B < ——-0PT()) +
1-0 1 > >
5§§;»25 <56=0<58-—25
14+8 — 262
< 5 - OPT(/) + 1

(SizE(/) ist die Gesamigrofie
der Elemente) = (1+20) - OPT(/) + 1

..= Institut fir Theoretische Informatik
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Ubsersicht AT
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Satz: Algorithmus fiir RBP (Satz 7.21) |

Eine Instanz / von RBP[0, m] kann in O(n + (5, m)) geldst werden, wobei f(d, m)
eine Konstante ist, die nur von & und m abhangt.

.

Strategie: Benutze folgende Techniken

m Restriktion von BIN PACKING
schon gesehen

m Entfernen kleiner Elemente < damit & nicht zu klein ist
m Lineares Gruppieren < damit m nicht zu gro3 ist das kommt jetzt
==. Institut fir Theoretische Informatik
Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 e'eg Prof. Dr. Dorothea Wagner



Lineares Gruppieren AT
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Instanz / von BIN PACKING mit Elementen der GroBe1 > sy > --->5, >0 >0
Fir ein k < nsei m= | |. Definiere m + 1 Gruppen Gy, ..., Gm.1, sodass Gy die
k groBten Elemente, G» die k Nachstgrof3ten, usw. enthalt.

n=10

> ——
C C >
k= — 1 —
k-3 EEEE R e s
- \ /\ /\ /\/
G Go Gs Gy

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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Lineares Gruppieren AT

Instanz / von BIN PACKING mit Elementen der GroBe1 > sy > --->5, >0 >0

Fir ein k < nsei m= | |. Definiere m + 1 Gruppen Gy, ..., Gm.1, sodass Gy die
k groBten Elemente, G» die k Nachstgrof3ten, usw. enthalt.
n=10 D O —
. D
B 3| |d4| |@s . < R —
m=3 \ A A a /\/
G Go Gs Gy
Definition: Dominanz (Definition 7.23)\

Man definiert zu zwei Instanzen /1 und b von BIN PACKING mit
l; enthalt Elemente der Grof3e x4 > xo > -+ - > X,

I enthalt Elemente der GroBe y4 > yo > - -+ > y,
die Relation ,>“ durch ly > L < x; > y; furalle i € {1,...,n}.
Man sagt dann /; dominiert b.

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
1Y
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Lineares Gruppieren AT

Instanz / von BIN PACKING mit Elementen der GroBe1 > sy > --->5, >0 >0

Fir ein k < nsei m= | |. Definiere m + 1 Gruppen Gy, ..., Gm.1, sodass Gy die
k groBten Elemente, G» die k Nachstgrof3ten, usw. enthalt.

n=10 D O —

. D

B 3| |d4]| |a@s . < R —
m=3 \ A A a /\/
G Go Gs Gy

Definition: Dominanz (Definition 7.23)\

Man definiert zu zwei Instanzen /1 und b von BIN PACKING mit
/1 enthalt Elemente der GroBe x4 > xo > -+ - > X,

> enthalt Elemente der GroBe y1 > yo > --- >y,
die Relation ,>“ durch ly > L < x; > y; furalle i € {1,...,n}.
Man sagt dann /; dominiert b.

~N

Folgerung: (Folgerung 7.24)

Falls 1 > b, so qgilt Size(ly) > Size(lk) und OPT(/) > OPT(h).

\OffenSiCht”Ch: Gi >G> 2 Gn (Size(/) ist die GesamtgroBe der Elemente)
4dhl

u Institut fir Theoretische Informatik
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Lineares Gruppieren AT

<>
s _ .
Definition neuer Instanzen: i i i >
\ /
Go

m Sei v, das grof3te Element in G;.
m Fir G; definiere H; durch Erhohung aller Elemente in G; auf v;.

\iiiiiiiiii
G Go Gs Gy
L EEECTE™
H, Ho Hs Hy

i..EE Institut fir Theoretische Informatik
Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 ww Prof. Dr. Dorothea Wagner



Lineares Gruppieren

Ny —— -
Definition neuer Instanzen: >
\ /
Go

Karlsruher Institut fur Technologie

m Sei v, das grof3te Element in G;.
m Fir G; definiere H; durch Erhohung aller Elemente in G; auf v;.

> ——
C C —
a -
*‘@EHHEHEaa
\ /\ /\ /\ /
G Go Gs Gy

Instanz / ,:
- > >
HZU-..UHm+1 Y Y I|_ IHI
Instanz /y;: a| |a| |as — —— — 'L°
) HEEEEE S
H1 H2 H3 H4
Lemma: Einordnung der Originalinstanz / (Lemma 7.25)\

OPT(ho) < OPT(/) < OPT(ly) < OPT(ho) + Kk
SIZE(l o) < SIZE(I) < SI1ZE(Iw) < SIZE(lo) + K

=. Institut fir Theoretische Informatik
'=; Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Lineares Gruppieren

Karlsruher Institut fur Tec

hnologie

Lemma: Einordnung der Originalinstanz /

(Lemma 7.25)\
OPT(lo) < OPT(/) < OPT(ly) < OPT(ho) + k

SIZE(l o) < SIZE(]) < SI1ZE(Iy) < SIZE(lo) + K

Beweis: = —

Hi > Gi1 > Ho > Go- - - 2 Hppt 2 Gy REEENE 2
m /o< ul
n /<y

m Letzte Ungleichung qilt ebenfalls, denn:

m Die k Elemente in H; haben Gesamtgrof3e maximal k.
a Man benotigt maximal k zusatzlichen Bins um sie in einer Losung von /o

einzufligen.

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

|
g Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Lineares Gruppieren AT
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Lemma: Einordnung der Originalinstanz / (Lemma 7.25)\
OPT(l o) < OPT(/) < OPT(l4) < OPT(l o) + k

SIZE(l o) < SIZE(]) < SI1ZE(Iy) < SIZE(lo) + K

Beweis: —
Hi > Gy > Ho > Go--- > Hpot 2> Gyt

m o<
m /<y

m Letzte Ungleichung qilt ebenfalls, denn:

m Die k Elemente in H; haben Gesamtgrof3e maximal k.

a Man benotigt maximal k zusatzlichen Bins um sie in einer Losung von /o
einzufligen.

= Institut fir Theoretische Informatik
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Lineares Gruppieren

itut far Technologie

Lemma: Einordnung der Originalinstanz /
OPT(ho) < OPT(/) < OPT(ly) < OPT(ho) + Kk

SIZE(l o) < SIZE(I) < SI1ZE(Iy) < SIZE(lo) + Kk

N
(Lemma 7.25)

Beweis:
Hi > Gy > Ho > Go--- > Hpot 2> Gyt

m o<
a /<y

m Letzte Ungleichung qilt ebenfalls, denn:

<

as

< -
HHHI & &
J 1= 2] |7 & 3.6
., . EINED)
Go Gj Gy

-

I,

as

N’

Y Y ILO
Y O

N\ N\ N\ /

H, Hs H,

H

m Die k Elemente in H; haben Gesamtgrof3e maximal k.
= Man benotigt maximal k zusatzlichen Bins um sie in einer LOosung von /o

einzufligen.
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Lineares Gruppieren

itut far Technologie

Lemma: Einordnung der Originalinstanz / (Lemma 7.25)\
OPT(l o) < OPT()) < OPT(l4) < OPT(l o) + k

SIZE(l o) < SIZE(I) < SI1ZE(Iy) < SIZE(l) + K

\_
a --
H>G>H>G >Hu>G6m O EEEes
G1 GQ GS G4
m /o< — = — T
s 1<k sisls 2iEEEioicE
el \ H2 N H3 AH4I

m Letzte Ungleichung gilt ebenfalls, denn: f

m Die k Elemente in H; haben Gesamtgrof3e maximal k.

a Man benotigt maximal k zusatzlichen Bins um sie in einer Losung von /o
einzufligen.

Folgerung:

Man kann Losung far I mit maximal OPT(/) + k Bins finden, indem man /_, l0st.
Beachte: / ; ist Instanz von RBP[6, m].

AuBBerdem kann /o in O(nlog n) Zeit aus  berechnet werden (Sortieren).

““ Institut fir Theoretische Informatik
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APAS fiir BIN PACKING QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

APAS A:(I=(s1 > - - > sp))

£
0 3

J < Instanz von RBP[J, n’] bestehend aus allen Elementen in / der GroBe > 5
2

k <+ [%-n’w

(H1, ..., Hns1) < Gruppen der vergroBerten Elemente, wobei m = {’%J
JLo < Instanz von RBP[d, m] bestehend aus Ho, . . ., Hmn.
JH, < Instanz von BIN PACKING bestehend aus Hi, ..., Hni

Berechne optimale Losung von J, o (mittels ILP)

Flge die k Elemente aus H; in maximal k zusatzliche Bins ein — Losung von Jy;
Berechne daraus Losung flr J ohne zusatzliche Bins

Erweitere Losung von J mittels FIRST FIT zu Losung von /.

.

Satz: APAS (Satz 7.26)\
Fir den Algorithmus A; gilt: A (/) < (1 +¢)- OPT(/) + 1
A, hat Laufzeit O(n-log n+ c.), wobei ¢, eine ,Konstante” ist, die von ¢ abhangt.

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014
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APAS fiir BIN PACKING AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz: APAS (Satz 7.26)\
Fir den Algorithmus A; qgilt: A:()) < (1 +¢) - OPT(/) + 1
A, hat Laufzeit O(n-log n+ c.), wobei c. eine ,Konstante” ist, die von ¢ abhangt.

Beweis Approximation: Ubersicht des Algorithmus:

J < Instanz von RBP[3, n'] mit Elementen der GréBe > & =

Gruppiere Jin m = VT:J Gruppen der GroBe k = [%2 . n’—‘
Berechne optimale Lésung von Ji o (mittels ILP)

Erweitere Losung von J o zu Ldsung von Jy, zu Lésung von J
Flge kleine Elemente mit FIRST FIT ein — Ldsung von /

Lemma: Einordnung der Originalinstanz / (Lemma 7.25)w
OPT(lo) < OPT(/) < OPT(ly) < OPT(Io) + k

SIZE(lo) < S1ZE(]) < SI1ZE(ly) < SIZE(lo) + Kk

Lemma: Kleine Elemente (Lemma 7.22)w
Sei | eine Instanz von BIN PACKING mit einer Teillosung, die alle
Elemente der GréBe s; > & fir 0 < & < 1 in p Bins packt.
Die Teilldsung kann zu einer Losung von [ erweitert werden, die

maximal max{, (1 +2 - 8) - OPT(/) + 1} Bins bendtigt.

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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APAS fiir BIN PACKING QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz: APAS (Satz 7.26)\
Fir den Algorithmus A; qgilt: A:()) < (1 +¢) - OPT(/) + 1
A, hat Laufzeit O(n-log n+ c.), wobei c. eine ,Konstante” ist, die von ¢ abhangt.

Beweis Approximation: Ubersicht des Algorithmus:

. . J < Instanz von RBP[3, n'] mit Elementen der GréBe > & =
m Losung von J hat max. OPT(J o) + k Bins. Gruppere Jin = | 2| Guppen cer Grsiek - [ £ -]

[ ] Elemente in J haben GI‘E)Be m|nd 6 = % Berechne optimale Lésung von J o (mittels ILP)
Erweitere Losung von J o zu Ldsung von Jy, zu Lésung von J
— £ . n/ < S |ZE(J) Flge kleine Elemente mit FIRST FIT ein — Lésung von /
2 — .
2 Lemma: Einordnung der Originalinstanz / (Lemma 7.25)w
[ /
— Kk < - n +1 < ¢-SIZE(J)+1 < ¢-OPT(J)+1 OPT(ILo) < OPT()) < OPT(hy) <[OPT(IG)+ K

SIZE(lo) < S1ZE(]) < SI1ZE(ly) < SIZE(lo) + Kk

Lemma: Kleine Elemente (Lemma 7.22)

Sei | eine Instanz von BIN PACKING mit einer Teillosung, die alle
Elemente der GréBe s; > & fir 0 < & < 1 in p Bins packt.

Die Teilldsung kann zu einer Losung von [ erweitert werden, die
maximal max{, (1 +2 - 8) - OPT(/) + 1} Bins bendtigt.

NN Institut fir Theoretische Informatik
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APAS fiir BIN PACKING QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz: APAS (Satz 7.26)\
Fir den Algorithmus A; qgilt: A:()) < (1 +¢) - OPT(/) + 1
A, hat Laufzeit O(n-log n+ c.), wobei c. eine ,Konstante” ist, die von ¢ abhangt.

Beweis Approximation: Ubersicht des Algorithmus:

. . J < Instanz von RBP[3, n'] mit Elementen der GréBe > & =
m Losung von J hat max. OPT(J o) + k Bins. Gruppere Jin = | 2| Guppen cer Grsiek - [ £ -]

[ ] Elemente in J haben GréBe m|nd 6 = % Berechne optimale Lésung von J o (mittels ILP)
Erweitere Losung von J o zu Ldsung von Jy, zu Lésung von J
— £ . n/ < S |ZE(J) Flge kleine Elemente mit FIRST FIT ein — Lésung von /
2 — .
2 Lemma: Einordnung der Originalinstanz / (Lemma 7.25)w
[ /
— k < - n +1 < ¢-SIZE(J)+1 < €-OPT(J)+1 OPT(lLo) < OPT()) < OPT(hy) <[OPT(Ie)+ K

SI1ZE(lo) < S1ZE(]) < S1ZE(ly) < SIZE(lo) + Kk

m Es folgt: _ ‘
Lemma: Kleine Elemente (Lemma 7.22)
OPT(JLO) + Kk S OPT(J) + B OPT(J) + 1 Sei I eine Instanz von BIN PACKING mit einer;Fe.illésung,die alle

Elemente der GroBe s; > b fir 0 < & < 5 in 3 Bins packt.

Die Teilldsung kann zu einer Losung von [ erweitert werden, die
=(1+¢)-OPT(J) + 1 maximal max{p, (1 + 2 - §) - OPT(/) + 1} Bins bendtigt.

m Losung von J hat max. (1 +¢) - OPT(J) + 1
Bins.

NN Institut fir Theoretische Informatik
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Satz: APAS (Satz 7.26)\
Fir den Algorithmus A; qgilt: A:()) < (1 +¢) - OPT(/) + 1
A, hat Laufzeit O(n-log n+ c.), wobei c. eine ,Konstante” ist, die von ¢ abhangt.

Beweis Approximation: Ubersicht des Algorithmus:

. J < Instanz von RBP[8, n’] mit Elementen der GroBe > & =
— Losung vl J hat JILER (1 i 8) . OPT(J) i 1 Gruppiere Jin m = VT:J Gruppen der GréBe k = [%2 . n’—‘

BI ns. Berechne optimale Lésung von Ji o (mittels ILP)
Erweitere Losung von J o zu Ldsung von Jy, zu Lésung von J
Flge kleine Elemente mit FIRST FIT ein — Ldsung von /

£
2

Lemma: Einordnung der Originalinstanz / (Lemma 7.25)w
OPT(lo) < OPT(/) < OPT(ly) < OPT(Io) + k

SIZE(lo) < S1ZE(]) < SI1ZE(ly) < SIZE(lo) + Kk

Lemma: Kleine Elemente (Lemma 7.22)

Sei | eine Instanz von BIN PACKING mit einer Teillosung, die alle
Elemente der GréBe s; > & fir 0 < & < 1 in p Bins packt.

Die Teilldsung kann zu einer Losung von [ erweitert werden, die
maximal max{, (1 +2 - 8) - OPT(/) + 1} Bins bendtigt.

u Institut fir Theoretische Informatik
g Prof. Dr. Dorothea Wagner
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APAS flr BIN PACKING AT
Satz: APAS (Satz 7.26)\
Fir den Algorithmus A gilt: A:()) < (1 +¢)- OPT(/) + 1
A, hat Laufzeit O(n-log n+ c.), wobei c. eine ,Konstante” ist, die von ¢ abhangt.

Beweis Approximation: Ubersicht des Algorithmus:

J < Instanz von RBP[3, n'] mit Elementen der GréBe > & =

O LQSung von J hat max. (1 +€) - OPT(J) + 1 Grumplers Jin m= | 2. | Gruppen der G k.= [ - ]
BI ns. 2 ﬁ Berechne optimale Lésung von Ji o (mittels ILP)
C = ' ' . Erweitere Losung von J o zu Ldsung von Jy, zu Lésung von J
- Elnfugen der klelnen Elemente erglbt Flge kleine Elemente mit FIRST FIT ein — Lésung von /
) < max 1+2-0)-OPT(/) +1
AE ( ) T a { 6, ( ) ( ) } Lemma: Einordnung der Originalinstanz / (Lemma 7.25)w
< maX{(1 + E) . OPT(J) + 1 OPT(lo) < OPT(/) < OPT(ly) < OPT(ho) + Kk
o , S1ZE(ILo) < SI1ZE(/) < SIZE(hy) < SIZE(lo) + k
(1 + 8) ; OPT(I) + 1} Lemma: Kleine Elemente (Lemma 7.22)w
- ; - Sei I eine Instanz von BIN PACKING mit einer Teillésung, die alle
O Off@ﬂSlChtllCh g|lt: OPT(J) S OPT(I) Elemente der GréBe s; > 6 fir 0 < & < 1 in p Bins packt.

Die Teilldsung kann zu einer Losung von [ erweitert werden, die

® Und damit: AS(/) < (1+¢) - OPT()) +1 | maximal max{p, (1 +2 - 8) - OPT(/) + 1} Bins bendtigt.
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Satz: APAS (Satz 7.26)\
Fir den Algorithmus A; qgilt: A:()) < (1 +¢) - OPT(/) + 1
A, hat Laufzeit O(n-log n+ c.), wobei c. eine ,Konstante” ist, die von ¢ abhangt.

Beweis Approximation: Ubersicht des Algorithmus:

- J < Instanz von RBP[J, n’] mit Elementen der GréBe > & = £
m Losungvon J hatmax. (1+¢)-OPT(J) + 1 - v __ 5
Gruppiere J in m = {7J Gruppen der GroBe k = [% -n -‘

B| ns. 2 ﬁ Berechne optimale Lésung von Ji o (mittels ILP)
- Elnfugen der kleinen Elemente ergibt: Erweitere Losung von J o zu Ldsung von Jy, zu Lésung von J

Flge kleine Elemente mit FIRST FIT ein — Lésung von /
/) < max 1+2-0)-OPT(/) +1 .
AS ( ) - { B , ( ) } Lemma: Einordnung der Originalinstanz / (Lemma 7.25)
< max{(1 +¢)-OPT(J) + 1, OPT(lo) < OPT(/) < OPT(ky) < OPT(ILo) + k

SI1ZE(ILo) < SI1ZE(]) < SIZE(hy)) < SI1ZE(Io) + k
(1+¢)-OPT())+1}

Lemma: Kleine Elemente (Lemma 7.22)w
- ; “re. Sei I eine Instanz von BIN PACKING mit einer Teillésung, die alle
1 OffGﬂSlChtllCh gllt OPT(J) S OPT(I) Elemente der GroBe s; > 6 fir 0 < 6 < % in 3 Bins packt.

Die Teilldsung kann zu einer Losung von [ erweitert werden, die

® Und damit: AS(/) < (1+¢) - OPT()) +1 | maximal max{p, (1 +2 - 8) - OPT(/) + 1} Bins bendtigt.

Laufzeit: Satz: Algorithmus fiir RBP (Satz 7.21) |
. . Eine Instanz / von RBP[6, m] kann in O(n+f(d, m)) geldst werden,
[ | Sort|eren + Losen von R B P[é, m] kwobei (5, m) eine Konstante ist, die nur von & und m abhangt.

Beachte: c. ist exponentiell in % (A ist also ein APAS aber kein AFPAS)

mmwem 'nstitut fur Theoretische Informatik
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AFPAS far Bin Packing
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Relaxierung des ILP (IT

arlsr t fiir Technologie

Problem: Die Laufzeit des vorgestellten Algorithmus A. ist exponentiell in %
m Losen von RBP[d, m] mittels ILP ist teuer.
m Ziel: 16se RBP[0, m] schneller mittels Relaxierung.

Formulierung als ILP (in Matrixschreibweise):

B X=(X9...X%g) (x¢ ist Anzahl Bins von Typ T;)
®m g x m-Matrix A (Eintrag a; ; beschreibt Anzahl Elemente der GréBe v; in T;)
m N = (ny...Ny) (n; beschreibt Anzahl Elemente der GréBe v; in der Eingabe)

q
Minimiere (1...1)- X7 =) X,

Unter den Bedingungen
X-A=Nund x; >0 (fir1 <t <q)

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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Relaxierung des ILP ‘(lT
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Problem: Die Laufzeit des vorgestellten Algorithmus A. ist exponentiell in Z-
m Losen von RBP[d, m] mittels ILP ist teuer.

m Ziel: 16se RBP[0, m] schneller mittels Relaxierung.
Formulierung als ILP (in Matrixschreibweise):

B X=(X9...X%g) (x¢ ist Anzahl Bins von Typ T;)
®m g x m-Matrix A (Eintrag a; ; beschreibt Anzahl Elemente der GréBe v; in T;)
m N = (ny...Ny) (n; beschreibt Anzahl Elemente der GréBe v; in der Eingabe)

q
Minimiere (1...1)- X7 =) X,
Unter den Bedingungen
X-A=Nund x; >0 (fur1 <t < q)
Relaxierung: Weglassen der Forderung nach Ganzzahligkeit liefert ein LP.

— Sei LIN(/) der Wert einer optimalen Losung des LP. (nicht immer ganzzahlig)
Beispiel: x; = 33 bedeutet, dass von Bin-Typ T; 3 ganze und 3 > eines weiteren Bins

verwendet werden — kann man daraus eine ,richtige” Losung machen?

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014



Relaxierung des ILP N{]]
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N
Lemma: Losung LP — Losung ILP (Lemma 7.28) | Erinnerung: __
. ) m — Anzahl Elementgré3en
Fir alle Instanzen / von RBP[6, m] qilt: 8 — MindestgréBe der Elemente
Si1ze(/l) — GesamtgroBe der Elemente

m+ 1 LIN(/) — Optimallésung des LP
OPT(/) — Optimallésung (des ILP)

SizE(/) < LIN(/) < OPT(/) < LIN(/) +

Beweis:
m Size(/) < LIN(/): Klar, da jeder Bin im besten Fall nur Elemente der Gesamt-

gro3e 1 enthalten kann.

ma LIN(/) < OPT(/): Klar, da eine optimale Losung des ILP insbesondere auch eine
Losung des LP ist.

m+1

m OPT(/) < LiN(/)+ = Zeige: Aus einer Ldsung des LP kann mit nur = zusatz-
lichen Bins eine Losung des ILP gemacht werden.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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Relaxierung des ILP N{]]

Karlsruher Institut fur Technologie

\
Lemma: Losung LP — Losung ILP (Lemma 7.28) | Erinnerung: __
. ) m — Anzahl Elementgré3en
Fir alle Instanzen / von RBP[6, m] qilt: 8 — MindestgréBe der Elemente
Si1ze(/l) — GesamtgroBe der Elemente
m+ 1 LIN(/) — Optimallésung des LP
S1ZE(/) < LIN(/) < OPT(/) < LIN(/) + OPT(/) - Optimallésung (des ILP)
\_

Beweis: Zeige: Aus einer Losung des LP kann mit nur m2+1 zusatzlichen Bins eine
Losung des ILP gemacht werden.

Aus der Theorie der linearen Programmierung:

m Ohne Einschrankungen gilt rang(A) = m und die ersten m Zeilen von A bilden
eine Basis.

m Eine Losung X™ mit x; = O fir t > m heiBt Basislésung.

m Es gibt immer eine Basislosung, die optimal ist (also Wert LIN(/) hat).

Anschaulich formuliert:
Man kann davon ausgehen, dass die Losung des LP nur m verschiedene Bin-Typen

verwendet.

=. Institut fir Theoretische Informatik
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Relaxierung des ILP &‘(lT
[ 1] [ 1] \ -
Lemma: Losung LP — Losung ILP (Lemma 7.28) | Erinnerung: ._
. ) m — Anzahl ElementgrofBen
Fir alle Instanzen / von RBP[6, m] qilt: 8 — MindestgréBe der Elemente
Size(l) — GesamtgrdBe der Elemente
m + 1 Lin(/) — Optimalldsung des LP
S1ZE(/) < LIN(/) < OPT(/) < LIN(/) + OPT(/) - Optimallésung (des ILP)

\_

Beweis: Zeige: Aus einer Losung des LP kann mit nur m2+1 zusatzlichen Bins eine
Losung des ILP gemacht werden.

Annahme: Losung des LP verwendet nur m verschiedene Bin-Typen.

m Zerlege Instanz /in ganzzahligen Teil / — J und Rest J. |Beispiel:

(Sei LINy(J / I—J) der Wert der resultierenden Lésung fiir J / 1—J.)

3 Bin-Typen: 5 73
V3

VA VA V3

V2

I:9 X vi,8 X vp,6 X v3
. . 3 1 1
LP-Losung: 63 27 17

| —J:8X vy, 7 X V0,5 X v3
LP-Losung: 6 2 1

J: 1 X Vi, 1T X v, 1 X V3
LP-Losung: 2

INEN

1
4
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Relaxierung des ILP &‘(lT
[ 1] [ 1] \ -
Lemma: Losung LP — Losung ILP (Lemma 7.28) | Erinnerung: ._
. ) m — Anzahl ElementgrofBen
Fir alle Instanzen / von RBP[6, m] qilt: 8 — MindestgréBe der Elemente
Size(l) — GesamtgrdBe der Elemente
m + 1 Lin(/) — Optimalldsung des LP
S1ZE(/) < LIN(/) < OPT(/) < LIN(/) + OPT(/) - Optimallésung (des ILP)

\_

Beweis: Zeige: Aus einer Losung des LP kann mit nur m2+1 zusatzlichen Bins eine
Losung des ILP gemacht werden.

Annahme: Losung des LP verwendet nur m verschiedene Bin-Typen.

m Zerlege Instanz /in ganzzahligen Teil / — J und Rest J. |Beispiel:

(Sei LINy(J / I—J) der Wert der resultierenden Lésung fiir J / 1—J.)

3 Bin-Typen: = 75
m Esqgilt: OPT(J) < m jeder Bin-Typ einmal (,Aufrunden®) 7 7
V2

I:9 X vi,8 X vp,6 X v3
. . 3 1 1
LP-Losung: 63 27 17

| —J:8X vy, 7 X V0,5 X v3
LP-Losung: 6 2 1

J: 1 X Vi, 1T X v, 1 X V3
LP-Losung: 2

INEN

1
4
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Relaxierung des ILP &‘(lT
[ 1] [ 1] \ -
Lemma: Losung LP — Losung ILP (Lemma 7.28) | Erinnerung: ._
. ) m — Anzahl ElementgrofBen
Fir alle Instanzen / von RBP[6, m] qilt: 8 — MindestgréBe der Elemente
Size(l) — GesamtgrdBe der Elemente
m + 1 Lin(/) — Optimalldsung des LP
S1ZE(/) < LIN(/) < OPT(/) < LIN(/) + OPT(/) - Optimallésung (des ILP)

\_

Beweis: Zeige: Aus einer Losung des LP kann mit nur ’”2” zusatzlichen Bins eine
Losung des ILP gemacht werden.

Annahme: Losung des LP verwendet nur m verschiedene Bin-Typen.

m Zerlege Instanz /in ganzzahligen Teil / — J und Rest J. |Beispiel:

(Sei LINy(J / I—J) der Wert der resultierenden Lésung fiir J / 1—J.)

3 Bin-Typen: = 75
m EBsgiltt  Opt(J) < m jederBin-Typ einmal (,Aufrunden) o | [ | 2
2

OPT(J) <2 - SIZE(J) + 1 FIRST FIT
N

Wurde im Beweis zur Approximationsgute von FIRST FIT gezeigt
(im Schnitt ist jeder Bin, bis auf einer, zumindest halb voll).

I:9 X vi,8 X vp,6 X v3
LP-Lésung: 62 27 14

| —J:8X vy,7 X VvVo,5 X w3
LP-Losung: 6 2 1

J: 1 X Vi, 1T X v, 1 X V3
LP-Losung: 2

INEN

1
4
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Relaxierung des ILP &‘(lT
[ 1] [ 1] \ -
Lemma: Losung LP — Losung ILP (Lemma 7.28) | Erinnerung: ._
. ) m — Anzahl ElementgrofBen
Fir alle Instanzen / von RBP[6, m] qilt: 8 — MindestgréBe der Elemente
Size(l) — GesamtgrdBe der Elemente
m + 1 Lin(/) — Optimalldsung des LP
S1ZE(/) < LIN(/) < OPT(/) < LIN(/) + OPT(/) - Optimallésung (des ILP)

\_

m+1

> zusatzlichen Bins eine

Beweis: Zeige: Aus einer Losung des LP kann mit nur
Losung des ILP gemacht werden.

Annahme: Losung des LP verwendet nur m verschiedene Bin-Typen.
m Zerlege Instanz /in ganzzahligen Teil / — J und Rest J. |Beispiel:

(Sei LINy(J / I—J) der Wert der resultierenden Lésung fiir J / 1—J.)

3 Bin-Typen: = 75
® Esgiltt  Opt(J) < m jederBin-Typ einmal (,Aufrunden®) w | Lo |3
OPT(J) < 2- SIZE(J) + 1 FIRST FIT 2
2.0PT(J) < m+2-SIZE(J)+1 Summe e .
m + 1

| —J:8X vy,7 X VvVo,5 X w3

OPT(J) < SIZE(J) + .
LP-Losung: 6 2 1

umstellen

J: 1 X Vi, 1T X v, 1 X V3
LP-Losung: 2

INEN

1
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Relaxierung des ILP

Far alle Instanzen / von RBP[b, m] gilt:
m + 1

SizE(/) < LIN(/) < OPT(/) < LIN(/) +

.

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

Lemma: Losung LP — Losung ILP (Lemma 7.28)\ Erinnerung:

m — Anzahl Elementgré3en

O — MindestgroéBe der Elemente
Size(l) — GesamtgrdBe der Elemente
LIN(/) — Optimallésung des LP
OPT(/) — Optimallésung (des ILP)

Beweis: Zeige: Aus einer Losung des LP kann mit nur m2+1

Losung des ILP gemacht werden.

zusatzlichen Bins eine

Annahme: Losung des LP verwendet nur m verschiedene Bin-Typen.

m Zerlege Instanz I in ganzzahligen Teil / — J und Rest J.
(Sei LINy(J / I—J) der Wert der resultierenden Lésung fiir J / 1—J.)

m Esqilt: OPT(J) < SIZE(J) + m2+1

m Zusammensetzen der Losungen fur [ — J und J:
OPT(/) SQPT(I —J) + OPT(J)

Die Kombination von Teillosungen fur I — J und J zu einer Losung
von | kann nicht besser sein als die optimale Losung fir /.

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

Beispiel:
3 Bin-Typen: 5 73
V3
VA VA V3

I:9 X vi,8 X vp,6 X v3
LP-Lésung: 62 27 14

| —J:8X vy, 7 X V0,5 X v3
LP-Losung: 6 2 1

J: 1 X Vi, 1T X v, 1 X V3
LP-Losung: 2

INEN

1
4
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Relaxierung des ILP

Far alle Instanzen / von RBP[b, m] gilt:

SizE(/) < LIN(/) < OPT(/) < LIN(/) + m+ 1

.

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

Lemma: Losung LP — Losung ILP (Lemma 7.28)\ Erinnerung:

m — Anzahl Elementgré3en

O — MindestgroéBe der Elemente
Size(l) — GesamtgrdBe der Elemente
LIN(/) — Optimallésung des LP
OPT(/) — Optimallésung (des ILP)

Beweis: Zeige: Aus einer Losung des LP kann mit nur ’”2”
Losung des ILP gemacht werden.

zusatzlichen Bins eine

Annahme: Losung des LP verwendet nur m verschiedene Bin-Typen.

m Zerlege Instanz I in ganzzahligen Teil / — J und Rest J.
(Sei LINy(J / I—J) der Wert der resultierenden Lésung fiir J / 1—J.)

m Esqilt: OPT(J) < SIZE(J) + m2+1

m Zusammensetzen der Losungen fur [ — J und J:
OPT(/) < OPT(l — J) + OPT(J)

< LIN(I = J) + S1ZE(J) + =

LIN/(/ — J) reprasentiert gultige (ganzzahlige) Losung far / — J.

Beispiel:
3 Bin-Typen: 5 73
V3
VA VA V3
V2

I:9 X vi,8 X vp,6 X v3
LP-Lésung: 62 27 14

| —J:8X vy,7 X VvVo,5 X w3
LP-Losung: 6 2 1

J: 1 X Vi, 1T X v, 1 X V3
LP-Losung: 2

INEN

1
4
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Relaxierung des ILP

Far alle Instanzen / von RBP[b, m] gilt:

SizE(/) < LIN(/) < OPT(/) < LIN(/) + m+ 1

.

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

Lemma: Losung LP — Losung ILP (Lemma 7.28)\ Erinnerung:

m — Anzahl Elementgré3en

O — MindestgroéBe der Elemente
Size(l) — GesamtgrdBe der Elemente
LIN(/) — Optimallésung des LP
OPT(/) — Optimallésung (des ILP)

Beweis: Zeige: Aus einer Losung des LP kann mit nur ’”2”
Losung des ILP gemacht werden.

zusatzlichen Bins eine

Annahme: Losung des LP verwendet nur m verschiedene Bin-Typen.

m Zerlege Instanz I in ganzzahligen Teil / — J und Rest J.
(Sei LINy(J / I—J) der Wert der resultierenden Lésung fiir J / 1—J.)

m Esqilt: OPT(J) < SIZE(J) + m2+1

m Zusammensetzen der Losungen fur [ — J und J:
OPT(/) < OPT(I — J) + OPT(J)

< LINJ(I — J) + SI1ZE(J) + =

< LINJ(I — J) + LINg(J) + 22

Klar, da Bins mit Gesamtgrof3e x nur Elemente der Gesamtgrof3e

maximal x fassen konnen.

Beispiel:

3 Bin-Typen:

V2 V3 V3

V1 V1 V3

I:9 X vi,8 X vp,6 X v3
LP-Lésung: 62 27 14

| —J:8X vy,7 X VvVo,5 X w3
LP-Losung: 6 2 1

J: 1 X Vi, 1T X v, 1 X V3
LP-Losung: 2

INEN

1
4
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Relaxierung des ILP

Far alle Instanzen / von RBP[b, m] gilt:

SizE(/) < LIN(/) < OPT(/) < LIN(/) + m+ 1

.

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

Lemma: Losung LP — Losung ILP (Lemma 7.28)\ Erinnerung:

m — Anzahl Elementgré3en

O — MindestgroéBe der Elemente
Size(l) — GesamtgrdBe der Elemente
LIN(/) — Optimallésung des LP
OPT(/) — Optimallésung (des ILP)

Beweis: Zeige: Aus einer Losung des LP kann mit nur m2+1
Losung des ILP gemacht werden.

zusatzlichen Bins eine

Annahme: Losung des LP verwendet nur m verschiedene Bin-Typen.

m Zerlege Instanz I in ganzzahligen Teil / — J und Rest J.
(Sei LINy(J / I—J) der Wert der resultierenden Lésung fiir J / 1—J.)

m Esgilt: OPT(J) < SIZE(J) + an

m Zusammensetzen der Losungen fur [ — J und J:
OPT(/) < OPT(I — J) + OPT(J)

< LINJ(I — J) + S1ZE(J) + B

< LINy(I — J) + LINy(J) + 21

2
< LIN(/) + &

2

Beispiel:
3 Bin-Typen: 5 73
V3
VA VA V3
V2

I:9 X vi,8 X vp,6 X v3
. . 3 1 1
LP-Losung: 63 27 17

| —J:8X vy, 7 X V0,5 X v3
LP-Losung: 6 2 1

J: 1 X Vi, 1T X v, 1 X V3
LP-Losung: 2

INEN

1
4
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Relaxierung des ILP &‘(lT
(1] \ .
Lemma: Losung LP — Losung ILP (Lemma 7.28) | Erinnerung: __
. ) m — Anzahl ElementgrofBen
Fir alle Instanzen / von RBP[6, m] qilt: 8 — MindestgréBe der Elemente
Si1ze(/l) — GesamtgroBe der Elemente
m+ 1 LIN(/) — Optimallésung des LP

S1ZE(/) < LIN(/) < OPT(/) < LIN(/) + OPT(/) - Optimallésung (des ILP)

Bedeutung des Lemmas:

m Konstruktiver Beweis: Gegeben eine Losung flr das LP; man kann daraus mit
mT” zusatzlichen Bins eine ganzzahlige Losung bauen.
m Problem: Anzahl der Bedingungen im LP ist (wie im ILP) exponentiell in %

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Relaxierung des ILP AT

[ 1] [ 1] \ -
Lemma: Losung LP — Losung ILP (Lemma 7.28) | Erinnerung: ._
. ) m — Anzahl Elementgré3en
Fir alle Instanzen / von RBP[6, m] qilt: 8 — MindestgréBe der Elemente
Si1ze(/l) — GesamtgroBe der Elemente
m+ 1 LIN(/) — Optimallésung des LP
S1ZE(/) < LIN(/) < OPT(/) < LIN(/) + OPT(/) - Optimallésung (des ILP)

Bedeutung des Lemmas:

m Konstruktiver Beweis: Gegeben eine Losung flr das LP; man kann daraus mit
m” zusatzlichen Bins eine ganzzahlige Losung bauen.

O Problem. Anzahl der Bedingungen im LP ist (wie im ILP) exponentiell in %

Satz (ohne Beweis): Vollpolynomieller Algorithmus (Satz 7.30)\
Es gibt einen vollpolynomiellen Algorithmus A zur Ldésung einer Instanz von

RBP[d, m] mit m

+ 1

A(l) < LIN(/) +

(Karmaker & Karp 1982)

\_

Anmerkung zum Beweis:
m Der Algorithmus basiert auf einem polynomiellen Algorithmus fir LPs.

m Laufzeit: O (m®log mlog® (%) + m*nlog mlog (22))

““ Institut fir Theoretische Informatik
A
P
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APAS fiir BIN PACKING QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

APAS A:(I=(s1 > - - > sp))

S 3

J < Instanz von RBP[J, n’] bestehend aus allen Elementen in / der GroBe > 5
k <+ [%2 : n’w

(H1, ..., Hns1) < Gruppen der vergroBerten Elemente, wobei m = {’%J

JLo < Instanz von RBP[d, m] bestehend aus Ho, . . ., Hmn.

JH, < Instanz von BIN PACKING bestehend aus Hi, ..., Hni

Berechne optimale Losung von J, o (mittels ILP)

FUge die k Elemente aus H; in maximal k zusatzliche Bins ein — LOsung von Jy,
Berechne daraus Losung fur J ohne zusatzliche Bins
Erweitere Losung von J mittels FIRST FIT zu Losung von /.

Satz: APAS (Satz 7.26)\
FUr den Algorithmus A; qilt:

A() < (1+¢€) - OpT(/) + 1

l.=l Institut fir Theoretische Informatik
'== Prof. Dr. Dorothea Wagner
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AFPAS

APAS fiir BIN PACKING AT

AFPAS
APAS Ae (= (s1 = -+ > 8n))
S 3
J < Instanz von RBP[J, n’] bestehend aus allen Elementen in / der GroBe > 5
2
k <+ [% : n’w
(H1, ..., Hns1) < Gruppen der vergroBerten Elemente, wobei m = {’%J
JLo < Instanz von RBP[d, m] bestehend aus Ho, . . ., Hmn.
JH, < Instanz von BIN PACKING bestehend aus Hi, ..., Hni

@)
Berechne Losung mit Wert < LIN(/) + mT” + 1 (mittels LP Relaxierung)

FUge die k Elemente aus H; in maximal k zusatzliche Bins ein — LOsung von Jy,
Berechne daraus Losung fur J ohne zusatzliche Bins
Erweitere Losung von J mittels FIRST FIT zu Losung von /.

FUr den Algorithmus A; qilt:
Ac(l) < (1 +€) - OPT(l) g4+ + 27

Satz: APAS AFPAS (Satz 7%5)

~N
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AFPAS fiir BIN PACKING QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz: APAS AFPAS (Satz 7,26)
Fur den Algorithmus A; gilt: 32

Ac(l) < (1 +€) - OPT() g4+ + 27

Beweis:
® Analog zu Beweis von Satz 7.26.

m Losen mittels LP Relaxierung erfordert mT“ + 1 zusaizliche Bins.

m Es gllt also: AFPAS

LARAS" A (I = (51 > -+ 2> 8n))
m+ 1 S+ £

AE (I) S (1 + 8) : O PT(I) + 1 + 2 + 1 J < Instanz von RBP[5, n’] bestehend aus allen Elementen in / der GroBe > &
ke [£ ]
m 1 ,
— (1 + 8) . OPT(I) + — + 2_ (Hy, ..., Hm+1) < Gruppen der vergréBerten Elemente, wobei m = [HTJ

JLo < Instanz von RBP[8, m] bestehend aus Ho, . . ., Hmi1
Jui < Instanz von BIN PACKING bestehend aus Hy, .. ., Hmid

(0]

Berechne Lésung mit Wert < LIN(/) + '"T” + 1 (mittels LP Relaxierung)

Flge die k Elemente aus H; in maximal k zusatzliche Bins ein — L&sung von Jy,
Berechne daraus Lésung flr J ohne zusatzliche Bins
Erweitere Lésung von J mittels FIRST FIT zu Lésung von /.

u Institut fir Theoretische Informatik
g Prof. Dr. Dorothea Wagner
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AFPAS fiir BIN PACKING QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz: APAS AFPAS (Satz 7,26)
Fur den Algorithmus A; gilt: 32

Ac(l) < (1 +€) - OPT() g4+ + 27

Beweis:
® Analog zu Beweis von Satz 7.26.

m Losen mittels LP Relaxierung erfordert m“ + 1 zusatzliche Bins.

m Es gllt also: AFPAS

m+ 1 S+ £

2 + 1 J < Instanz von RBP[5, n’] bestehend aus allen Elementen in / der GroBe > &
Kk <+ {52—2 -n 1

m 1

Hi,..., H < Gruppen der vergroBerten Elemente, wobei m = o
=(1+¢)-OPT()+ — +2— babse sl A : %]
2 2 JLo < Instanz von RBP[8, m] bestehend aus Ho, . . ., Hmid

1 1 Jui < Instanz von BIN PACKING bestehend aus Hy, .. ., Hmid

ARAE A (1 = (51 > - > 5n))
Ac() < (1 +¢)-OPT()+1+

5 ; ralond Tttt
S (1 + 8) . OPT( ) + — + 2— Berechne Losung mit Wert < LIN(/) + "’2” + 1 (mittels LP Relaxierung)

82 2 Flge die k Elemente aus H; in maximal k zusatzliche Bins ein — L&sung von Jy,
/ Berechne daraus Lésung flr J ohne zusatzliche Bins
n 2 Erweitere Lésung von J mittels FIRST FIT zu Lésung von /.

m < < —

n
F 2 — 82
7|
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