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Approximationsalgorithmen AT

Ziel: Entwerfe polynomielle Algorithmen fur A/PP-schwere Probleme, die nicht die
optimale, aber immer eine beweisbar gute Losung finden.

~

Definition: Approximationsalgorithmus

Sei IT ein Minimierungsproblem, sowie A ein polynomieller Algorithmus, der fir
jede Instanz / von TT eine Lésung mit Wert A(/) liefert, sodass O“;‘g()) < K gilt,
wobei K eine Konstante und OPT(/) der Wert einer optimalen Losung ist.

Dann heiB3t A Approximationsalgorithmus mit relativer Glitegarantie.

.

Definition: Gﬁtegarantie

Sei R 4(]) = O“;‘T . Dann ist die Approximationsgtte R 4 definiert als

R =inf{r > 1| Ra(l) < rfir alle Instanzen / von TT}.

\A heiBt e-approximierend, falls R 4 < 1 + €.

Maximierungsprobleme:
OPT(/)

m FUr ein Maximierungsproblem betrachte aq) Statt OP'(I'()/)
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Approximationsschemata

itut far Technologie

Definition: PAS (Definition 7.10)\
Ein (polynomielles) Approximationsschema (PAS) flr ein Optimierungsproblem T1
ist eine Familie von Algorithmen {.A. | ¢ > 0}, sodass .A. ein e-approximierender
Algorithmus ist. (haufig auch PTAS genannt)

.

Beachte: Die Laufzeit jedes Algorithmus A, ist nur polynomiell in der Eingabe-
grof3e und kann stark von ¢ abhangen.

Definition: FPAS (Definition 7.10)\
Ein Approximationsschema {A. | ¢ > 0} heiBt vollpolynomiell (FPAS), falls die
Laufzeit jedes A, zusatzlich polynomiell in % ist. (haufig auch FPTAS genannt)
Beispiel:

a Laufzeit O (n2 ; n%) fiir A.: — PAS aber kein FPAS
a Laufzeit O (ﬁ - 3%) fiir A.: — PAS aber kein FPAS

m Laufzeit O (n“ : (%)2) fir A.: — FPAS
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Multiprozessor-Scheduling
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Multiprozessor-Scheduling — Definition

ndJobs Ji, ...,

Pz[ '

m<n

AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

J,, (in bel. Reihenfolge)
mit Bearbeitungsdauer py, . ..

spn-

¥ W

m identische Maschinen

\_

Problem: MULTIPROZESSOR SCHEDULING

Finde eine Zuweisung der Jobs auf die Maschinen, sodass der Zeitpunkt, zu dem
alle Jobs abgearbeitet sind, minimal ist.

Dieser Zeitpunkt heil3t auch MAKESPAN einer Zuweisung.

~

MULTIPROZESSOR SCHEDULING ist N/P-schwer.
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Multiprozessor-Scheduling — Definition QAT

Institut fur Technologie

ndJobs Jy, ..., J; (in bel. Reihenfolge)
mit Bearbeitungsdauer py, ..., pn.

-
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m<n m identische Maschinen

Problem: MULTIPROZESSOR SCHEDULING

Finde eine Zuweisung der Jobs auf die Maschinen, sodass der Zeitpunkt, zu dem
alle Jobs abgearbeitet sind, minimal ist.

Dieser Zeitpunkt heil3t auch MAKESPAN einer Zuweisung.

\_

MULTIPROZESSOR SCHEDULING ist N/P-schwer.
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Multiprozessor-Scheduling — Definition QAT

Institut fur Technologie

ndJobs Jy, ..., J; (in bel. Reihenfolge)
mit Bearbeitungsdauer py, ..., pn.

-
P{ ,02[
Jo

C
—_—
—_—
—_—
—
J1
,03[ —
C
—_—
P55l ==
—_—
—
Js

MAKESPAN

Ja

G

,06[ = P7[ %
J7

m<n m identische Maschinen

Problem: MULTIPROZESSOR SCHEDULING

Finde eine Zuweisung der Jobs auf die Maschinen, sodass der Zeitpunkt, zu dem
alle Jobs abgearbeitet sind, minimal ist.

Dieser Zeitpunkt heil3t auch MAKESPAN einer Zuweisung.

\_

MULTIPROZESSOR SCHEDULING ist N/P-schwer.
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Ein einfacher Algorithmus — LIST SCHEDULING QAT

Institut fur Technologi

LIST SCHEDULING(J4, ..., Jdn, M)
Lege die ersten m Jobs auf die m Maschinen.

Sobald eine Maschine frei ist, ordne ihr den nachsten der restlichen Jobs zu.

- -
p{"’ 2=
~— =
\J, Jo  Pa
1 >
,03[ —
~— J3
Pf{ = ——— —— =
Js Pe| &= 1 il il
=
Jo
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Ein einfacher Algorithmus — LIST SCHEDULING QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

LIST SCHEDULING(J4, ..., Jdn, M)

Lege die ersten m Jobs auf die m Maschinen.
Sobald eine Maschine frei ist, ordne ihr den nachsten der restlichen Jobs zu.

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

.ﬁ..

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner



Ein einfacher Algorithmus — LIST SCHEDULING QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

LIST SCHEDULING(J4, ..., Jdn, M)

Lege die ersten m Jobs auf die m Maschinen.
Sobald eine Maschine frei ist, ordne ihr den nachsten der restlichen Jobs zu.
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Ein einfacher Algorithmus — LIST SCHEDULING QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

LIST SCHEDULING(J4, ..., Jdn, M)

Lege die ersten m Jobs auf die m Maschinen.
Sobald eine Maschine frei ist, ordne ihr den nachsten der restlichen Jobs zu.
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Ein einfacher Algorithmus — LIST SCHEDULING QAT

Institut fur Technologie

LIST SCHEDULING(J4, ..., Jdn, M)

Lege die ersten m Jobs auf die m Maschinen.
Sobald eine Maschine frei ist, ordne ihr den nachsten der restlichen Jobs zu.
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LIST SCHEDULING hat offensichtlich Laufzeit O(n).

Satz: Approximation (Satz 7.12)
Sei A der Algorithmus LIST SCHEDULING. Dann gilt R 4 =2 — L.
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Ein einfacher Algorithmus — LIST SCHEDULING QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

LIST SCHEDULING(4, . . ., Jn, m)

Lege die ersten m Jobs auf die m Maschinen
Sobald eine Maschine frei ist, ordne ihr den nachsten der restlichen n — m Jobs zu

Satz: Approximation

(Satz 7.1 2)}

Sei A der Algorithmus LIST SCHEDULING. Dann gilt R 4 =2 — .

Beweis: Sei J, letzter Job mit Startzeit Sy und Abschlusszeit T, = MAKESPAN 4

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

Tx = MAKESPAN 4
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Ein einfacher Algorithmus — LIST SCHEDULING QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

LIST SCHEDULING(J4, . . ., Jn, m) Satz: ApprOXimation (Satz 7.12)
Sei A der Algorithmus LIST SCHEDULING. Dann gilt R 4 =2 — .

Lege die ersten m Jobs auf die m Maschinen

Sobald eine Maschine frei ist, ordne ihr den nachsten der restlichen n — m Jobs zu

Beweis: Sei J, letzter Job mit Startzeit Sy und Abschlusszeit T, = MAKESPAN 4
m Keine Maschine ist zu einem Zeitpunkt vor S, untatig.

1 .
Sk <|— E p; Gewicht aller Jobs auBer Jx
mi\<
/7K | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt
My
M5 Jk
Mo : :
M;
Slk Ty = MAKESPAN_A
==. Institut fir Theoretische Informatik
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Ein einfacher Algorithmus — LIST SCHEDULING QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

LIST SCHEDULING(J4, . . ., Jn, m) Satz: ApprOXimation (Satz 7.12)
Sei A der Algorithmus LIST SCHEDULING. Dann gilt R 4 =2 — .

Lege die ersten m Jobs auf die m Maschinen

Sobald eine Maschine frei ist, ordne ihr den nachsten der restlichen n — m Jobs zu

Beweis: Sei J, letzter Job mit Startzeit Sy und Abschlusszeit T, = MAKESPAN 4
m Keine Maschine ist zu einem Zeitpunkt vor S, untatig.

Sk < Z p; Gewicht aller Jobs auBer Jx

Lizk | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt

1
m

m FOr den optimalen MAKESPAN Tppr Qilt:

Topt > Pk denn Jx muss ausgeflhrt werden

My

M5 Jk

M : :

M, : :

Slk Ty = MAKESPANA
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Ein einfacher Algorithmus — LIST SCHEDULING QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

LIST SCHEDULING(J4, . . ., Jn, m) Satz: ApprOXimation (Satz 7.12)
Sei A der Algorithmus LIST SCHEDULING. Dann gilt R 4 =2 — .

Lege die ersten m Jobs auf die m Maschinen

Sobald eine Maschine frei ist, ordne ihr den nachsten der restlichen n — m Jobs zu

Beweis: Sei J, letzter Job mit Startzeit Sy und Abschlusszeit T, = MAKESPAN 4
m Keine Maschine ist zu einem Zeitpunkt vor S, untatig.

Sk < Z pi Gewicht aller Jobs auf3er Jx

Lizk | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt

1
m

m FOr den optimalen MAKESPAN Tppr Qilt:

Tort = Pk denn Jx muss ausgefiihrt werden
1 n
Toer > — S \Pi Gewicht aller Jobs
|i=1 | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt
My
M5 Jk
M : :
M;
Slk Ty = MAKESPAN_A
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Ein einfacher Algorithmus — LIST SCHEDULING QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

LIST SCHEDULING(J4, . . ., Jn, m) Satz: ApprOXimation (Satz 7.12)
Sei A der Algorithmus LIST SCHEDULING. Dann gilt R 4 =2 — .

Lege die ersten m Jobs auf die m Maschinen

Sobald eine Maschine frei ist, ordne ihr den nachsten der restlichen n — m Jobs zu

Beweis: Sei J, letzter Job mit Startzeit Sy und Abschlusszeit T, = MAKESPAN 4
m Keine Maschine ist zu einem Zeitpunkt vor S, untatig.

1 Es folgt:
Sk <|— Z p; Gewicht aller Jobs auBer Jx
m|4 Tk = Sk + Pk
Lizk | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt
m FOr den optimalen MAKESPAN Tppr Qilt:
Topt = Pk denn Jx muss ausgefuhrt werden
1 n
Topr >| — Y'D" Gewicht aller Jobs
| m|¥—~ , — : .
|i=1 | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt
My
Ms Jk
Mo : :
Mi :
Slk Tk = MAKESPAN_A
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Ein einfacher Algorithmus — LIST SCHEDULING QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Lege die ersten m Jobs auf die m Maschinen

LIST SCHEDULING(J, . . ., Jn, m) Satz: Approximation
Sei A der Algorithmus LIST SCHEDULING. Dann gilt R 4 =2 — .

(Satz 7.1 2)}

Sobald eine Maschine frei ist, ordne ihr den nachsten der restlichen n — m Jobs zu

Beweis: Sei J, letzter Job mit Startzeit Sy und Abschlusszeit T, = MAKESPAN 4
m Keine Maschine ist zu einem Zeitpunkt vor S, untatig.

Sk < Z p; Gewicht aller Jobs auBer Jx

Lizk | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt

1
m

m FOr den optimalen MAKESPAN Tppr Qilt:

Es folgt:

Tk =

<

Sk |+ Pk

’
—'ZPHP/(
m

Tort = Pk denn Jx muss ausgefiihrt werden
1 n
Toer > — S \Pi Gewicht aller Jobs
|i=1 | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt
My
M5 Jk
M : :
M;
Slk Ty = MAKESPANA
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Ein einfacher Algorithmus — LIST SCHEDULING QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

LIST SCHEDULING(J4, . . ., Jn, m) Satz: ApprOXimation (Satz 7.12)
Sei A der Algorithmus LIST SCHEDULING. Dann gilt R 4 =2 — .

Lege die ersten m Jobs auf die m Maschinen

Sobald eine Maschine frei ist, ordne ihr den nachsten der restlichen n — m Jobs zu

Beweis: Sei J, letzter Job mit Startzeit Sy und Abschlusszeit T, = MAKESPAN 4
m Keine Maschine ist zu einem Zeitpunkt vor S, untatig.

Es folgt:
Tk = Sk + Pk

Sk < Z p; Gewicht aller Jobs auBer Jx

Lizk | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt

1
m

A
3=
]
kS
;

m Fir den optimalen MAKESPAN Topr gilt: e

Topt = Pk denn Jx muss ausgefthrt werden

1 1
1< | =—'EPi+ T=— ) P«
Topr >| — S ) Gewicht aller Jobs m 3 m
|i=1 | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt
My
M5 Jk
M : :
M;
Slk Ty = MAKESPANA
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Ein einfacher Algorithmus — LIST SCHEDULING QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

LIST SCHEDULING(J4, . . ., Jn, m) Satz: Approximation

Lege die ersten m Jobs auf die m Maschinen

(Satz 7.1 2)}

Sei A der Algorithmus LIST SCHEDULING. Dann gilt R 4 =2 — .

Sobald eine Maschine frei ist, ordne ihr den nachsten der restlichen n — m Jobs zu

Beweis: Sei J, letzter Job mit Startzeit Sy und Abschlusszeit T, = MAKESPAN 4

m Keine Maschine ist zu einem Zeitpunkt vor S, untatig.

1 Es folgt:
Sk <|— Z p; Gewicht aller Jobs auBer Jx
m|4 Tk = Sk + Pk
Lizk | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt 1
. . . < — . Di + Pk
m Fir den optimalen MAKESPAN Topr gilt: m %4; ’
Topt = Pk denn Jx muss ausgefthrt werden —
— 1 1
1 [T | == Pi+<1——>'l0k
Topr >| — Ypi Gewicht aller Jobs m m
| m|— — . ,
|i=1 | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt 1
<{ Topr|+ | 1 — — Topt
M, m
M5 Jk
Mo : :
M; :
Slk Ty = MAKESPAN_A
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Ein einfacher Algorithmus — LIST SCHEDULING

AT

Institut fur Technologie

LIST SCHEDULING(4, . . ., Jn,
Lege die ersten m Jobs auf die m Maschinen

m) Satz: Approximation

(Satz 7.1 2)}

Sei A der Algorithmus LIST SCHEDULING. Dann gilt R 4 =2 — .

Sobald eine Maschine frei ist, ordne ihr den nachsten der restlichen n — m Jobs zu

Beweis: Sei J, letzter Job mit Startzeit Sy und Abschlusszeit T, = MAKESPAN 4
m Keine Maschine ist zu einem Zeitpunkt vor S, untatig.

Sk <|—|2_npi

1
m

Gewicht aller Jobs aulB3er Ji

ik |

gleichmafig auf m Maschinen verteilt

m FOr den optimalen MAKESPAN Tppr Qilt:

Topr = Pk

denn Jx muss ausgefuhrt werden

TOPT Z

Gewicht aller Jobs

n
Y: Pi
=1

1
y=u

gleichmafig auf m Maschinen verteilt

Jk
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Es folgt:
Tk = Sk + Pk
1
< —-) pi+hk
m
1 & 1
=—- > pi+|1——=]" pk
m “= m
1
< Topr+ |1—— )" Topr
m
’
=(2— = Topr
m

Tx = MAKESPAN 4
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Ein PAS fir Multiprozessor-Scheduling CIT

Fir eine Konstante ¢ (1 < ¢ < n) definiere den Algorithmus A, wie folgt.
A¢(J1,...,dn, M)

Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit.

Bestimme optimalen Schedule fir die £ groBten Jobs Ji, . . ., Jp.

Ordne die restlichen Jobs Jy,1, . . ., J; den Maschinen gemaf3 LIST SCHEDULING zu.
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Ein PAS fir Multiprozessor-Scheduling QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Fir eine Konstante ¢ (1 < ¢ < n) definiere den Algorithmus A, wie folgt.

Ao(d1, -y dn, m) polynomiell fiir konstantes ¢ — O(m’ + nlog n)
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. O(nlog n)
Bestimme optimalen Schedule fir die £ groBten Jobs Ji, . . ., Jy. O(m")
Ordne die restlichen Jobs Jy,1, . . ., J; den Maschinen gemaf3 LIST SCHEDULING zu.
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Ein PAS fir Multiprozessor-Scheduling CIT

Fir eine Konstante ¢ (1 < ¢ < n) definiere den Algorithmus A, wie folgt.

Ao(d1, -y dn, m) polynomiell fiir konstantes ¢ — O(m’ + nlog n)
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. O(nlog n)
Bestimme optimalen Schedule fir die £ groBten Jobs Ji, . . ., Jy. O(m")
Ordne die restlichen Jobs Jy,1, . . ., J; den Maschinen gemaf3 LIST SCHEDULING zu.

Beispiel: / = 6

Jobs: I |
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Ein PAS fir Multiprozessor-Scheduling CIT

Fir eine Konstante ¢ (1 < ¢ < n) definiere den Algorithmus A, wie folgt.

Ao(d1, -y dn, m) polynomiell fiir konstantes ¢ — O(m’ + nlog n)
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. O(nlog n)
Bestimme optimalen Schedule fir die £ groBten Jobs Ji, . . ., Jy. O(m")
Ordne die restlichen Jobs Jy,1, . . ., J; den Maschinen gemaf3 LIST SCHEDULING zu.

Beispiel: / = 6

sortierte Jobs:

U
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Ein PAS fir Multiprozessor-Scheduling CIT

Fir eine Konstante ¢ (1 < ¢ < n) definiere den Algorithmus A, wie folgt.

Ao(d1, -y dn, m) polynomiell fiir konstantes ¢ — O(m’ + nlog n)
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. O(nlog n)
Bestimme optimalen Schedule fir die £ groBten Jobs Ji, . . ., Jy. O(m")
Ordne die restlichen Jobs Jy,1, . . ., J; den Maschinen gemaf3 LIST SCHEDULING zu.

Beispiel: / = 6

| /1 | m optimale Lésung fiir die ¢ groBten Jobs
sortierte Jobs: | J2 |

| J3 |

| Ja |

I J5 I

| Jp | My J1 |

| | )’ 2 E |

2 3

| | My Ja | Je |

|

|

[ ]

[ ]
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Ein PAS fur Multiprozessor-Scheduling

itut far Technologie

Fir eine Konstante ¢ (1 < ¢ < n) definiere den Algorithmus A, wie folgt.

Ao(d1, -y dn, m) polynomiell fiir konstantes ¢ — O(m’ + nlog n)
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. O(nlog n)
Bestimme optimalen Schedule fir die £ groBten Jobs Ji, . . ., Jy. O(m")
Ordne die restlichen Jobs Jy,1, . . ., J; den Maschinen gemaf3 LIST SCHEDULING zu.

Beispiel: / = 6

| 2 | m optimale Lésung fir die £ groBten Jobs
. _ -
sortierte Jobs: : Jj | m alle Anderen mittels LIST SCHEDULING
| J4 |
| Js |
| Jp | My Js |
| | M3 Jo Js |
Mo J3 |
| | M Jy | Jp |
|
|
[ ]
[ ]

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
1Y
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014



Ein PAS fur Multiprozessor-Scheduling

itut far Technologie

Fir eine Konstante ¢ (1 < ¢ < n) definiere den Algorithmus A, wie folgt.

Ao(d1, -y dn, m) polynomiell fiir konstantes ¢ — O(m’ + nlog n)
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. O(nlog n)
Bestimme optimalen Schedule fir die £ groBten Jobs Ji, . . ., Jy. O(m")
Ordne die restlichen Jobs Jy,1, . . ., J; den Maschinen gemaf3 LIST SCHEDULING zu.

Beispiel: / = 6

| 2 | m optimale Lésung fir die £ groBten Jobs
. _ _
sortierte Jobs: : Jj | m alle Anderen mittels LIST SCHEDULING
| Jy |
| Js |
| Jp | My Js | |
| | M3 J2 J5 |
Mo J3 |
| | My Ja | Je |
|
|
1
1
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Ein PAS fur Multiprozessor-Scheduling

itut far Technologie

Fir eine Konstante ¢ (1 < ¢ < n) definiere den Algorithmus A, wie folgt.

Ao(d1, -y dn, m) polynomiell fiir konstantes ¢ — O(m’ + nlog n)
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. O(nlog n)
Bestimme optimalen Schedule fir die £ groBten Jobs Ji, . . ., Jy. O(m")
Ordne die restlichen Jobs Jy,1, . . ., J; den Maschinen gemaf3 LIST SCHEDULING zu.

Beispiel: / = 6

| 2 | m optimale Lésung fir die £ groBten Jobs
. _ _
sortierte Jobs: : Jj | m alle Anderen mittels LIST SCHEDULING
| Jy |
| Js |
| Jp | My Js | |
| | M3 J2 J5 |
Mo J3 |
| | My Ja | Je |
|
|
1
1
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Ein PAS fur Multiprozessor-Scheduling

itut far Technologie

Fir eine Konstante ¢ (1 < ¢ < n) definiere den Algorithmus A, wie folgt.

Ao(d1, -y dn, m) polynomiell fiir konstantes ¢ — O(m’ + nlog n)
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. O(nlog n)
Bestimme optimalen Schedule fir die £ groBten Jobs Ji, . . ., Jy. O(m")
Ordne die restlichen Jobs Jy,1, . . ., J; den Maschinen gemaf3 LIST SCHEDULING zu.

Beispiel: / = 6

| 2 | m optimale Lésung fir die £ groBten Jobs
. _ _
sortierte Jobs: : Jj | m alle Anderen mittels LIST SCHEDULING
| Jy |
| Js |
| Jp | My Js | |
| | M3 J2 J5 |
Mo J3 | |
| | My Ja | Je | |
|
|
1
1
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Ein PAS fur Multiprozessor-Scheduling

itut far Technologie

Fir eine Konstante ¢ (1 < ¢ < n) definiere den Algorithmus A, wie folgt.

Ao(d1, -y dn, m) polynomiell fiir konstantes ¢ — O(m’ + nlog n)
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. O(nlog n)
Bestimme optimalen Schedule fir die £ groBten Jobs Ji, . . ., Jy. O(m")
Ordne die restlichen Jobs Jy,1, . . ., J; den Maschinen gemaf3 LIST SCHEDULING zu.

Beispiel: / = 6

| 2 | m optimale Lésung fir die £ groBten Jobs
. _ _
sortierte Jobs: : Jj | m alle Anderen mittels LIST SCHEDULING
| Jy |
| Js |
| Jp | My Js | |
| | M3 J2 J5 | |
Mo J3 | |
| | My Ja | Je | |
|
|
1
1
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Ein PAS fur Multiprozessor-Scheduling

itut far Technologie

Fir eine Konstante ¢ (1 < ¢ < n) definiere den Algorithmus A, wie folgt.

Ao(d1, -y dn, m) polynomiell fiir konstantes ¢ — O(m’ + nlog n)
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. O(nlog n)
Bestimme optimalen Schedule fir die £ groBten Jobs Ji, . . ., Jy. O(m")
Ordne die restlichen Jobs Jy,1, . . ., J; den Maschinen gemaf3 LIST SCHEDULING zu.

Beispiel: / = 6

| 2 | m optimale Lésung fir die £ groBten Jobs
. _ _
sortierte Jobs: : Jj | m alle Anderen mittels LIST SCHEDULING
| Jy |
| Js |
| Js | My J1 | | |
| | M3 J2 J5 | |
Mo J3 | |
| | My Ja | Je | |
|
|
1
1
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Ein PAS flr Multiprozessor-Scheduling &‘(lT

Fir eine Konstante ¢ (1 < ¢ < n) definiere den Algorithmus A, wie folgt.

Ag(Jr, ...\ dn, m) polynomiell fir konstantes ¢ — O(m¢ + nlog n)
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. O(nlog n)
Bestimme optimalen Schedule fir die £ groBten Jobs Ji, . . ., Jy. O(m")
Ordne die restlichen Jobs Jy,1, . . ., J; den Maschinen gemaf3 LIST SCHEDULING zu.

Satz: Approximation (Satz 7.13)\

Fir die Approximationsrate von A, mit 1 < ¢ < n konstant gilt:
_ 1
Ra, <1+ —2”
T+ |5

.

Beweis: Folgt gleich.
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Ein PAS fir Multiprozessor-Scheduling QAT

Fir eine Konstante ¢ (1 < ¢ < n) definiere den Algorithmus A, wie folgt.

Ao(d1, -y dn, m) polynomiell fiir konstantes ¢ — O(m’ + nlog n)
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. O(nlog n)
Bestimme optimalen Schedule fir die £ groBten Jobs Ji, . . ., Jy. O(m")
Ordne die restlichen Jobs Jy,1, . . ., J; den Maschinen gemaf3 LIST SCHEDULING zu.

Satz: Approximation (Satz 7.13)\

Fir die Approximationsrate von A, mit 1 < ¢ < n konstant gilt:

_ 1

Ra, <1+ —
= ;

T+ |5

.

Beweis: Folgt gleich.

Zu ¢ > 0 sei A; ein Algorithmus A, mit £ so gewahlt, dass R 4, < 1 +¢.

Folgerung: PAS (Folgerung 7.14)
Flr konstant viele Maschinen ist {4, | € > 0} ein PAS.

{A¢ | € > 0} ist kein FPAS, da die Laufzeit nicht polynomiell in 1 ist.

u Institut fir Theoretische Informatik
; Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Ein PAS fiir Multiprozessor-Scheduling AT

Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit.
Bestimme optimalen Schedule fiir die £ gréBten Jobs Jy, . . .,

Ordne die restlichen Jobs Jy, 1, . . ., Jn den Maschinen gemaf LIST SCHEDULING zu. Ra, <1+ 14 L J

Satz: Approximation (Satz 7.13)\
Fir die Approximationsrate von A, mit 1 < ¢ < n konstant gilt:

1 —

S[=

3>

Beweis: Sei J, letzter Job mit Startzeit Sy und Abschlusszeit Ty, = MAKESPAN 4

Fall 1: Jy ist einer der ¢ groB3ten
Jobs Ui, ..., Js. M,

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

Ji | | |
Jo Js = Ji
J3 | '
J4 | ] J6 | :

Sk Ty = MAK.ESPANAE
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Ein PAS fiir Multiprozessor-Scheduling AT

Ap(Ji, ..., Jn, m) Satz: Approximation (Satz 7.13)\
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. Fir die Approximationsrate von A, mit 1 < £ < n konstant gilt:
Bestimme optimalen Schedule fiir die £ gréBten Jobs Jy, . . ., Jp. 1 -1
Ordne die restlichen Jobs Jy, 1, . . ., Jn den Maschinen gemaf LIST SCHEDULING zu. Ra, <1+ ﬁ

m

Beweis: Sei J, letzter Job mit Startzeit Sy und Abschlusszeit Ty, = MAKESPAN 4

Fall 1: Jy ist einer der ¢ groB3ten Ji | ||
M3 Jo Js = Jj

JObS J‘I,...,Je- Mo Ja | [
M Ja | + % HE

Sk Ty = MAK.ESPANAE
m FOrJobs Jy, ..., Jy, wurde eine optimale Losung berechnet.
m = Die gefundene Losung ist auch optimal far Jy, ..., J,.

u Institut fir Theoretische Informatik
g Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Ein PAS fiir Multiprozessor-Scheduling AT

Ap(Ji, ..., Jn, m) Satz: Approximation (Satz 7.13)\
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. Fir die Approximationsrate von A, mit 1 < £ < n konstant gilt:
Bestimme optimalen Schedule flr die £ groBten Jobs Js, . . ., Jp. 1 -1
Ordne die restlichen Jobs Jy, 1, . . ., Jn den Maschinen gemaf LIST SCHEDULING zu. Ra, <1+ 14 LZJ

m

Beweis: Sei J, letzter Job mit Startzeit Sy und Abschlusszeit Ty, = MAKESPAN 4

Fall 1: Jy ist einer der ¢ groB3ten Ji | ||
Mg Jo Jg = Jj

JObS J‘I,...,Je- M2 J3 | [
M Ja | + % HE

Sk Ty = MAK.ESPANAE
m FOrJobs Jy, ..., Jy, wurde eine optimale Losung berechnet.
m = Die gefundene Losung ist auch optimal far Jy, ..., J,.

Fall 2: J, ist nicht einer der ¢ %4 JJ1 | _ | |
groBten Jobs i, . ., Jp. i z "
My Jg | Jg | . | '

S.k Ty = MAK.ESPANAe

u Institut fir Theoretische Informatik
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Ein PAS fiir Multiprozessor-Scheduling AT

Ap(Ji, ..., Jn, m) Satz: Approximation (Satz 7.13)\
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. Fir die Approximationsrate von A, mit 1 < £ < n konstant gilt:
Bestimme optimalen Schedule flr die £ groBten Jobs Js, . . ., Jp. 1 -1
Ordne die restlichen Jobs Jy, 1, . . ., Jn den Maschinen gemaf LIST SCHEDULING zu. Ra, <1+ 14 LZJ

m

Beweis: Sei J, letzter Job mit Startzeit Sy und Abschlusszeit Ty, = MAKESPAN 4

Fall 1: Jy ist einer der £ grofB3ten My JJ1 | _ JI |
Jobs Ui, ..., Js. " v T

My Ja | : Js |

Sk Ty = MAKESPANAE
m FOrJobs Jy, ..., Jy, wurde eine optimale Losung berechnet.
m = Die gefundene Losung ist auch optimal far Jy, ..., J,.
Fall 2: J, ist nicht einer der ¢ My Ui | | |
. Mg Jo Js | |

grof3ten Jobs Jy, . . ., Jp. M T3 T

Mi J4 | J6 | » |

Sk Ty = MAKESPANAe

m Ahnliche Abschatzung wie bei LIST SCHEDULING.

m Nutze aus, dass es ¢ + 1 Jobs gibt, die mindestens so grof3 sind wie Jx

(einschlief3lich Jx). (siehe nachste Folie)
=.‘=. Institut fur Theoretische Informatik
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Ein PAS fiir Multiprozessor-Scheduling AT

Ap(Ji, ..., Jn, m) Satz: Approximation (Satz 7.13)\
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. Fir die Approximationsrate von A, mit 1 < £ < n konstant gilt:
Bestimme optimalen Schedule fiir die £ gréBten Jobs Jy, . . ., Jp. 1 -1
Ordne die restlichen Jobs Jy, 1, . . ., Jn den Maschinen gemaf LIST SCHEDULING zu. Ra, <1+ 14 LZJ

m

Beweis Fall 2: Zunachst genauso wie bei LIST SCHEDULING

My Js | | |

Mg Jo Js | |

Mo J3 Ji

M 7 | s I s

S.k Ty = MAK.ESPANAe

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Ein PAS fiir Multiprozessor-Scheduling AT

Ap(Ji, ..., Jn, m) Satz: Approximation (Satz 7.13)‘
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. Fir die Approximationsrate von A, mit 1 < £ < n konstant gilt:
Bestimme optimalen Schedule flr die £ groBten Jobs Js, . . ., Jp. 1 -1
Ordne die restlichen Jobs Jy, 1, . . ., Jn den Maschinen gemaf LIST SCHEDULING zu. Ra, <1+ 14 LZJ

m

|\
Beweis Fall 2: Zunachst genauso wie bei LIST SCHEDULING

1 .
Sk < E Z p;i Gewicht aller Jobs auf3er Jx Es f°|gt-
izk | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt Tk = 1Sk|+ Pk
1
<I= D P+ P
izk
Topt = Pk denn Jx muss ausgefuhrt werden

n
1 :
Topr > — S ; D Gewicht aller Jobs
|i=1 | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt
My Ji | | |
M3 Jo Js | |
Mo J3 Jk
Mi Ja | Js | » |
Sk Ty = MAKESPANAe
==. Institut fur Theoretische Informatik
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Ein PAS fiir Multiprozessor-Scheduling AT

Ag(J1s ... Jn, m) Satz: Approximation (Satz 7.13)‘
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. Fir die Approximationsrate von A, mit 1 < £ < n konstant gilt:
Bestimme optimalen Schedule flr die £ groBten Jobs Js, . . ., Jp. 1 -1

m
Ordne die restlichen Jobs Jy, 1, . . ., Jn den Maschinen gemaf LIST SCHEDULING zu. Ra, <1+ 1 ﬁJ
T m
Beweis Fall 2: Zunachst genauso wie bei LIST SCHEDULING
1 .
Sk <|— E p;i Gewicht aller Jobs auf3er Jx Es folgt:
m |~ —
iZzk | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt T = Sk + Pk
1
< P E Pi |+ Pk
izk
Topt = Pk denn Jx muss ausgefihrt werden { m ’
== E pi+({ 1= = | - Pk
m < m
=1
1 n
Toer > — S \Pi Gewicht aller Jobs
| m&—~ , - : :
|i=1 | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt
My g | L
M3 Jo Js | |
Mo J3 Jk
Mi J4 | Js | » |
Sk Ty = MAKESPANAe
==. Institut fur Theoretische Informatik
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Ein PAS fur Multiprozessor-Scheduling

ST

.....

Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit.
Bestimme optimalen Schedule fir die ¢ groBten Jobs J4
Ordne die restlichen Jobs Jy, 1

Satz: Approximation
Fur die Approximationsrate von Ay

Jn den Maschinen gemaf LIST

.....

SCHEDULING zu. Ra, <1+

1 —

1+

(Satz 7.13)\
mit 1 < ¢ < nkonstant gilt:

S[=

iz

3>

|\
Beweis Fall 2: Zunachst genauso wie bei LIST SCHEDULING

1 .
Sk <|— Z p;i Gewicht aller Jobs auf3er Jx Es f°|gt'
mi — . . T. =S +
iZk | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt k = Sk + Pk
1
< — ) Pi+px
ik
Topt = Pk denn Jx muss ausgefthrt werden ] m 1
== Pi+(1——>°,0k
m : m
=1
1 [ < 1
Toer >| —|> p;  Gewichtaller Jobs <| Topr|+ | 1 — — Topt
| m|— , — . , ;
|i=1 | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt
geht das besser?
g g | ]
Mg Jo Js | |
Mo J3 Jk
2 % % T B
Slk Ty = MAKESPANAe
==. Institut flr Theoretische Informatik
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Ein PAS fiir Multiprozessor-Scheduling AT

Ap(Ji, ..., Jn, m) Satz: Approximation (Satz 7.13)‘
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. Fir die Approximationsrate von A, mit 1 < £ < n konstant gilt:
Bestimme optimalen Schedule flr die £ groBten Jobs Js, . . ., Jp. 1 -1
Ordne die restlichen Jobs Jy, 1, . . ., Jn den Maschinen gemaf LIST SCHEDULING zu. Ra, <1+ 14 LZJ

m

|\
Beweis Fall 2: Zunachst genauso wie bei LIST SCHEDULING

1 ;
Sk <|— g p;i Gewicht aller Jobs auBer Ji
m

iZk | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt

Betrachte nur die Jobs Ji, ..., Jp, Jk:

4 es gibt Maschine mit
>loel- [ 1 _ g
Toer 2| Px ( " {mJ) so vielen Jobs (%)

jeder hat GroBBe > py

Begrandung far (x):
m |m Schnitt hat jede Maschine mehr als n% der £ + 1 Jobs.
m Mind. eine Masch. muss den Schnitt (oder mehr) erreichen.

My Ji | [

M3 Jo Jg | |

Mo Js p

M Ja | Je | |

Slk Ty = MAKIESPANAe

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

Es folgt:
Tk = Sk + Pk
1
< —-) pi+pk
m i
. 1
=1 pl+(1__> Pk
m 1 m

‘|Topt

I

geht das besser?

A
o
i
_|

+
/:L\
|
3| =
N————"
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Ein PAS fiir Multiprozessor-Scheduling AT

Ap(Ji, ..., Jn, m) Satz: Approximation (Satz 7.13)‘
Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit. Fir die Approximationsrate von A, mit 1 < £ < n konstant gilt:
Bestimme optimalen Schedule flr die £ groBten Jobs Js, . . ., Jp. 1 -1
Ordne die restlichen Jobs Jy, 1, . . ., Jn den Maschinen gemaf LIST SCHEDULING zu. Ra, <1+ 14 LZJ

m

|\
Beweis Fall 2: Zunachst genauso wie bei LIST SCHEDULING

1 .
Sk <|— Z p;i Gewicht aller Jobs auf3er Jx Es f°|gt-
mg — . . T. =S +
iZk | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt k = Sk + Pk
1
< —- ) pitpx
¢ ibt Maschine mit 7
Tooo Sl (14| 2] )€ g aschine mi —
OpT = Pk ( {mJ) so vielen Jobs (%) | ol (1 1 ) o
=|— - i e .
jeder hat Gro3e > py m 7 m
1] 11—
Topr >| — Y‘pi Gewicht aller Jobs <{ Topt|+ - Topt
=1 gleichmaBig auf m Maschinen verteilt
My ; | ]
M3 Jo Js | |
Mo J3 Jk
z 7 [ % T B
Slk Ty = MAKESPANAe
==. Institut far Theoretische Informatik
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Ein PAS fur Multiprozessor-Scheduling

Sortiere die Jobs absteigend entsprechend ihrer Laufzeit.
Bestimme optimalen Schedule fir die ¢ groBten Jobs J4

ST

Satz: Approximation (Satz 7.13)\
Fir die Approximationsrate von A, mit 1 < ¢ < n konstant gilt:

1 —

S[=

Ordne die restlichen Jobs Jy, 1, . . ., Jn den Maschinen gemaB LIST SCHEDULING zu. Ra, <1+ 14 LéJ
T m
Beweis Fall 2: Zunachst genauso wie bei LIST SCHEDULING
1 .
Sk <| — Z p;i Gewicht aller Jobs auf3er Jx Es folgt:
mis — . . T. =S, +
iZk | gleichmaBig auf m Maschinen verteilt k = Sk + Pk
1
< —-) pi+pk
m .
£ ibt Maschine mit 7
T >Slod. (14| £ ] ) es gibt Maschine mi -
OpT = Pk ( {mJ) so vielen Jobs (%) 1 1
= — - pi+(1—— | pxk
jeder hat GréBe > px m = m
1] 11—
Topr > —|> p;  Gewichtaller Jobs < Topr + .7 Toer
| m|<—~ — . . T+ {—J
=1 gleichmaBig auf m Maschinen verteilt m
g 7 | ] 1
M3 Jo Jg Tk ‘I .
M2 J3 | Jlk :> - < 1 + —m
M Jy | Jo | | Topr 1+ L%J
Slk Ty = MAKESPANAe
==. Institut fur Theoretische Informatik
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AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Bin Packing

i..EE Institut fUr Theoretische Informatik
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Bin Packing — Definition AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

endliche Menge M = {a, ..., a,}
mit Gewichtsfunktion s: M — (0, 1]

N ——

5(31)[ 2 1

- — —

Eimer (Bins) mit Fassungsvermogen 1

~N

Problem: BIN PACKING
Weise die Elemente in M einer minimalen Anzahl an Bins By, ..., B, zu, sodass

far jeden Bin B gilt: Z s(a) < 1
1] =
aeB

.

BIN PACKING ist NP-schwer.

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py
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Bin Packing — Definition AT

Karlsruher Institut fur Technologie

endliche Menge M = {a, ..., a,}
mit Gewichtsfunktion s: M — (0, 1] —

e

— — — | 96 |
3(31)[ a ds

P> P>
= & _ &

Eimer (Bins) mit Fassungsvermogen 1

B
N

4 Bins
Problem: BIN PACKING )
Weise die Elemente in M einer minimalen Anzahl an Bins By, ..., B, zu, sodass
far jeden Bin B gilt: Z s(a) < 1
1] =
aeB

.

BIN PACKING ist NP-schwer.

..= Institut fir Theoretische Informatik
A
P
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Bin Packing — Definition AT

Institut fur Technologi

endliche Menge M = {a, ..., a,}

mit Gewichtsfunktion s: M — (0, 1]  — s =
-— a

—— i ay ’c; ar

3(31)[ ap 1 ——

as — as

as ——

- ap as

- —
~ & -
«

Eimer (Bins) mit Fassungsvermogen 1

3 Bins
Problem: BIN PACKING )
Weise die Elemente in M einer minimalen Anzahl an Bins By, ..., B, zu, sodass
far jeden Bin B gilt: Z s(a) < 1
1] =
aeB

.

BIN PACKING ist NP-schwer.

..= Institut fir Theoretische Informatik
A
P

n
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Losungsstrategie 1 — Next Fit AT

Strategie:
Flge Elemente nacheinander in den aktuellen Bin ein. Wenn ein Element nicht

mehr passt, schlie3e den Bin ab und nimm einen neuen.
NEXT FIT (NF)(M, s) Laufzeit: O(n)
Flge a1 in By ein

fora, € {ap,...,an} do
B, <— letzter nicht-leerer Bin

if s(ay) < 1— Zaiij s(aj) then
Flge ay in B; ein

else
Flge ay in Bj,1 ein
Beispiel: B

- M —1

5

a a 1

as

3

- —
~ & B
«
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Losungsstrategie 1 — Next Fit AT

Strategie:
Flge Elemente nacheinander in den aktuellen Bin ein. Wenn ein Element nicht

mehr passt, schlie3e den Bin ab und nimm einen neuen.
NEXT FIT (NF)(M, s) Laufzeit: O(n)
Flge a1 in By ein

fora, € {ap,...,an} do
B, <— letzter nicht-leerer Bin

if s(ay) < 1— Zaiij s(aj) then
Flge ay in B; ein

else

Flge ay in Bj,1 ein

Beispiel:

5
-
as 1
-
S
— ) ~———
'
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Losungsstrategie 1 — Next Fit AT

Strategie:
Flge Elemente nacheinander in den aktuellen Bin ein. Wenn ein Element nicht

mehr passt, schlie3e den Bin ab und nimm einen neuen.
NEXT FIT (NF)(M, s) Laufzeit: O(n)
Flge a1 in By ein

fora, € {ap,...,an} do
B, <— letzter nicht-leerer Bin

if s(ay) < 1— Zaiij s(aj) then
Flge ay in B; ein

else
Flge ay in Bj,1 ein
Beispiel: B
- ] o
5
a a 1 a
as 2
-— af

- —
~ & B
«
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Losungsstrategie 1 — Next Fit AT

Strategie:
Flge Elemente nacheinander in den aktuellen Bin ein. Wenn ein Element nicht

mehr passt, schlie3e den Bin ab und nimm einen neuen.
NEXT FIT (NF)(M, s) Laufzeit: O(n)
Flge a1 in By ein

fora, € {ap,...,an} do
B, <— letzter nicht-leerer Bin

if s(ay) < 1— Za,-ij s(aj) then
Flge ay in B; ein

else
Flge ay in Bj,1 ein
Beispiel: B

- —— -— —
D -

ai ao 1 ao

a

S L as

-— af

- —
~ & B
«
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Losungsstrategie 1 — Next Fit AT

Strategie:
Flge Elemente nacheinander in den aktuellen Bin ein. Wenn ein Element nicht

mehr passt, schlie3e den Bin ab und nimm einen neuen.
NEXT FIT (NF)(M, s) Laufzeit: O(n)
Flge a1 in By ein

fora, € {ap,...,an} do
B, <— letzter nicht-leerer Bin

if s(ay) < 1— Za,-ij s(aj) then
Flge ay in B; ein

else
Flge ay in Bj,1 ein
Beispiel: B

- —— > —

- M—]
ao 1 ao -

as as
—— as

-— af

- —
~ & B
'
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Losungsstrategie 1 — Next Fit AT

Institut fur Technologie

Strategie:
Flge Elemente nacheinander in den aktuellen Bin ein. Wenn ein Element nicht

mehr passt, schlie3e den Bin ab und nimm einen neuen.
NEXT FIT (NF)(M, s) Laufzeit: O(n)
Flge a1 in By ein

fora, € {ap,...,an} do
B, <— letzter nicht-leerer Bin

if s(ay) < 1— Za,-ij s(aj) then
Flge ay in B; ein

else
Flge ay in Bj,1 ein
Beispiel: B
..31 ao 1 a —
. as as
—— as
-— af

- —
~ & B
«
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Losungsstrategie 1 — Next Fit AT

Institut fur Technologi

Strategie:
Flge Elemente nacheinander in den aktuellen Bin ein. Wenn ein Element nicht
mehr passt, schlie3e den Bin ab und nimm einen neuen.

NEXT FIT (NF)(M, s) Laufzeit: O(n)
Flge a1 in By ein

fora, € {ap,...,an} do
B, <— letzter nicht-leerer Bin

if s(ay) < 1— Za,-ij s(aj) then
Flge ay in B; ein

else
Flge ay in Bj,1 ein
Beispiel: B s
..31 ao 1 ao ——
. a3 as
—— as
-— af

- —
~ & B
«
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Losungsstrategie 1 — Next Fit AT

Institut fur Technologi

Strategie:
Flge Elemente nacheinander in den aktuellen Bin ein. Wenn ein Element nicht
mehr passt, schlie3e den Bin ab und nimm einen neuen.

NEXT FIT (NF)(M, s) Laufzeit: O(n)
Flge a1 in By ein

fora, € {ap,...,an} do
B, <— letzter nicht-leerer Bin

if s(ay) < 1— Za,-ij s(aj) then
Flge ay in B; ein

else

Flge ay in Bj,1 ein

Beispiel: aes

3 |- L B =
a a 1 a —_—
1 4 ; as
— ay 2
-— -— af
- & B
'
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Next Fit — Approximation AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Schlechtes Beispiel (Beispiel 7.4)
Betrachte die Menge {ay,...,a,} firn=4- N mit N € N. Sei weiterhin

1 .
> falls i ungerade
s(ai) = q %, °
sy sonst
Optimale Losung OPT(/) Losung von NEXT FIT NF(/)
1 — 1
N Bins 1 Bin 2N Bins

= NF(/) =2 - OPT(/) — 2

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
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Next Fit — Approximation AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Schlechtes Beispiel (Beispiel 7.4)
Betrachte die Menge {ay,...,a,} firn=4- N mit N € N. Sei weiterhin

N|—

5N sonst

Optimale Losung OPT(/) Losung von NEXT FIT NF(/)

N Bins 1 Bin 2N Bins
= NF(/) =2 - OPT(/) — 2

falls i ungerade
s(aj) = { 1 J

\}

Satz: Approximation (Satz 7.5)
NEXT FIT erfullt Rne = 2.

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
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Next Fit — Approximation AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz: Approximation (Satz 7.5)\
NEXT FIT erfullt Rne = 2.
Beweis:
m Sei k = NF(/) die Anzahl an Bins, die NEXTFIT fUr die Instanz / bendtigt.
1
1_ _ _ 4 _ ______
2 —

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 Prof. Dr. Dorothea Wagner



Next Fit — Approximation AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz: Approximation (Satz 7.5)\

NEXT FIT erfullt Rne = 2.
Beweis:
m Sei k = NF(/) die Anzahl an Bins, die NEXTFIT fUr die Instanz / bendtigt.
1

— m Sei s; die Gro3e der Elemente in
1 —_ Bin /.
5____'___853 _______
S+ 52 Sy
Sk

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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Next Fit — Approximation

2
-
—

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz: Approximation (Satz 7.5)\
NEXT FIT erfullt Rne = 2.
Beweis:
m Sei k = NF(/) die Anzahl an Bins, die NEXTFIT fUr die Instanz / bendtigt.
1
— m Sei s; die Gro3e der Elemente in
1 — Bin /.
2 =1 | ||l Blss == =0 m FUr zwei aufeinanderfolgende
S 2 Sy Bins gilt: s; + Sj,1 > 1
Sk (sonst hatten die Elemente in
Bin i + 1 noch in Bin / gepasst)
1 I 1 I
S1+ S > 1 S3+ 84 > 1

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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Next Fit — Approximation AT

Karlsruher Institut fur Technologie

.
Satz: Approximation (Satz 7.5)
NEXT FIT erfullt Rne = 2.
Beweis:
m Sei k = NF(/) die Anzahl an Bins, die NEXTFIT fUr die Instanz / bendtigt.
1 . .
J— m Sei s; die Grof3e der Elemente in
1 — Bin /.
2 =1 | ; I IE= m FUOr zwei aufeinanderfolgende
S 2 Sy Bins gilt: s; + Sj,1 > 1
Sk (sonst hatten die Elemente in
Bin i + 1 noch in Bin / gepasst)
l I l I
S1+ S > 1 S3+ 84 > 1
k ) k—1 o
= 21 si > 7 falls k gerade bzw. 21 si > “5— falls k ungerade
I= I=
=“. Institut fir Theoretische Informatik
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Next Fit — Approximation AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz: Approximation (Satz 7.5)\
NEXT FIT erfullt Ry = 2
Beweis:
m Sei k = NF(/) die Anzahl an Bins, die NEXTFIT far die Instanz / benétigt.
1
— m Sei s; die Gro3e der Elemente in
1 — Bin J.
2 =1 | |l Blss e—=>~ = m For zwei aufeinanderfolgende
St 2 Bins qilt: s; + Sj,.1 > 1
(sonst hatten die Elemente in
E E Bin i + 1 noch in Bin / gepasst)
l I l
S1+ S > 1 S3+S4>1

K k—1
= Y s > X falls k gerade bzw. Y s; > - falls k ungerade
iz iz

= OPT(/) > ¥1 = NF(/) = k < 20PT(l) + 1 = NF(/) < 20PT(/)

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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Losungsstrategie 2 — First Fit AT

Strategie:
FUge aktuelles Element immer in den ersten Bin ein, in den es passt.

FIRST FIT (FF)(M, s) Laufzeit: O(n?)
Flge a4 in By ein
fora, € {ap,...,an} do

B; < erster Bin mit s(ap) < 1 — Za,-ij s(a;)

Flge ay in B; ein

- T
a 1
as

ds

Beispiel:
-
>
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Losungsstrategie 2 — First Fit

Strategie:
FUge aktuelles Element immer in den ersten Bin ein, in den es passt.

itut far Technologie

FIRST FIT (FF)(M, s) Laufzeit: O(n?)
Flge a4 in By ein
fora, € {ap,...,an} do

B; < erster Bin mit s(ap) < 1 — Za,-ij s(a;)

Flge ay in B; ein

- T
a 1
as
>

ds

Beispiel:
-
>
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Losungsstrategie 2 — First Fit

Strategie:
FUge aktuelles Element immer in den ersten Bin ein, in den es passt.

itut far Technologie

FIRST FIT (FF)(M, s) Laufzeit: O(n?)
Flge a4 in By ein
fora, € {ap,...,an} do

B; < erster Bin mit s(ap) < 1 — Za,-ij s(a;)

Flge ay in B; ein

- %
a 1 a

ds

Beispiel:
-
>
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Losungsstrategie 2 — First Fit AT

Institut fur Technologi

Strategie:
FUge aktuelles Element immer in den ersten Bin ein, in den es passt.

FIRST FIT (FF)(M, s) Laufzeit: O(n?)
Flge a4 in By ein
fora, € {ap,...,an} do

B; < erster Bin mit s(ap) < 1 — Za,-ij s(a;)

Flge ay in B; ein

- < - _
ao 1 ao
a
£ L as

ds

Beispiel:
-
>
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Losungsstrategie 2 — First Fit AT

Institut fur Technologie

Strategie:
FUge aktuelles Element immer in den ersten Bin ein, in den es passt.

FIRST FIT (FF)(M, s) Laufzeit: O(n?)
Flge a4 in By ein
fora, € {ap,...,an} do

B; < erster Bin mit s(ap) < 1 — Za,-ij s(a;)

Flge ay in B; ein

- -— - S
ao 1 ao -
as e

ds

Beispiel:
-
>
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Losungsstrategie 2 — First Fit

Strategie:
FUge aktuelles Element immer in den ersten Bin ein, in den es passt.

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

FIRST FIT (FF)(M, s) Laufzeit: O(n?)
Flge a4 in By ein
fora, € {ap,...,an} do

B; < erster Bin mit s(ap) < 1 — Za,-ij s(a;)

Flge ay in B; ein

Beispiel: 2
—— e <
4> N —1
as 1 a2 i
a
—— 3 as

-— -— af
a5

£
Al

(
|
|
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Losungsstrategie 2 — First Fit

Strategie:
FUge aktuelles Element immer in den ersten Bin ein, in den es passt.

T

Karlsruher Institut fur Technologie

L.

FIRST FIT (FF)(M, s) Laufzeit: O(n?)
Flge a4 in By ein
fora, € {ap,...,an} do

B; < erster Bin mit s(ap) < 1 — Za,-ij s(a;)

Flge ay in B; ein

Beispiel: - 2
— — C~———
4> N —1
as 1 a2 i
a
—— 3 as

-— -— af
a5

£
Al

(
|
|
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Losungsstrategie 2 — First Fit AT

Strategie:
FUge aktuelles Element immer in den ersten Bin ein, in den es passt.

FIRST FIT (FF)(M, s) Laufzeit: O(n?)
Flge a4 in By ein
fora, € {ap,...,an} do

B; < erster Bin mit s(ap) < 1 — Za,-ij s(a;)

Flge ay in B; ein

Beispiel: _ - E as ——
ai ao 1 ao —
I X
—— as
-— -— af
— > — -
FUr jede Instanz / gilt FF(/) < 2 - OPT(/) Kann man das besser abschatzen?
4dhl

u Institut fir Theoretische Informatik
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First Fit — Approximation AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Schlechtes Beispiel (Beispiel 7.7)
Sei das Fassungsvermogen eines Bins 101 (statt 1) und sei n = 37. Sei weiterhin

f

6 fur1<i<7

10 fur8<i< 14
s(a)=416 fur15<i<17
34 fur18 <i<27
51 fur2s < i< 37

\

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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First Fit — Approximation AT

Schlechtes Beispiel — (Beispiel 7.7)
Sei das Fassungsvermogen eines Bins 101. o1
Betrachte folgende Elemente: —
0 e -
/x 7x 3x 10x 10X
Optimale Losung OPT(/) Losung von FIRST FIT FF(/)
6] o
34 34
101 —— — 101
51 o1
3 Bins 7 Bins 1 Bin 1Bin 5Bins 10 Bins

= FF(/) = 17 und OPT(/) = 10 = Rer(l) = 17

= Institut fir Theoretische Informatik
A
P
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First Fit — Approximation AT

Gerade gesehen: Es gibt eine Instanz /, sodass Ree(/) = 1Z.

Umgekehrt kann es kein viel schlechteres Beispiel geben:

Satz: Approximation
Fur jede Instanz / von BIN PACKING gilt: FF(/) < 1Z - OPT(/) + 1

(Satz 7.8)

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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First Fit — Approximation AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Gerade gesehen: Es gibt eine Instanz /, sodass Ree(/) = 1Z.

Umgekehrt kann es kein viel schlechteres Beispiel geben:
Satz: Approximation (Satz 7.8)

Fur jede Instanz / von BIN PACKING gilt: FF(/) < 1Z - OPT(/) + 1

Beweisidee:
Definiere Funktion w: [0, 1] — [0, 1] die hilft, das Verhaltnis ~ OPT( abzuschatzen.
Zeige: Far:
98- 17 (8.4 firo<a< !
Zw say)) = 74 - OFTU) 2.a— - furl<a<]
(U(a) = 4 6 1 - 1
g'a+ﬁ fur§§a§§
Z w(s(ay)) > FF(l) — 1 1 fir } <a<1
i=1

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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First Fit — Approximation AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Gerade gesehen: Es gibt eine Instanz /, sodass Ree(/) = 1Z.

Umgekehrt kann es kein viel schlechteres Beispiel geben:

Satz: Approximation (Satz 7.8)
Fur jede Instanz / von BIN PACKING gilt: FF(/) < 1Z - OPT(/) + 1
Beweisidee:
Definiere Funktion w: [0, 1] — [0, 1] die hilft, das Verhaltnis ~ OPT( abzuschatzen.
Zeige: Far:
9 17 (2.4 furo <a< g
Zw say)) = 74 - OFTU) 2.a— - furl<a<]
(U(a) = 4 6 1 - 1
g'a+ﬁ fur§§a§§
Zw(s(a;)) > FF(/) — 1 1 fir | < a< 1
i=1

Hinweis:
Neues Ergebnis: es gilt sogar FF(/) < 1 - OPT(/)

Gyorgy Ddésa und Jiri Sgall,First Fit bin packing: A tight analysis, STACS 2013
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First Fit — Approximation AT

Gerade gesehen: Es gibt eine Instanz /, sodass Ree(/) = 1Z.

Umgekehrt kann es kein viel schlechteres Beispiel geben:

Satz: Approximation (Satz 7.8)
Fur jede Instanz / von BIN PACKING gilt: FF(/) < 1Z - OPT(/) + 1
Bemerkung: Asymptotische Approximation (Bemerkung 7.9)\

Definiere die asymptotische Gltegarantie Ry wie folgt:

R =inf{r > 1| Esgibt N > 0, sodass R 4(/) < r fir alle I mit OrT(/) > N }

Dannist Reg = % (der Summand 1 ist vernachlassigbar).

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
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First Fit — Approximation AT

Gerade gesehen: Es gibt eine Instanz /, sodass Ree(/) = 1Z.

Umgekehrt kann es kein viel schlechteres Beispiel geben:

Satz: Approximation (Satz 7.8)
Fur jede Instanz / von BIN PACKING gilt: FF(/) < 1Z - OPT(/) + 1
Bemerkung: Asymptotische Approximation (Bemerkung 7.9)\

Definiere die asymptotische Gltegarantie Ry wie folgt:

R =inf{r > 1| Esgibt N > 0, sodass R 4(/) < r fir alle I mit OrT(/) > N }

Dannist Reg = % (der Summand 1 ist vernachlassigbar).

Es gibt weitere Strategien mit teilweise besseren Approximationsguten.

Beispiel: FIRST FIT DECREASING (FFD) sortiert die Elemente zunachst absteigend
und flgt sie dann mittels FF ein. — asymptotische Gltegarantie: %

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
'= Prof. Dr. Dorothea Wagner
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