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KNAPSACK IT
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Menge M = {1, ..., n} mit n Gegenstanden Rucksack mit Maximalgewicht W

208 &

Jeder Gegenstand / m hat Kosten (eigentlich Nutzen) ¢; € Np.
m hat ein Gewicht w; € N.

m kann beliebig oft eingepackt werden.

Problem: KNAPSACK
n n
Finde Anzahlen x4, ..., X, € Ny, sodass ) x;w; < W und ) x;c; maximal ist.
i=0 =1
\_
Gesamtgewicht
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KNAPSACK IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Menge M = {1, ..., n} mit n Gegenstanden Rucksack mit Maximalgewicht W

208 &

Jeder Gegenstand / m hat Kosten (eigentlich Nutzen) ¢; € Np.

m hat ein Gewicht w; € N.
m kann beliebig oft eingepackt werden.

.
Problem: KNAPSACK
n n
Finde Anzahlen x4, ..., X, € Ny, sodass ) x;w; < W und ) x;c; maximal ist.
i=0 i=1
\_
Gesamtgewicht

® KNAPSACK ist NP-schwer.

m Damit kann KNAPSACK (wie viele andere Probleme) vermutlich nicht effizient
und optimal gelost werden.
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Approximation AT

Losungsansatz fliir NP-schwere Probleme
m Finde Algorithmus, der effizient ist, aber ggf. nicht die optimale Losung liefert.

m Der Algorithmus soll trotzdem eine beweisbar gute Losung liefern.
ha Wie misst man das?
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Approximation AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Losungsansatz fliir NP-schwere Probleme
m Finde Algorithmus, der effizient ist, aber ggf. nicht die optimale Losung liefert.

m Der Algorithmus soll trotzdem eine beweisbar gute Losung liefern.
Wie misst man das?

Definition: Absoluter Approximationsalgorithmus (Definition 4.36)\
Sei IT ein Optimierungsproblem. Ein polynomieller Algorithmus A, der fiir jede
Instanz / einen Wert A(/) liefert, mit

OPT(l) — A())| < K

und K € Ny konstant, heil3t Approximationsalgorithmus mit Differenzengarantie
oder absoluter Approximationsalgorithmus.

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 Prof. Dr. Dorothea Wagner



Approximation A{]]

Karlsruher Institut fur Technologie

Losungsansatz fliir NP-schwere Probleme
m Finde Algorithmus, der effizient ist, aber ggf. nicht die optimale Losung liefert.

m Der Algorithmus soll trotzdem eine beweisbar gute Losung liefern.
Wie misst man das?

Definition: Absoluter Approximationsalgorithmus (Definition 4.36)\
Sei IT ein Optimierungsproblem. Ein polynomieller Algorithmus A, der fiir jede
Instanz / einen Wert A(/) liefert, mit

OPT() — A())| < K

und K € Ny konstant, heil3t Approximationsalgorithmus mit Differenzengarantie
oder absoluter Approximationsalgorithmus.

Satz: Negatives Ergebnis (ohne Beweis) (Satz 4.37)\
Falls P # N P, so gibt es keinen absoluten Approximationsalgo flir KNAPSACK.

FUr die meisten NP-schweren Probleme gibt es keinen Approximationsalgorithmus
mit absoluter Gite.
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Relative Approximation — KNAPSACK
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Approximationsalgorithmen

itut far Technologie

Definition: Approximationsalgorithmus (Definition 4.39)\
Sei IT ein Optimierungsproblem, sowie A ein polynomieller Algorithmus, der fir
jede Instanz / von TT eine Losung mit Wert A(/) liefert.

. Of#’(),) falls TT Minimierungsproblem
Sei Ra(l) = <
\ = falls TT Maximierungsproblem

Wenn es einen Konstante K gibt, sodass R 4(/) < K far alle Instanzen /, dann ist
A ein Approximationsalgorithmus mit relativer Gltegarantie.

Definition: Gutegarantie (Definition 4.39)\
Die Approximationsgtte R 4 eines Approximationsalgorithmus ist definiert als

R4 =inf{r > 1| R4(I) < rfir alle Instanzen / von TT}.

| A heiB3t e-approximierend, falls R 4 <1 + ¢.
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Greedy-Algorithmus fir KNAPSACK

Karlsruher Institut fur Technologie

Idee: Wahle Elemente mit moglichst hoher Gewichtsdichte.

GREEDY KNAPSACK(M, {cy,...,cn}, {w1,...,wn}, W)

O(nlog n)

fori € Mdo
| pi < &

Wi
Sortiere Gegenstande, sodass py > p> > - - - > pp.

sortiere nach Gewichtsdichte

fori € Mdo

Xj < LW
W <« W—X,'-W,'

Wi

wahle bevorzugt dichte Elemente

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014
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Greedy-Algorithmus flr KNAPSACK

itut far Technologie

Idee: Wahle Elemente mit moglichst hoher Gewichtsdichte.

GREEDY KNAPSACK(M, {cy,...,cn}, {w1,...,wn}, W)

O(nlog n)

fori € Mdo
| pi < &

Wi
Sortiere Gegenstande, sodass py > p> > - - - > pp.

sortiere nach Gewichtsdichte

fori € Mdo

Xj < LW
W <« W—X,'-W,'

Wi

wahle bevorzugt dichte Elemente

Satz: Approximation

Sei A der Algorithmus GREEDY KNAPSACK. A hat Approximationsglite R 4 < 2.

N
(Satz 4.40)
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Greedy-Algorithmus flir KNAPSACK AT

Idee: Wahle Elemente mit moglichst hoher Gewichtsdichte.

GREEDY KNAPSACK(M, {c1,...,cn}, {w1,...,wp}, W) O(nlog n)
fori € Mdo
L G . . :
| Py, sortiere nach Gewichtsdichte
Sortiere Gegenstande, sodass py > p> > - - - > pp.
fori € Mdo
Xj < L%J - .
; wahle bevorzugt dichte Elemente
W+ W — Xj - W
Satz: Approximation (Satz 4.40)\
Sei A der Algorithmus GREEDY KNAPSACK. A hat Approximationsglite R 4 < 2.

Beweis: O.B.d.A.sei wy < W.

m Furalle Instanzen / gilt: A(/) > ¢1 - xy = ¢4 - {ﬂJ
a AuBerdem gilt: OPT()) < ¢y - X < ¢, - (LﬂJ ; 1) <2.¢- LWV‘:J < 2. Al

a =R = Oﬂf)” < 2.
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Vollstandiger Graph G = (V, E) mit Gewichtsfunktion c: E — N
{Problem: TSP (TRAVELLING SALESMAN PROBLEM) l

Finde eine klrzeste Rundreise (ein kurzester Kreis, der alle Knoten besucht).
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Gewicht: 40

Vollstandiger Graph G = (V, E) mit Gewichtsfunktion c: E — N
{Problem: TSP (TRAVELLING SALESMAN PROBLEM) l

Finde eine klrzeste Rundreise (ein kurzester Kreis, der alle Knoten besucht).
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Gewicht: 39

Vollstandiger Graph G = (V, E) mit Gewichtsfunktion c: E — N
{Problem: TSP (TRAVELLING SALESMAN PROBLEM) l

Finde eine klrzeste Rundreise (ein kurzester Kreis, der alle Knoten besucht).
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Karlsruher Institut fur Technologie

Gewicht: 39

Vollstandiger Graph G = (V, E) mit Gewichtsfunktion c: E — N
{Problem: TSP (TRAVELLING SALESMAN PROBLEM) 1

Finde eine klrzeste Rundreise (ein kurzester Kreis, der alle Knoten besucht).

Einschrankung: Wir nehmen an, dass die Dreiecksungleichung gilt.
b

O
a _-"
/’Sa'i'b
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2-Approximation AT
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Schritt 1 Schritt 2
Q
o)
Berechne minimalen Spannbaum des Tiefensuch-Tour T durch den MST
Eingabegraphen Unschon: Tour ist kein einfacher Kreis
Schritt 3

TSP-Tour als abgekdrzte
Tiefensuch-Tour T’
(Schon besuchte Knoten werden einfach
Ubersprungen.)
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2-Approximation AT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Schritt 1 Schritt 2
m m
o)
Berechne minimalen Spannbaum des Tiefensuch-Tour T durch den MST
Eingabegraphen Unschon: Tour ist kein einfacher Kreis
Satz: Approximation (Satz 4.43)\
Schritt 3 Fur TSP existiert ein Approximationsal-
gorithmus A mit R 4 < 2.
Beweis:

TSP-Tour als abgekdrzte
Tiefensuch-Tour T’
(Schon besuchte Knoten werden einfach
Ubersprungen.)
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2-Approximation AT
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Schritt 1 Schritt 2
m m
o)
Berechne minimalen Spannbaum des Tiefensuch-Tour T durch den MST
Eingabegraphen Unschon: Tour ist kein einfacher Kreis
Satz: Approximation (Satz 4.43)\
Schritt 3 Fur TSP existiert ein Approximationsal-
gorithmus A mit R 4 < 2.
Beweis:

m Wegen der Dreiecksungleichung gilt:
c(T") < ¢(T) =2 - ¢(MST)

(c(X) ist Summe aller Kantengewichte in X)

TSP-Tour als abgekdrzte
Tiefensuch-Tour T’
(Schon besuchte Knoten werden einfach
Ubersprungen.)
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2-Approximation AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Schritt 1 Schritt 2
m m
o)
Berechne minimalen Spannbaum des Tiefensuch-Tour T durch den MST
Eingabegraphen Unschon: Tour ist kein einfacher Kreis
Satz: Approximation (Satz 4.43)\
Schritt 3 Fur TSP existiert ein Approximationsal-
gorithmus A mit R 4 < 2.
Beweis:

m Wegen der Dreiecksungleichung gilt:
c(T") < ¢(T) =2 - ¢(MST)

(c(X) ist Summe aller Kantengewichte in X)

TSP-Tour als abgekurzte

Tiefensuch-Tour T’ m TSP-Tourist aufspannender Baum mit
(Schon besuchte Knoten werden einfach einer zusatzlichen Kante.
Ubersprungen.) — ¢(MST) < c(OPT)
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Approximationsschemata — KNAPSACK
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Approximationsschemata

itut far Technologie

Definition: PAS (Definition 4.44)\
Ein (polynomielles) Approximationsschema (PAS) flr ein Optimierungsproblem T1
ist eine Familie von Algorithmen {.A. | ¢ > 0}, sodass .A. ein e-approximierender
Algorithmus ist. (haufig auch PTAS genannt)

.

Beachte: Die Laufzeit jedes Algorithmus A, ist nur polynomiell in der Eingabe-
grof3e und kann stark von ¢ abhangen.

Definition: FPAS (Definition 4.44)\
Ein Approximationsschema {A. | ¢ > 0} heiBt vollpolynomiell (FPAS), falls die
Laufzeit jedes A, zusatzlich polynomiell in % ist. (haufig auch FPTAS genannt)
Beispiel:

a Laufzeit O (n2 ; n%) fiir A.: — PAS aber kein FPAS
a Laufzeit O (ﬁ - 3%) fiir A.: — PAS aber kein FPAS

m Laufzeit O (n“ : (%)2) fir A.: — FPAS

““ Institut fir Theoretische Informatik
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KNAPSACK AT
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Menge M = {1, ..., n} mit n Gegenstanden Rucksack mit Maximalgewicht W

Lo d NI

Jeder Gegenstand / m hat Kosten (eigentlich Nutzen) ¢; € Np.

m hat ein Gewicht w; € N.

® kann nur einmal eingepackt werden.

Problem: KNAPSACK

Finde Teilmenge M’ C M, sodass ) w; < Wund )  c¢; maximal ist.
iem’ iem’

\_

Gesamtgewicht

m Achtung: Vorhin wurde eine andere Variante von KNAPSACK betrachtet.
— Jetzt kann jedes Element nur einmal eingepackt werden.

m Diese Variante von KNAPSACK ist ebenfalls NP-schwer.
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Dynamisches Programm fiir KNAPSACK AT

Institut fur Technologi

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

w/ = min > wi | ) ci=
M C{1,...} | ; :

Einschrankung der moglichen Elemente
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Dynamisches Programm fiir KNAPSACK AT

Institut fur Technologi

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

w. = min W Ci =
r M’§{1 ]} Z / Z /
Einschrankung der moglichen Elemente

Initialisierung: Wé = 0 und W = oo fiir r =0

wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten
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Dynamisches Programm fur KNAPSACK

2
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Karlsruher Institut fur Technologie

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

J i _
w;, = min 17 Ci =
r M’§{1 ]} Z / Z /
Einschrankung der moglichen Elemente
Initialisierung: Wé = 0 und W = oo fiir r =0
wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten

Berechne: w/ = min {Wﬁ:l, W, w{_1}
/)

Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahlt

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

' : Beispiel: W =10
W, =  min E w; E Ci =
TomC{t,.)) ' ' i[1]2[3]4

Einschrankung der moglichen Elemente Wi |3|[3|5]|2

Initialisierung: Wé = 0 und W = oo fiir r =0

\
-

\10301-I>-CDI\D—LO_|LI|\)+\.
&

wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten

Berechne: w. = min {Wf:l_ + W, M_1}
|

Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahlt

C=)> C_»
icm
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

' : Beispiel: W =10
W, =  min E w; E Ci =
TomC{t,.)) ' ' i [1]2[3]4

Einschrankung der moglichen Elemente wil3|3|5]|2

Initialisierung: Wé = 0 und W = oo fiir r =0

\
-

\10301-I>-CDI\D—LO_|LI|\)+\.
&

wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten

Berechne: w. = min {Wf:l_ + W, M_1}
|

Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahlt

C=)> C_»
icm

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014



Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

' i Beispiel: W = 1
"= w j} D Wil Y cis SISPP 0

M C{1,...,j iem iem i 1112|314
Gil2|1|3]|1
Einschrankung der moglichen Elemente wi|3]3[5]2
_ , j leeres Kastchen = oo
Initialisierung: w), = 0 und w; = oo fir r # 0 N>lol1]2]3]4
) ) —2|oco|oo|oco |00 |0
wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten 1 oo oo oo [ oo | oo
. . : 0O|1]0|J]0(0|O0]O
R : J—1 —1 \
Berechne: w; = min {W,_Cj + W, w } 1 ootoo
Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahlt 2 |03
3 |
4 |oo
5 |0
6 |oo
C=) C_»| 7 |

ieM
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

' i Beispiel: W = 1
"= w j} D Wil Y cis SISPP 0

M C{1,...,j iem iem i 1112|314
CGil2|1|3]|1
Einschrankung der moglichen Elemente wi [3]3]5]2
. . j leeres Kastchen = oo
Initialisierung: w), = 0 und w; = oo fir r # 0 n>ol1 23]
. _ —2 o0 |00 |00 |00 |00
wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten "1 oo oo oo | 0o | oo
: : ; 0]0J]0[0]|]O0]|O
- : J—1 —1 \
Berechne: w} = min {W,_Cj + W, Wy } T Tooloo
Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahlt 2 || 3
3 100+ 00
4 |oo
5 Joo
6 |0
C=) C_ | 7 |x©

ieM
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

' i Beispiel: W = 1
"= w j} D Wil Y cis SISPP 0

M C{1,...,j M iem i 1|12 |3]|4
Ci 121|131
Einschrankung der moglichen Elemente wi [3]3]5]2
. . j leeres Kastchen = co
Initialisierung: w), = 0 und w; = oo fir r # 0 n>ol1 23]
. _ —2 o0 |00 |00 |00 |00
wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten "1 oo oo oo | 0o | oo
- - : OJ]0[0]0]|0]|O
e : J—1 —1 \
Berechne: w} = min {W,_Cj + W, Wy } T Tooloo
Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahlt 2 || 3
3 100+00
4 |ocO+00
5 1o
6 |0
C=) C_ | 7 |x©

ieM
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Dynamisches Programm fur KNAPSACK

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
fixe Gesamtkosten (Nutzen)

minimiere Gewicht

w/ = min > wi | ) ci=
M C{1,...} | ;

,,,,,

Einschrankung der moglichen Elemente

Initialisierung: Wé = 0 und W = oo fiir r =0

wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten

Berechne: w. = min {Wﬁ:l, + W, w{_1}
fl

Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahlt

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014
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Beispiel: W =10

C=)> C_»

ieM

I 1112 (3|4
CGit2(1|3]1
Wil 3| 3|52
j leeres Kastchen = oo
WV>o]1]2]3]4
—2|oc|oco|oco|oco|oo
—1 oo |oo|oco|oco| oo
01]0/{0|0]0|O0
1 |oo+0o0
2 |oo| 3
3 100+00
4 | oO+00
5 Joco+o0
6 |0
7 | o0
BSm Institut fir Theoretische Informatik
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

' i Beispiel: W = 1
"= w j} D Wil Y cis SISPP 0

M C{1,...,j iem iem i 1112|314
Ci12|1]3]1
Einschrankung der moglichen Elemente wi |3]3|5]2
. . j leeres Kastchen = co
Initialisierung: w), = 0 und w; = oo fir r # 0 n>ol1 23]
) _ —2|oco|oco|oco|oo| oo
wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten 1 oo | 0o | oo oo | 0o
: : ; 01]0[0[0]|]0]O0
e ond - J—1 —1 \
Berechne: w} = min {W,_Cj + W, Wy } T Tooloo
Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahlt 2 || 3
3 100+00
4 | ocO+00
5 Jooro0
6 |oO*+0O0
C=) C_ | 7 |x©

ieM
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Dynamisches Programm fur KNAPSACK

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
fixe Gesamtkosten (Nutzen)

w/ = min > wi | ) ci=
M C{1,...} | ;

minimiere Gewicht

,,,,,

Einschrankung der moglichen Elemente

Initialisierung: Wé = 0 und W = oo fiir r =0

wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten

Berechne: w. = min {Wﬁ:l, + W, w{_1}
fl

Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahlt

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014
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Beispiel: W =10

C=)> C_»

ieM

I 1112 (3|4
CGit2(1|3]1
Wil 3| 3|52
j leeres Kastchen = oo
WV>o]1]2]3]4
—2|oc|oco|oco|oco|oo
—1 oo |oo|oco|oco| oo
01]0/{0|0]0|O0
1 |oo+0o0
2 |oo| 3
3 100+00
4 | oO+00
5 |oco+00
6 |oO+0O0O
7 | o0O+00
BSm Institut fir Theoretische Informatik
,eg Prof. Dr. Dorothea Wagner



Dynamisches Programm fur KNAPSACK

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
fixe Gesamtkosten (Nutzen)

w/ = min > wi | ) ci=
M C{1,...} | ;

minimiere Gewicht

,,,,,

Einschrankung der moglichen Elemente

Initialisierung: Wé = 0 und W = oo fiir r =0

wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten

Berechne: w. = min {Wﬁ:l, + W, w{_1}
fl

Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahlt

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

Karlsruher Institut fur Technologie

Beispiel: W =10

C=)> C_»

ieM

I |1[2]|3]| 4
Gl2|1]|3]|1
Wil]3]3]|5]|2
j leeres Kastchen = oo
‘v*>oJ1]2]3]4
—2]|oo|oo|oo oo | oo
—1]oo|oo|oo|oo| oo
01]0]0]J]0(0/|0O0
\ X
il E2EE
2 |oo| 3
3 100+00
4 | oO+00
5 Joo+00
6 |oO+0O0O
7 | o0O#00
=. Institut fir Theoretische Informatik
'=g Prof. Dr. Dorothea Wagner



Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

W{ - min Z W, Z Ci = Bglsplel: W =10
M C{1,...j} e iem i 1112134
Ci 1211|131
Einschrankung der moglichen Elemente wi|3[3[5]2
. . j leeres Kastchen = co
Initialisierung: w), = 0 und w; = oo fir r # 0 N>lol1]2]3]4
) ) —2|loco|oco|oco|oo| oo
wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten 1 oo oo oo [ oo | oo
. . ; OJ]0[0]0]|0]|O
e : J—1 —1 \
Berechne: w; = min {W,_Cj + W, w! } 1 ootoo\ 3
Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahlt 2 || 873
3 |oco+0O
4 | oO+00
5 oo+
6 |oco+00
C=) C_ 5| 7 |ootx

ieM

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

W{ - min Z W, Z C = Bglsplel: W =10
M C{1,...j} e iem i 1112134
G|2|1]|3]1
Einschrankung der moglichen Elemente wil3|3]|5]|2
. . j leeres Kastchen = oo
Initialisierung: w), = 0 und w; = oo fir r # 0 N>lol1]2]3]4
. . —2|oc0 0|00 |00 |0
wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten "1 oo oo oo oo oo
. . : 01]0(0jJ]0|0|0O
- ) : J—1 —1 :
Berechne: w; = min {W,_Cj + W, w! } 1 ootoo\ 3
Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahlt 2 || 33
3 |ocor0| 6
4 | oO+00
5 |ocos0
6 |oO+0O0O
C=) C_ 5| 7 |ootx

ieM

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

' i Beispiel: W = 1
"= w j} D Wil Y cis e 0

M C{1,...,j iem iem i |1 2|3 ]| 4
Gil2(1]3]|1
Einschrankung der moglichen Elemente wi|l3[3|[5]2
, _ j leeres Kastchen = oo
Initialisierung: w), = 0 und w; = oo fir r # 0 N>lol1]2]3]4
) . —2|oc0|o0|[oco|oco| oo
wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten "1 oo oo oo oo oo
. . : 01]0]0]J]0|0]|0O0
- ) : J—1 —1
Berechne: w; = min {W,_Cj + W, w! } 1 [ooktoo] 3
Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahlt 2 || 33
3 |oo+O| 6
4 | 00O+00+00
5 1co+00#00
6 | OO+OO+0OO
c= Y ci_»| 7 |cofoofec

ieM

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

' i Beispiel: W = 1
"= w j} D Wil Y cis e 0

M C{1,...,j iem iem i |12 ([3]| 4
Ci|2|1}[83] 1
Einschrankung der moglichen Elemente wi|3|3[5]2
, _ j leeres Kastchen = oo
Initialisierung: w), = 0 und w; = oo fir r # 0 N>lol1]2]3]4
) ) —2looc|oo|oo|oo | oo
wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten "1 0o oo oo | oo oo
. : : O]J]O0O[O0O|O]|]O(O
A j—1 = \
Berechne: w; = min {W,_Cj + W, Wy } ToclooFats
Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahit 2 || 33
3 |oorcO| 6
4 | 00O+00+0O
5 1co0+00#00
6 | OO#OO+0OO
C=) Ci_g| 7 |ootootoo

ieM

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

' i Beispiel: W = 1
"= w j} D Wil Y cis e 0

M C{1,...,j iem iem i |12 ([3]| 4
Gil2|13]|1
Einschrankung der moglichen Elemente wi|3|3[5]2
. . j leeres Kastchen = oo
Initialisierung: w), = 0 und w; = oo fir r # 0 N>lol1]2]3]4
. . —2|o0|oco|oo|oo| oo
wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten "1 100 oo oo | 0o [ oo
. . : 0100/ O0|O0]O
A j—1 ]
Berechne: w; = min {W,_Cj + W, Wy } Tocloo 313
Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahit 2 || 383
3 |oo+OO| 6
4 | 00O+00+0O
5 1co0+00#00
6 | OO#OO+0OO
C=) Ci_g| 7 |ootootoo

ieM

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

' i Beispiel: W = 1
"= w j} D Wil Y cis e 0

M C{1,...,j iem iem i |12 ([3]| 4
Cil2(13]1
Einschrankung der moglichen Elemente wi|3|3[5]2
, _ j leeres Kastchen = oo
Initialisierung: w), = 0 und w; = oo fir r # 0 N>lol1]2]3]4
) ) —2]|oo oo |0 | oo
wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten "1 0o oo oo | 0o oo
. : : O]J]O0O|[O0O|lO]|O(O
A j—1 = \ \
Berechne: w; = min {W,_Cj + W, Wy } 1 ootoo\ 313
Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahit 2 |© 3T3_h§3
3 |oo+00| 6 | S
4 | 00O+00+0O
5 1co0+00#00
6 | OO#OO+0OO
C=) Ci_g| 7 |ootootoo

ieM

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

wi = min Z W, Z C = Bglsplel: W =10
M C{1,...,j} = i i 11121314
Cil2(13]1
Einschrankung der moglichen Elemente wi|3|3[5]2
. . j leeres Kastchen = oo
Initialisierung: w), = 0 und w; = oo fir r # 0 N>lol1]2]3]4
) ) —2]|oo oo |0 | oo
wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten "1 0o oo oo | 0o oo
. : : O]J]O0O|[O|O]|]O(O
c ol = mi j—1 ol \ \
Berechne: w; = min {W,_Cj + W, Wy } 1 ootoo\ 313
Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahit 2 || 33W%3
3 |oo+00| 6 \S
4 |cO+00+00 | 8
5 1co0+00#00
6 | OO#OO+0OO
C=) Ci_g| 7 |ootootoo

ieM

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

wi = min Z W, Z C = Bglsplel: W =10
M C{1,...,j} = i j 1121314
Ci12|1]13]1
Einschrankung der moglichen Elemente wi|3|3[5]2
. . j leeres Kastchen = co
Initialisierung: w), = 0 und w; = oo fir r # 0 N>lol1]2]3]4
) ) —2|loco|oco|oco|oo| oo
wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten "1 0o oo oo | 0o oo
: , , OJ]0[0]O0]|0]|O
c ol = mi j—1 ol \ \
Berechne: w; = min {W,_Cj + W, Wy } 1 [ootoo| 343
Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahit 2 || 33 %3
3 |oorco| 6\\5
4 |oco+00+00 |\ 8
5 |ocoro0o#O | 8
6 | OO#OO+0OO
C=) Ci_g| 7 |ootootoo

ieM

Institut fir Theoretische Informatik
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

W{ - min Z W, Z Ci = Bglsplel: W =10
M C{1,...j} e iem i 11]2]|3]4
CGil2]|1]|3]|1
Einschrankung der moglichen Elemente wi|3]3[5]2
. . j leeres Kastchen = oo
Initialisierung: w), = 0 und w; = oo fir r # 0 N>lol1]2]3]4
. . —2|oo|oo|oo oo | oo
wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten 1 oo oo oo [ oo | oo
: : : 01]0(0J]0|0|0O
Y j—1 YV \ \
Berechne: w; = min {W,_Cj + W, Wy } 1 ootoo\ 313
Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahlt 2 |o0] ST W3
3 |ooroo[ 6 \\5
4 | oco+00+00\\ 8
5 |ocoroco+c0O |\ 8
6 |oo+00+0O | 11
C=) Ci_g| 7 |ootootoo

ieM

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

W{ - min Z W, Z Ci = Bglsplel: W =10
M C{1,....j} iem iem i 111234
CGil2]|1]|3]|1
Einschrankung der moglichen Elemente wi|3]3[5]2
. . j leeres Kastchen = oo
Initialisierung: w), = 0 und w; = oo fir r # 0 N>lol1]2]3]4
) ) —2]|oo|oo|oo oo | oo
wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten 1 oo oo oo [ oo | oo
. . . 0]0J]0[O0O]|]O0]|O
N R j—1 Y \ \
Berechne: w, = min {W,_Cj + W, Wy } ootooTals
Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahlt 2 |o0] ST W3
3 |ooro0| 6\\D
4 | oco+00+00\\ 8
5 |ocoroo+c0 |\ 8
6 |oor00+00 |11
C= >, Ci_p| 7 |cotocotcosoo

ieM

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

' : Beispiel: W =10
wl = min p ZW,- Zc,:r e_' P!

M C{1,...,j iem iem i |1 2|31 4

Gil2|1|3 |1

Einschrankung der moglichen Elemente Wi |3|3|5]|2
. . j leeres Kastchen = co

Initialisierung: w), = 0 und w; = oo fir r # 0 N>lol1]2]3]4

. . —2|o0|oco|oo|oo| oo

wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten "1 0o oo oo | 0o oo

B hne: w/ — mi i—1 e 0 O‘O\O\ O‘O

erecnne: w, = min WI‘—Cj + VVj, r 1 ook 3\3",3 2

Element j wird gewahlt Element j wird nicht gewahit 2 || 33 W33

3 |oo+OO| 6 5T5

4 |ocoro0o+0O\\8 | 7

5 ©. O JO.OF 10 @) 8T8

6 |ocotoo+00 11‘10

C=)Y Ci_ | 7 |cotoorooroco[13

ieM

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

| - Beispiel: W = 1
"= w j} Dwi| Y c=r e 0

M C{1,...,j iem iem i |1 23] 4

Gil2]|1]|3]|1

Einschrankung der moglichen Elemente wi |3 3502
. . j leeres Kastchen = oo

Initialisierung: w) = 0 und w} = oo flr r # 0 n>ol112]34

. _ —2]|oo|oo|oo oo | oo

wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten "1 100 00 0o oo oo

- - ’ 01]0(0J]0|0{0O

A R j—1 e \

Berechne: w; = min {W,_Cj + W, Wy } TookooT 313 5

Element j wird gewéhlt Element j wird nicht gewanhit 2 |©] 3SFSWR3 T3

. 3 |oor 6 5T5

Optimale Lésung: ¢* = max {r | w/ < W} =10 4 |oorooroo\\8 | 7

1<j<n mlt M/ : {1 3 4} 5 oO#O0O+0OO |\ 8 8

S 6 |oorooroo|11[10

C=) C_yo| 7 |ocotoorooroo |13

ieM

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Idee: Berechne Gewicht w! fiir alle ,sinnvollen* r und /, mit:
minimiere Gewicht fixe Gesamtkosten (Nutzen)

| - Beispiel: W = 1
"= w j} Dwi| Y c=r e 0

M C{1,...,j iem iem i |1 23] 4
G213 1
Einschrankung der moglichen Elemente wi |3 3502
. . j leeres Kastchen = oo
Initialisierung: w) = 0 und w} = oo flr r # 0 n>ol112]34
, . —2|oo|oo|oo oo | oo
wahle kein Element um Nutzen 0 zu erhalten "1 100 00 0o oo oo
- - : 01]0(0J]0|0{0O
A R j—1 e \
Berechne: w; = min {W,_Cj + W, Wy } TookooT 313 5
Element j wird gewéhlt Element j wird nicht gewanhit 2 |©] 3SFSWR3 T3
_ 3 |oor 6 5T5
Optimale Lésung: ¢* = max {r | w/ < W} =10 4 |oorooroo\\8 | 7
1s/<n .. B 5 |ocotrooroo |\ 88
mit M" = {1,3,4}
Laufzeit: O 6 |oorooroo |11 (10
aufzeit: O(c - n) c=Y ¢_ o[ 7 [ocotootootoo 13

ieM

Institut fir Theoretische Informatik
Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz: Dynamisches Programm
Das dyn. Programm berechnet eine optimale Losung fir KNAPSACK in O(c - n).

Problem:
m c= ) c;istggf exponentiell in der EingabegroRe (die Zahlen ¢; sind binar kodiert).
ieM

m Ein solcher Algorithmus wird pseudopolynomiell genannt.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz: Dynamisches Programm
Das dyn. Programm berechnet eine optimale Losung fir KNAPSACK in O(c - n).

Problem:
m c= ) c;istggf exponentiell in der EingabegroRe (die Zahlen ¢; sind binar kodiert).
ieM

m Ein solcher Algorithmus wird pseudopolynomiell genannt.

Idee fur einen Approximationsschema:
m Skaliere Gewichte ¢; mit einer Konstanten k; benutze also ¢/ = | £ |.

m Je groBer k, desto kleiner wird ¢ (und damit die Laufzeit).
m Je groBer k, desto grof3er ist der Fehler, den man durchs Runden macht.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Dynamisches Programm flir KNAPSACK AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz: Dynamisches Programm
Das dyn. Programm berechnet eine optimale Losung fir KNAPSACK in O(c - n).

Problem:
m c= ) c;istggf exponentiell in der EingabegroRe (die Zahlen ¢; sind binar kodiert).
ieM

m Ein solcher Algorithmus wird pseudopolynomiell genannt.

Idee fur einen Approximationsschema:
m Skaliere Gewichte ¢; mit einer Konstanten k; benutze also ¢/ = | £ |.

m Je groBer k, desto kleiner wird ¢ (und damit die Laufzeit).
m Je groBer k, desto grof3er ist der Fehler, den man durchs Runden macht.

Algorithmus A.:

m Skaliere mit k = Crmax (cmax = max ¢; ist maximales Gewicht in gegebener Instanz)
(1+1)-n €M
E
m Berechne optimale Losung der skalierten Instanz mit dynamischem Programm.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner



FPAS flir KNAPSACK QAT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz: FPAS (Satz 4.46)\
A, hat die Laufzeit O (n®- 1) und die Approximationsrate R 4, < 1 + €. Die
Menge der Algorithmen {.A. | ¢ > 0} ist also ein FPAS fiir KNAPSACK.

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py
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FPAS fliir KNAPSACK

IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz: FPAS
1

A hat die Laufzeit O (n* - 1) und die Approximationsrate R4, < 1 + €. Die
Menge der Algorithmen {.A. | ¢ > 0} ist also ein FPAS fiir KNAPSACK.

N
(Satz 4.46)

Beweis — Laufzeit:
m A hatLaufzeit O(n- > cf)

ieM
m Esqilt:
C.
>d=3 |
ieM ieM

® = A, hatLaufzeit O (n®- 1)

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

Cmax

(%+1)-n

Erinnerung: k =

Cm ax

'
=(—+1>n2
K €

Institut fir Theoretische Informatik

:I
ey Prof. Dr. Dorothea Wagner



FPAS flir KNAPSACK AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Satz: FPAS (Satz 4.46)\
A, hat die Laufzeit O (n®- 1) und die Approximationsrate R 4, < 1 + €. Die
Menge der Algorithmen {.A. | ¢ > 0} ist also ein FPAS fiir KNAPSACK.

L] — - - - C

Beweis — Approximation: Erinnerung: k = . m;:n)(

— + . n
£

m Sie / eine beliebige Instanz und sei I, die skalierte Instanz.

m Sei M’ C M eine optimale Lésung fiir /, also OPT(/) = > c¢;. Es gilt:
ieM’

SUEMIHEPICSDED WELEE S

ieM’ ieM’ ieM’

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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FPAS flir KNAPSACK QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz: FPAS (Satz 4.46)\

A, hat die Laufzeit O (n®- 1) und die Approximationsrate R 4, < 1 + €. Die

Menge der Algorithmen {.A. | ¢ > 0} ist also ein FPAS fiir KNAPSACK.

L] — - - - C
Beweis — Approximation: Erinnerung: k = . m;:n)(
— + . n

£

m Sie / eine beliebige Instanz und sei I, die skalierte Instanz.

m Sei M’ C M eine optimale Lésung fiir /, also OPT(/) = > c¢;. Es gilt:
ieM’

SUEMIHEPICSDED WELEE S
ieMm’

ieM’ ieM’

m Umstellen ergibt: OPT(/) — k- OPT(lk) < k- n
m Da A (/) > k- OPT(l) ist, folgt OPT(/) — A:()) < k- n

@ AuBerdem qilt: OPT(/) = Cmax (da 0.B.d.A. W > w; fiir alle i € M)

=. Institut fir Theoretische Informatik
'=g Prof. Dr. Dorothea Wagner



FPAS flir KNAPSACK QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz: FPAS (Satz 4.46)\
A, hat die Laufzeit O (n®- 1) und die Approximationsrate R 4, < 1 + €. Die
Menge der Algorithmen {.A. | ¢ > 0} ist also ein FPAS fiir KNAPSACK.

L] — - - - C

Beweis — Approximation: Erinnerung: k = . m;:n)(

— + . n
£

m Sie / eine beliebige Instanz und sei I, die skalierte Instanz.
Bisher gezeigt: OPT(/) — A:(/) < k- nund OPT(/) > Crax

s

PN
I
IN
|
+

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
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FPAS flir KNAPSACK QAT

Karlsruher Institut fur Technologie

Satz: FPAS (Satz 4.46)\
A, hat die Laufzeit O (n®- 1) und die Approximationsrate R 4, < 1 + €. Die
Menge der Algorithmen {.A. | ¢ > 0} ist also ein FPAS fiir KNAPSACK.

L] — - - - C

Beweis — Approximation: Erinnerung: k = . m;:n)(

— + . n
£

m Sie / eine beliebige Instanz und sei I, die skalierte Instanz.
Bisher gezeigt: OPT(/) — A:(/) < k- nund OPT(/) > Crax

_OpT(l) _ Ae()+kn kn
Ralh="Z0o =~ ~ T A
< 1 kn
= T OpT(l) — kn

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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