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Anmeldung fur die Hauptklausur am 24.02.2014 (14:00 Uhr) ist ab jetzt moglich.
An- und Abmeldung ist bis zum 17.02.2014 online moglich.
Danach ist keine Anmeldung mehr moglich.

Nachklausur findet erst im Sommer statt.
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Problem 1 AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

G:V11/V\2
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Problem 1 AT

Institut fur Technologie

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

G:V11@2

Grundsatzliches Vorgehen:

G = (v, E) Transformation 1-dimensionales quadrati- Relaxierung quadratisches
o SBSE [Plog feL LT auf k Dimensionen. . Programm QP
furk < n

Ganzzahlige 1-dim. Runden der Lésung Reellwertige Losung Lésen von QP
) - — k <
Losung randomisierter Algo. von QP

Rucktransformation in Schnitt > Naherungslosung fur MaxCut auf G

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py
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Problem 1 &‘(lT

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

G:V11@2

Grundsatzliches Vorgehen: Aufgabe (b) (k = 2)

G = (v, E) Transformation 1-dimensionales quadrati- Relaxierung . quadratischesk
| Aufgabe (a) SN Feg T auf k Dimensionen Programm QP
furk <n

wird ubersprungen

Ganzzahlige 1-dim. . Runden der Lésung Reellwertige Losung B Lésen von QPX
Lésung randomisierter Algo. von QP¥ auf Ubungsblatt

Aufgabe (c) und (d) vorgegeben
» Naherungslosung fir MaxCut auf G

Rucktransformation in Schnitt
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Problem 1 (a) &‘(lT
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Ziel: Wende den Algorithmus

G = (V, E)
RANDOM MAXCUT auf G an.
i Transformation
Aufgabe (a)
G: (1 L @ <

1-dimensionales quadrati-
sches Programm
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Problem 1 (a)

AT

Institut fur Technologie

Ziel: Wende den Algorithmus G=(V,E)
RANDOM MAXCUT auf G an.
Transformation
1~ Aufgabe (a)
G: WM (2) . . .
1-dimensionales quadrati-

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

sches Programm

Variablen:
X1, X2, X3, X4, X5, Xp

eine Variable fir jeden Knoten

Nebenbedingungen:
X Xj = 1

‘\ Variablen sind entweder 1 oder —1
(also auf der einen oder anderen Seite des Schnitts)
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Problem 1 (a) AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Ziel: Wende den Algorithmus

G=(V,E)
RANDOM MAXCUT auf G an.
i Transformation
Aufgabe (a)
o D@~

1-dimensionales quadrati-
sches Programm
Maximiere:

'
_.<1.
2

‘\ Variablen sind entweder 1 oder —1
) (also auf der einen oder anderen Seite des Schnitts)

(1 — X1 - X2)+ Variablen:
2-(1—Xo- X3)+ X1, X2, X3, X4, X5, Xp
2 (1 — X3+ Xg)+ eine Variable fiir jeden Knoten
1-(1 - X5 - X5)+ Nebenbedingungen:
1-(1 — X3 Xg)+ Xi - X; =1
3-( + Xs)
2 - ( + Xe)

= Institut fir Theoretische Informatik
A
P
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Problem 1 (a) &‘(lT

Beispielschnitt |

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Ziel: Wende den Algorithmus

G=(V,E)
RANDOM MAXCUT auf G an.
Transformation
Aufgabe (a)
G: @ 1-dimensionales quadrati-

sches Programm

’
5" (1 - ( Variablen:

2. (1—Xo- X3)+ &Xs,- X5,

2-(1—x3 g+ eine Variable fir jeden Knoten

- (1 — i+ Nebenbedingungen:

1'(1_X3'-)+ Xj+ Xj =1

3-(1 —Xq4 - X

(=B x5)+ tVariablen sind entweder 1 oder —1
2 - (1 _--)) (also auf der einen oder anderen Seite des Schnitts)

ergibt genau das Gewicht des Schnitts

i.‘!E Institut fir Theoretische Informatik
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Problem 1 (b) \KlT
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1-dimensionales quadrati-
sches Programm

lRelaxierung auf k Dimensionen

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

601/"/2\2

Aufgabe (b) (k = 2)

quadratisches
Programm QP*

(1 — X4 - X5

+

‘\ Variablen sind entweder 1 oder —1
(also auf der einen oder anderen Seite des Schnitts)

Maximiere: Was dndert sich?
% ° (1 (1 — X1 - X2)+ Variablen:
2. (1 —Xo- X3)+ X1, X2, X3, X4, X5, Xp
2 (1 — X3+ Xg)+ eine Variable fiir jeden Knoten
1-(1— X3 x5)+ Nebenbedingungen:
1-(1 — X3 Xg)+ Xi - X; =1
3 )
2 - ( )

X6 )\

ergibt genau das Gewicht des Schnitts
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Problem 1 (b) AT

Karlsruher Institut fur Technologie

1-dimensionales quadrati-
sches Programm
Relaxierung auf k Dimensionen
l Aufgabe (b) (k = 2)
quadratisches
Programm QP

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

¢ O—-O==
Maximiere:

'
_.<1.
2

. 1—X2'X3

Was andert sich?

|
2
S

+ Variablen:

X1, %2, X3, %4, X5, %6 ein 2-Dim Vektor als,

+

(1 — X3 - Xq)+ eire Variable fur jeden Knoten
+ Nebenbedingungen:

(1 — X4 - X5

+

‘\ Variablen sind entweder 1 oder —1
(also auf der einen oder anderen Seite des Schnitts)

( )
2 ( )
2 ( )
1-(1 — X3 X5)
1-( )
3 ( )
2 ( )

Xs )\

ergibt genau das Gewicht des Schnitts
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Problem 1 (b) \‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

1-dimensionales quadrati-
sches Programm

Relaxierung auf k Dimensionen
Aufgabe (b) (k = 2)

quadratisches
Programm QP*

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

GO1/"/2\2

Maximiere:

Was andert sich?

1
5 <1 (1 — X1 - X2)+ Variablen:
2:-(1— X2 X3)+ &XC’” X4, %8, %6 ein 2-Dim Vektor als,
2 (1 — X3+ Xg)+ eire Variable fiir jeden Knoten
1-(1 - X5 - X5)+ Nebenbedingungen:
1'(1_X3'X6)+ X,"X,'=1 _ )
3. (1— X4 - Xs)+ 4\ | Jedelr Vektor x; hat Lange 1
Nariablen-sinrd-entweder-tooer — 1
2-(1— X4 Xg) (also auf der einen-oderanderen-Seite des STHNITS)

X6 )\

ergibt genau das Gewicht des Schnitts
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Problem 1 (b) A\KIT

1-dimensionales quadrati-
sches Programm

lRelaxierung auf k Dimensionen

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

601/‘/2\2

Maximiere:

Aufgabe (b) (k = 2)

quadratisches
Programm QP*

Was andert sich?

1
5 (1 (1 — X1 - X2)+ Variablen:

2- (1 — X2~ X3)+ @XS’ X4, %8, %6 ein 2-Dim Vektor als,

2 (1 — X3+ Xg)+ eire Variable fiir jeden Knoten

1-(1— % - X5)+ Nebenbedingungen:

1'(1_X3'X6)+ Xi-Xj =1 _ B

3. (1 — X; - Xg)+ 4\ | Jedelr Vektor x; hat Lange 1

Aariablen-sing-entweder—toder — 1
2. (1— x4 X )) (also auf der einen oder-anderen-SeitedesSTITITS)

\ maximiert Winkel zwischen verbundenen Knoten

ergibt genau das-GewiehtdesSchmitts  (gewichtet mit Kantengewicht)
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A
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Problem 1 ‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

quadratisches
Programm QP

ch‘isen von QP*

auf Ubungsblatt
vorgegeben

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

¢ @O
Maximiere:

'
_.<1.
2

Reellwertige Losung
von QP

+ 90°

2
2
1
1.
3
2

) T
maximiert Winkel zwischen verbundenen Knoten

ergibt genau das-GewiehtdesSchmtts  (gewichtet mit Kantengewicht)

.}. Institut fir Theoretische Informatik
P
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Problem 1 (c) &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Reellwertige Losung
libersprungen  von QP

Ganzzahlige 4 Runden der Lésung
1-dim. Lésung ~ randomisierter Algo.

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

G:V11@2

‘RUcktransformation in Schnitt

Naherungslosung fir MaxCut auf G
Problem 1 (c)
m Zahle alle Schnitte auf, die man erhalten kann.

m Wie groB3 ist der Erwartungswert beim zufalligen
Runden?
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Problem 1 (c) &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Reellwertige Losung
libersprungen  von QP

Ganzzahlige 4 Runden der Lésung
- 1-dim. Lésung ~ randomisierter Algo.
G: [ ()

*Rﬂcktransformation in Schnitt

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

Naherungslosung fir MaxCut auf G
Problem 1 (c)
m Zahle alle Schnitte auf, die man erhalten kann.

m Wie groB3 ist der Erwartungswert beim zufalligen

Runden?
Schnitt Gewicht Bereich ___ V..
{vi,v3,v5, 6}, {vo,va}) 10 45°

i.‘!E Institut fir Theoretische Informatik
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Problem 1 (c) AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Reellwertige Losung
libersprungen  von QP

Ganzzahlige 4 Runden der Lésung
- 1-dim. Lésung ~ randomisierter Algo.
G: [ ()

*RUcktransformation in Schnitt

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

Naherungslosung fir MaxCut auf G
Problem 1 (c)
m Zahle alle Schnitte auf, die man erhalten kann.

m Wie groB3 ist der Erwartungswert beim zufélligen

Runden?
Schnitt Gewicht Bereich ___ V..
({v1,v3,v5, 6}, {2, va}) 10 45°
({vi,va3, v}, {vo,va, 6}) 9 45°
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Problem 1 (c) AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Reellwertige Losung
libersprungen  von QP

Ganzzahlige 4 Runden der Lésung
1-dim. Lésung ~ randomisierter Algo.
G: [ ()

*RUcktransformation in Schnitt

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

Naherungslosung fir MaxCut auf G
Problem 1 (c)
m Zahle alle Schnitte auf, die man erhalten kann.

m Wie groB3 ist der Erwartungswert beim zufélligen

Runden?
Schnitt Gewicht Bereich ___ V..
({v1,v3,v5, 6}, {2, va}) 10 45°
({vi,va3, v}, {vo,va, 6}) 9 45°
({vi,va,va}, {ve,v5,v6}) 10 90°

i.‘EE Institut fur Theoretische Informatik
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Problem 1 (c) AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Reellwertige Losung
libersprungen  von QP

Ganzzahlige 4 Runden der Lésung
1-dim. Lésung ~ randomisierter Algo.

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

*RUcktransformation in Schnitt

Naherungslosung fir MaxCut auf G

Problem 1 (c)
m Zahle alle Schnitte auf, die man erhalten kann.

m Wie groB3 ist der Erwartungswert beim zufélligen

Runden?
Schnitt Gewicht Bereich Wahrsch. ..y X1 AL Do) |
({v1, Vs, v5, V6 }, { Vo, V4 }) 10 45° %
{vi,vs, w5}, {vo, va, 6 }) 9 4509 %
({vi,va,va}, {v2,v5,%6}) 10 90° 1

i.‘EE Institut fur Theoretische Informatik
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Problem 1 (c) AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Reellwertige Losung
libersprungen  von QP

Ganzzahlige 4 Runden der Lésung
1-dim. Lésung ~ randomisierter Algo.

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

*Rﬂcktransformation in Schnitt

Naherungslosung fir MaxCut auf G

Problem 1 (c)
m Zahle alle Schnitte auf, die man erhalten kann.

m Wie groB3 ist der Erwartungswert beim zufélligen

Runden?
Schnitt Gewicht Bereich Wahrsch. ..y X1 AL Do) |
({v1, Vs, v5, V6 }, { Vo, V4 }) 10 45° %
{vi,vs, w5}, {vo, va, 6 }) 9 4509 %
({vi,va,va}, {v2,v5,%6}) 10 90° 1

.10 , 9 , 10 _ 39 _
= Erwartungswert: = + 7 + 5 = 5 =9.75

i.‘EE Institut fir Theoretische Informatik
Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 ww Prof. Dr. Dorothea Wagner



Problem 1 (d) &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Reellwertige Losung
libersprungen  von QP

Ganzzahlige 4 Runden der Lésung
1-dim. Lésung ~ randomisierter Algo.

Ziel: Wende den Algorithmus
RANDOM MAXCUT auf G an.

*Rﬂcktransformation in Schnitt

Naherungslosung fir MaxCut auf G

Problem 1 (d)
m Warum waéahit man eine zufallige Gerade?

m Kann man nicht einfach die Gerade wahlen, die
den beste Schnitt liefert?

Schnitt Gewicht Bereich Wahrsch. ..y X1 AL Do) |
({v1, Vs, v5, V6 }, { Vo, V4 }) 10 45° %
{vi,vs, w5}, {vo, va, 6 }) 9 4509 %
({vi,va,va}, {v2,v5,%6}) 10 90° 1

.10 , 9 , 10 _ 39 _
= Erwartungswert: = + 7 + 5 = 5 =9.75

i.‘EE Institut fir Theoretische Informatik
Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 ww Prof. Dr. Dorothea Wagner



Problem 1(d) QAT

Problem 1 (d)
m Warum wahit man eine zuféallige Gerade?

m Kann man nicht einfach die Gerade wahlen, die
den beste Schnitt liefert?

i.-EE Institut fir Theoretische Informatik
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Problem 1(d) &‘(lT

Problem 1 (d)

; : . ositive Seite
m Warum wahlt man eine zufallige Gerade? g

m Kann man nicht einfach die Gerade wahlen, die
den beste Schnitt liefert?

Beachte:
m Die Wahl der Gerade entspr. der Wahl eines Vektors v.

m x; ist auf der positiven Seite, wenn v - x; > 0

i.‘!E Institut fir Theoretische Informatik
Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 ww Prof. Dr. Dorothea Wagner



Problem 1(d) &‘(lT

Problem 1 (d)
m Warum wahilt man eine zuféallige Gerade?

m Kann man nicht einfach die Gerade wahlen, die
den beste Schnitt liefert?

Beachte:

m Die Wahl der Gerade entspr. der Wahl eines Vekiors v.
m X ist auf der positiven Seite, wenn v - x; > 0
Problem:

m Eigentlich hat man keine Losung von QP? sondern von QP" = x; hat Dim. n.

Wie viele verschiedene Schnitte konnen wir erhalten?

i.‘!E Institut fir Theoretische Informatik

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 ww Prof. Dr. Dorothea Wagner



Problem 1(d) &‘(lT

Problem 1 (d)
m Warum wahilt man eine zuféallige Gerade?

m Kann man nicht einfach die Gerade wahlen, die
den beste Schnitt liefert?

Beachte:

m Die Wahl der Gerade entspr. der Wahl eines Vekiors v.
m X ist auf der positiven Seite, wenn v - x; > 0
Problem:

m Eigentlich hat man keine Lésung von QP? sondern von QP” = x; hat Dim. n.

Wie viele verschiedene Schnitte konnen wir erhalten?

. 1 0

Ungunstiger Fall: 0

m {Xq,...,Xp} bilden Standardbasis im R” Xt, oo Xn=| | n, 1
: 0

m = v-Xx; > 0genaudann, wenn v; > 0 (v; ist i-ter Eintrag von v) 0 1

.‘!. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014



Problem 1(d) &‘(lT

Problem 1 (d)
m Warum wahilt man eine zuféallige Gerade?

m Kann man nicht einfach die Gerade wahlen, die
den beste Schnitt liefert?

Beachte:

m Die Wahl der Gerade entspr. der Wahl eines Vekiors v.
m X ist auf der positiven Seite, wenn v - x; > 0
Problem:

m Eigentlich hat man keine Lésung von QP? sondern von QP” = x; hat Dim. n.

Wie viele verschiedene Schnitte konnen wir erhalten?

. 1 0

Ungunstiger Fall: 0

m {Xq,...,Xp} bilden Standardbasis im R” Xt, oo Xn=| | n, 1
: 0

m = v-Xx; > 0genaudann, wenn v; > 0 (v; ist i-ter Eintrag von v) 0 1

= Alle 2" moglichen Schnitte kbnnen gefunden werden.
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A
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Karlsruher Institut fur Technologie

Gleichverteiltes JA/NEIN
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Problem 2 AT

Gegeben: Zufallsgenerator A :

m Liefert Wert 1T mit Wahrscheinlichkeit p.

m Liefert Wert 0 mit Wahrscheinlichkeit1 — p.
Gesucht: Zufallsgenerator As:

m Liefert Wert 1 mit Wahrscheinlichkeit ;.

m Liefert Wert 0 mit Wahrscheinlichkeit 5.

.‘!. Institut fir Theoretische Informatik
A
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Problem 2 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Gegeben: Zufallsgenerator A : Entscheidungsbaum:

m Liefert Wert 1 mit Wahrscheinlichkeit p. zweimaliges Anwenden von A
m Liefert Wert 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p.
Gesucht: Zufallsgenerator As:

m Liefert Wert 1 mit Wahrscheinlichkeit ;.

m Liefert Wert 0 mit Wahrscheinlichkeit 5.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
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Problem 2 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Gegeben: Zufallsgenerator A : Entscheidungsbaum:

m Liefert Wert 1 mit Wahrscheinlichkeit p. zweimaliges Anwenden von A
m Liefert Wert 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p.
Gesucht: Zufallsgenerator As:

m Liefert Wert 1 mit Wahrscheinlichkeit ;.

m Liefert Wert 0 mit Wahrscheinlichkeit 5.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
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Problem 2 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Gegeben: Zufallsgenerator A : Entscheidungsbaum:

m Liefert Wert 1 mit Wahrscheinlichkeit p. zweimaliges Anwenden von A
m Liefert Wert 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p.
Gesucht: Zufallsgenerator As:

m Liefert Wert 1 mit Wahrscheinlichkeit ;.

m Liefert Wert 0 mit Wahrscheinlichkeit 5.

X<+ 0

y<0

while x =y do
x +— Ay ()

y < Aq()
return x

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
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Problem 2

Was ist die erwartete Laufzeit?

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Entscheidungsbaum:
zweimaliges Anwenden von A

x<+0

y<+0

while x =y do
x +— Ay ()

y < Aq()

return x

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
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Problem 2 AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Was ist die erwartete Laufzeit?
m Zufallsvariable X = Laufzeit = Anz. Schleifendurchlaufe  Entscheidungsbaum:

zweimaliges Anwenden von A
m Ein Durchlauf: Bernoulli-Experiment mit Wahrscheinlich-

keit
q=Prix#yl=2-p-(1 —p)

X<+ 0

y<0

while x =y do
x +— Ay ()

y < Aq()

return x

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py
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Problem 2 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Was ist die erwartete Laufzeit?
m Zufallsvariable X = Laufzeit = Anz. Schleifendurchlaufe  Entscheidungsbaum:

zweimaliges Anwenden von A
m Ein Durchlauf: Bernoulli-Experiment mit Wahrscheinlich-

keit
> q=Prix#yl=2-p-(1 —p)

® Wahrscheinlichkeit fur n Durchlaufe:
PriX=n=1-=q)" " q

n — 1 erfolglose, gefolgt von einem erfolgreichen

X<+ 0
y<0

while x =y do
x +— Ay ()

y < Aq()

return x

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Problem 2 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Was ist die erwartete Laufzeit?
m Zufallsvariable X = Laufzeit = Anz. Schleifendurchlaufe  Entscheidungsbaum:

zweimaliges Anwenden von A

m Ein Durchlauf: Bernoulli-Experiment mit Wahrscheinlich-

keit
g=Prix#yl=2-p-(1—p)
m Wahrscheinlichkeit fur n Durchlaufe: p-(1—p)
PriX=nl=(1-9)""'-q
n — 1 erfolglose, gefolgt von einem erfolgreichen
m Erwartungswert:
EX)=> 1-¢)"'-q-n X 0
n=1 Pr[X = n y <0
while x =y do
x < Aj()
y < A1)
return x

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Problem 2 AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Was ist die erwartete Laufzeit?
m Zufallsvariable X = Laufzeit = Anz. Schleifendurchlaufe  Entscheidungsbaum:

zweimaliges Anwenden von A

m Ein Durchlauf: Bernoulli-Experiment mit Wahrscheinlich-
keit
q=Prix#yl=2-p-(1—p)

® Wahrscheinlichkeit fur n Durchlaufe:
PriX=n=(1-9""-q

n — 1 erfolglose, gefolgt von einem erfolgreichen

m Erwartungswert:

©.@)

Ex) =S =g g n="1 o
n=1 Pr[X = n /‘ d y<0
geometrische Verteilung while x =y do
(Beweis: folgt gleich) X — Aq()
y < A+()
return x
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A
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Problem 2 AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Was ist die erwartete Laufzeit?
m Zufallsvariable X = Laufzeit = Anz. Schleifendurchlaufe  Entscheidungsbaum:

zweimaliges Anwenden von A

m Ein Durchlauf: Bernoulli-Experiment mit Wahrscheinlich-

keit
q=Prix#yl=2-p-(1 —p)

® Wahrscheinlichkeit fur n Durchlaufe:
PriX=n=(1-9""-q

n — 1 erfolglose, gefolgt von einem erfolgreichen

m Erwartungswert:

©.@)

1 1

E(X) = 1 — n—1_ 4. n=— =
X)=) 1-9" "' q Rl oy X 0
= Prix=n  f y <0
geometrische Verteilung while x =y do
(Beweis: folgt gleich) X — Aq()
y < A1()
return x

= Institut fir Theoretische Informatik
A
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Problem 2 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Was ist die erwartete Laufzeit?
m Zufallsvariable X = Laufzeit = Anz. Schleifendurchlaufe  Entscheidungsbaum:

zweimaliges Anwenden von A

m Ein Durchlauf: Bernoulli-Experiment mit Wahrscheinlich-

keit
q=Prix#yl=2-p-(1 —p)

® Wahrscheinlichkeit fur n Durchlaufe:
PriX=n=(1-9""-q

n — 1 erfolglose, gefolgt von einem erfolgreichen

m Erwartungswert:

©.@)

= 1 1
EX)=> 1-q)"'-q-n=-= X 0
Pk g 2-p-(1-p)

-t Prix=n f y 0
geometrische Verteilung while x =y do
(Beweis: folgt gleich) x <+ Aq()
. 1 y < Ai()

= Erwartete Laufzeit: ©
p - (1 — p) return x

= Institut fir Theoretische Informatik
A
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Problem 2 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Was ist die erwartete Laufzeit?
m Zufallsvariable X = Laufzeit = Anz. Schleifendurchlaufe  Entscheidungsbaum:

zweimaliges Anwenden von A

m Ein Durchlauf: Bernoulli-Experiment mit Wahrscheinlich-
keit E(X)
12

m Wahrschei

6 blgreichen
® Erwartungs
=iX) = x <0
0 — T T T T T T T 1 P e
° - 1 while x =y do
(Beweis: folgt gleich) x < Ai()
1 — A
= Erwartete Laufzeit: © y 10
p-(1—p) return x

= Institut fir Theoretische Informatik
A
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Problem 2 AT

Karlsruher Institut fur Technologie

@ Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit g
m Zufallsvariable X = Anz. Experimente bis zum ersten Erfolg.

m Erwartungswert: 0 1 1
EX)=> 1-q)"'-q n-= g zeigen
n=1" Pr[X = n]

.‘!. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Problem 2 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

@ Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit g
m Zufallsvariable X = Anz. Experimente bis zum ersten Erfolg.

m Erwartungswert: 0 1 1
EX)=> A=q""'-q-n= g zeigen
n=1" Pr[X = n]
Zwei Falle:

m Das erste Experiment ist erfolgreich. = X =1
m Das erste Experiment ist nicht erfolgreich. = X ist erwartet 1 + E(X)

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Problem 2 AT

Karlsruher Institut fur Technologie

@ Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit g
m Zufallsvariable X = Anz. Experimente bis zum ersten Erfolg.

m Erwartungswert: 0 1 1
EX)=> A=q""'-q-n= g zeigen
n=1 Pr[X = n]
Zwei Falle:
m Das erste Experiment ist erfolgreich. = X = 1 Wahrscheinlichkeit: g

m Das erste Experiment ist nicht erfolgreich. = X ist erwartet 1 + E(X) (1 —Qq)

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Problem 2 &‘(lT
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@ Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit g
m Zufallsvariable X = Anz. Experimente bis zum ersten Erfolg.

m Erwartungswert: 0 1 1
EX)=> 1-q)"'-q n-= ; 2zuzeigen
n=1 Pr[X = n]
Zwei Falle:
m Das erste Experiment ist erfolgreich. = X = 1 Wahrscheinlichkeit: g

m Das erste Experiment ist nicht erfolgreich. = X ist erwartet 1 + E(X) (1 —Qq)

= E(X) =q-1+(1=9)-(1+E(X))

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Problem 2 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

@ Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit g
m Zufallsvariable X = Anz. Experimente bis zum ersten Erfolg.

m Erwartungswert: 0 1 1
EX)=> 1-q)"'-q n-= ; 2zuzeigen
n=1 Pr[X = n]
Zwei Falle:
m Das erste Experiment ist erfolgreich. = X = 1 Wahrscheinlichkeit: g

m Das erste Experiment ist nicht erfolgreich. = X ist erwartet 1 + E(X) (1 —Qq)

= E(X)=q-1+(1=9)-(1+E(X)) = g+ (1 —q)+(1—q)- E(X)

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Problem 2 AT

Karlsruher Institut fur Technologie

@ Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit g
m Zufallsvariable X = Anz. Experimente bis zum ersten Erfolg.

m Erwartungswert: 0 1 1
EX)=> 1-q)"'-q n-= ; 2zuzeigen
n=1 Pr[X = n]
Zwei Falle:
m Das erste Experiment ist erfolgreich. = X = 1 Wahrscheinlichkeit: g

m Das erste Experiment ist nicht erfolgreich. = X ist erwartet 1 + E(X) (1 —Qq)

= E(X)=q-1+{0=9)-(1+E(X)) =qg+(1 —q)+(1—q)- E(X) =1+(1 —q)- E(X)

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014



Problem 2 AT

Karlsruher Institut fur Technologie

@ Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit g
m Zufallsvariable X = Anz. Experimente bis zum ersten Erfolg.

m Erwartungswert: 0 1 1
EX)=> 1-q)"'-q n-= ; 2zuzeigen
n=1 Pr[X = n]
Zwei Falle:
m Das erste Experiment ist erfolgreich. = X = 1 Wahrscheinlichkeit: g

m Das erste Experiment ist nicht erfolgreich. = X ist erwartet 1 + E(X) (1 —Qq)
= E(X)=q-1+(1=9)-(1+EX))=q+(1—-q)+(1 —q)- E(X) =1+(1 =q) - E(X)

E(X) = 1+(1—-q) E(X)

= Institut fir Theoretische Informatik
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Problem 2 AT

Karlsruher Institut fur Technologie

@ Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit g
m Zufallsvariable X = Anz. Experimente bis zum ersten Erfolg.

m Erwartungswert: 0 1 1
EX)=> 1-q)"'-q n-= ; 2zuzeigen
n=1 Pr[X = n]
Zwei Falle:
m Das erste Experiment ist erfolgreich. = X = 1 Wahrscheinlichkeit: g

m Das erste Experiment ist nicht erfolgreich. = X ist erwartet 1 + E(X) (1 —Qq)
= E(X)=q-1+(1=9)-(1+EX))=q+(1—-q)+(1 —q)- E(X) =1+(1 =q) - E(X)

E(X) = 1+(1—q) E(X)
o EX) = 1+EX) —q-EX)
o g -EX) = 1

S EX) = 15

..= Institut fir Theoretische Informatik
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AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Fingerabdrucke

i..EE Institut fUr Theoretische Informatik
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Problem 3 (a) A\KIT

Ziel: Teste fur Matritzen A, B

und C ob AB = C gilt. Eingabe: Matrix A, Bund C

r < ( Vektor von n unabhangigen Zufallsbits )
X < Br
y < Ax
z < Cr

wenn y = z dann
return NEIN

sonst
return JA

(a) Zeige, dass die Rickgabe JA ist, wenn AB = C gilt.

““ Institut fir Theoretische Informatik
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Problem 3 (a) A\K"‘

Ziel: Teste fur Matritzen A, B

und C ob AB = C gilt. Eingabe: Matrix A, Bund C

r < ( Vektor von n unabhangigen Zufallsbits )
X < Br
y < Ax
z < Cr

wenn y = z dann
return NEIN

sonst
return JA

(a) Zeige, dass die Rickgabe JA ist, wenn AB = C gilt.
m Algorithmus Uberpruft ob A(Br) = Cr qilt.
m Wenn AB = C qilt, dann insbesondere auch A(Br) = (AB)r = Cr.

!

Matrixmultiplikation ist assoziativ

.‘=. Institut fir Theoretische Informatik
'== Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Problem 3 (b)

(b) Zeige, dass die Wahrscheinlichkeit dass der
Algorithmus JA liefert, obwohl AB # C gilt, klei-
ner gleich 7 ist.

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Eingabe: Matrix A, Bund C

r + ( Vektor von n unabhangigen Zufallsbits )
X < Br

y < Ax

zZ<+ Cr

wenn y ¥ z dann
| return NEIN

sonst
| return JA

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner



Problem 3 (b)

(b) Zeige, dass die Wahrscheinlichkeit dass der
Algorithmus JA liefert, obwohl AB # C gilt, klei-
ner gleich 7 ist.

Annahme: AB # C,also D :=AB— C+#0
Aber: ABr = Cr, also Dr =0

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

AKIT

Karlsruher Institut fur Technologie

Eingabe: Matrix A, Bund C

r + ( Vektor von n unabhangigen Zufallsbits )
X < Br

y < Ax

zZ<+ Cr

wenn y ¥ z dann
| return NEIN

sonst
| return JA

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
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Problem 3 (b) &‘(lT
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(b) Zeige, dass die Wahrscheinlichkeit dass der = Eingabe: Matrix A, B und C
Algorithmus JA liefert, obwohl AB # C gilt, klei-  r + ( Vektor von n unabhéngigen Zufallsbits )

. 1 X < Br
ner gleich 3 ist.

y < Ax
Annahme: AB#C,also D :=AB— C+#0 z+ Cr
Aber: ABr = Cr,also Dr =0 wenn y 7 z dann
| return NEIN
m Seid eine Zeile von D mit d # 0. S|°"rs;tum JA

m Seid;in dein Eintrag mit d; #0

d .
‘( d,’ ) ri| =0

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
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Problem 3 (b) &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(b) Zeige, dass die Wahrscheinlichkeit dass der = Eingabe: Matrix A, B und C
Algorithmus JA liefert, obwohl AB # C gilt, klei-  r + ( Vektor von n unabhéngigen Zufallsbits )

. 1 X < Br
ner gleich 3 ist.

y — Ax
Annahme: AB#C,also D :=AB— C+#0 z+ Cr
Aber: ABr = Cr,also Dr =0 wenn y 7 z dann
| return NEIN
m Seid eine Zeile von D mit d # 0. S|°"rs;tum JA

m Seid;in dein Eintrag mit d; #0

m Andert man r; von 0 auf 1 oder von 1 auf 0,

d - ) .
‘( d ...)-|n|=0 dann andert sich d - r um |d|.

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
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Problem 3 (b) &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(b) Zeige, dass die Wahrscheinlichkeit dass der = Eingabe: Matrix A, B und C
Algorithmus JA liefert, obwohl AB # C gilt, klei-  r + ( Vektor von n unabhéngigen Zufallsbits )

. 1 X < Br
ner gleich 3 ist.

y — Ax
Annahme: AB#C,also D :=AB— C+#0 z+ Cr
Aber: ABr = Cr,also Dr =0 wenn y 7 z dann
| return NEIN
m Seid eine Zeile von D mit d # 0. S|°"rs;tum JA

m Seid;in dein Eintrag mit d; #0

m Andert man r; von 0 auf 1 oder von 1 auf 0,

d‘(... g ) f/ _0 dann &ndert sich d - r um |d;|.

m Eintrage in r unabhangig gewahlt = man kann

r/' ' annehmen, dass r; als letztes gewahlt wurde.
==E. Institut fir Theoretische Informatik
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Problem 3 (b) &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(b) Zeige, dass die Wahrscheinlichkeit dass der = Eingabe: Matrix A, B und C
Algorithmus JA liefert, obwohl AB # C gilt, klei-  r + ( Vektor von n unabhéngigen Zufallsbits )

. 1 X < Br
ner gleich 3 ist.

y — Ax
Annahme: AB#C,also D :=AB— C+#0 z+ Cr
Aber: ABr = Cr,also Dr =0 wenn y 7 z dann
| return NEIN
m Seid eine Zeile von D mit d # 0. S|°"rs;tum JA

m Seid;in dein Eintrag mit d; #0

m Andert man r; von 0 auf 1 oder von 1 auf 0,

d‘(... g ) f/ _0 dann &ndert sich d - r um |d;|.

. m Eintrage in r unabhangig gewahlt = man kann
TN annehmen, dass r; als letztes gewahlt wurde.

m r; wird mit Wahrscheinlichkeit 1 so gewahlt, dass d - r # 0

= Institut fir Theoretische Informatik
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Problem 3 (b) &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(b) Zeige, dass die Wahrscheinlichkeit dass der = Eingabe: Matrix A, B und C
Algorithmus JA liefert, obwohl AB # C gilt, klei-  r + ( Vektor von n unabhéngigen Zufallsbits )

. 1 X < Br
ner gleich 3 ist.

y — Ax
Annahme: AB#C,also D :=AB— C+#0 z+ Cr
Aber: ABr = Cr,also Dr =0 wenn y 7 z dann
| return NEIN
m Seid eine Zeile von D mit d # 0. S|°"rs;tum JA

m Seid;in dein Eintrag mit d; #0

m Andert man r; von 0 auf 1 oder von 1 auf 0,

d‘(... g ) f/ _0 dann &ndert sich d - r um |d;|.

. m Eintrage in r unabhangig gewahlt = man kann
TN annehmen, dass r; als letztes gewahlt wurde.

m r; wird mit Wahrscheinlichkeit 1 so gewahlt, dass d - r # 0

m = Die Wahrscheinlichkeit dass D - r # 0 ist mindestens %

= Institut fir Theoretische Informatik
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Problem 3 (b) &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(b) Zeige, dass die Wahrscheinlichkeit dass der = Eingabe: Matrix A, B und C
Algorithmus JA liefert, obwohl AB # C gilt, klei-  r + ( Vektor von n unabhéngigen Zufallsbits )

. 1 X < Br
ner gleich 3 ist.

y — Ax
Annahme: AB#C,also D :=AB— C+#0 z+ Cr
Aber: ABr = Cr,also Dr =0 wenn y 7 z dann
| return NEIN
m Seid eine Zeile von D mit d # 0. S|°"rs;tum JA

m Seid;in dein Eintrag mit d; #0

m Andert man r; von 0 auf 1 oder von 1 auf 0,

d‘(... g ) f/ _0 dann &ndert sich d - r um |d;|.

. m Eintrage in r unabhangig gewahlt = man kann
TN annehmen, dass r; als letztes gewahlt wurde.

m r; wird mit Wahrscheinlichkeit 1 so gewahlt, dass d - r # 0
m = Die Wahrscheinlichkeit dass D - r # 0 ist mindestens %

® = Die Wahrscheinlichkeit dass der Algorithmus JA liefter ist maximal %

= Institut fir Theoretische Informatik
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Problem 3 (c) AT

Karlsruher Institut fur Technologie

(c) Wie kann diese Wahrscheinlichkeit einer falschlichen Ausgabe JA einfach re-
duziert werden?

.‘!. Institut fir Theoretische Informatik
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Problem 3 (c) &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(c) Wie kann diese Wahrscheinlichkeit einer falschlichen Ausgabe JA einfach re-
duziert werden?

Durch k-fache Wiederholung des Algorithmus kann die Fehlerwahr-
scheinlichkeit wie tiblich auf 2= gedriickt werden.

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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