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Gegeben sei ein Flussnetzwerk zusammen mit dem Ergebnis des Push-Relabel-
Algorithmus. D.h. es stehen folgende Informationen zur Verfigung:
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m Uberschiisse aller Knoten.
m Label dist(v) flr alle Knoten.
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Gesucht: Algorithmus der einen minimalen s-t-Schnitt (S, V \ S) berechnet.
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Gesucht: Algorithmus der einen minimalen s-t-Schnitt (S, V \ S) berechnet.

Eine Partition (S, V \ S) tut das richtige genau dann wenn
m scSundte V\S
m Das Residualnetzwerk Dy enthalt keine Kante von S nach V' \ S.
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Gesucht: Algorithmus der einen minimalen s-t-Schnitt (S, V \ S) berechnet.

Eine Partition (S, V \ S) tut das richtige genau dann wenn
m scSundte V\S
m Das Residualnetzwerk Dy enthalt keine Kante von S nach V' \ S.

Ermittle mittels Breitensuche in D alle von s aus erreichbaren Knoten. = O(| E|) Zeit.
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Gesucht: Algorithmus der einen minimalen s-t-Schnitt (S, V \ S) berechnet.

Eine Partition (S, V'\ S) tut dq Hinwejs: Es gibt einen Algorithmus Laufzeit o(|V)).
m scSundte V\S

m Das Residualnetzwerk Dy enthalt keine Kante von S nach V' \ S.
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Gesucht: Algorithmus der einen minimalen s-t-Schnitt (S, V \ S) berechnet.

Behauptung 1: Es gibt eine Zahl 0 < x < |V
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Problem 1

IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Gegeben sei ein Flussnetzwerk zusammen mit dem Ergebnis des Push-Relabel-
Algorithmus. D.h. es stehen folgende Informationen zur Verfigung:

S

Ein maximaler Fluss f.

Residualnetzwerk zu f.

Uberschiisse aller Knoten.
Label dist(v) fir alle Knoten.

S C

V\ S

4/4 6/7
S » <3
—————— ‘_ i —
Sl AT ] ~6/0 L
—7 0 7
A A
3/5[1-3/0 “2/1| | 2/3 I'
!
| AR /
~ 3/3 "’b /1 .
0] iy R 1] e e
0 0

Gesucht: Algorithmus der einen minimalen s-t-Schnitt (S, V \ S) berechnet.

Behauptung 1: Es gibt eine Zahl 0 < x < |V

. sodass kein Knoten x als Label hat.

Behauptung 2: Die Partitionierung S = {v € V | dist(v) > x} und V\ S = {v €
V | dist(v) < x} ist ein minimaler s-t-Schnitt.
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Problem 1 &‘(lT
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, sodass kein Knoten x als Label hat.

Behauptung 1: Es gibt eine Zahl 0 < x < |V
m dist(s) = |V| und dist(t) = 0

m Die restlichen | V| — 2 Knoten kénnen nicht alle | V| — 1 mdglichen x mit 0 < x <
| V| abdecken.

Behauptung 2: Die Partitionierung S = {v € V | dist(v) > x} und V\ S = {v €
V | dist(v) < x} ist ein minimaler s-t-Schnitt.
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Problem 1 &‘(lT
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, sodass kein Knoten x als Label hat.

Behauptung 1: Es gibt eine Zahl 0 < x < |V
m dist(s) = |V| und dist(t) = 0

m Die restlichen | V| — 2 Knoten kénnen nicht alle | V| — 1 mdglichen x mit 0 < x <
| V| abdecken.

Behauptung 2: Die Partitionierung S = {v € V | dist(v) > x} und V\ S = {v €
V | dist(v) < x} ist ein minimaler s-t-Schnitt.

Zeige: Es gibt keine Kante (u, v) im Residualnetzwerk mit u € Sund v € V' \ S.
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Problem 1 &‘(lT
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, sodass kein Knoten x als Label hat.

Behauptung 1: Es gibt eine Zahl 0 < x < |V
m dist(s) = |V| und dist(t) = 0

m Die restlichen | V| — 2 Knoten kénnen nicht alle | V| — 1 mdglichen x mit 0 < x <
| V| abdecken.

Behauptung 2: Die Partitionierung S = {v € V | dist(v) > x} und V\ S = {v €
V | dist(v) < x} ist ein minimaler s-t-Schnitt.

Zeige: Es gibt keine Kante (u, v) im Residualnetzwerk mit u € Sund v € V' \ S.

®m Angenommen (u, v) ist eine solche Kante, dann gilt dist(u) > dist(v) + 2
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Behauptung 1: Es gibt eine Zahl 0 < x < | V|, sodass kein Knoten x als Label hat.

m dist(s) = |V| und dist(t) = 0

m Die restlichen | V| — 2 Knoten kénnen nicht alle | V| — 1 mdglichen x mit 0 < x <
| V| abdecken.

Behauptung 2: Die Partitionierung S = {v € V | dist(v) > x} und V\ S = {v €
V | dist(v) < x} ist ein minimaler s-t-Schnitt.

Zeige: Es gibt keine Kante (u, v) im Residualnetzwerk mit u € Sund v € V' \ S.

®m Angenommen (u, v) ist eine solche Kante, dann gilt dist(u) > dist(v) + 2

m Eine zulassige Markierung erfillt immer die folgende Eigenschaft: Wenn das
Residualnetzwerk die Kante (u, v) enthalt, dann gilt dist(u) < dist(v) + 1. {
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Flusse mit komplizierten Kosten
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Problem 2 (a) AT

Institut fur Technologie

In der Vorlesung: Jetzt:
konstante Kosten pro Flusseinheit bel. Kostenfunktion fur jede Kante

(a) Wenn cost, fur alle e € E konvex ist, dann kann MINCOSTFLOW effizient gelost
werden. (unter der Voraussetzung, dass die Kapazitaten polynomiell beschrankt sind).
Hinweis: Modellieren sie ein aquivalentes Flussnetzwerk mit herkommlichen Kos-
ten. Sie durfen Mehrfachkanten benutzen.

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 Prof. Dr. Dorothea Wagner



Problem 2 (a) AT

Institut fur Technologie

In der Vorlesung: Jetzt:
konstante Kosten pro Flusseinheit bel. Kostenfunktion fur jede Kante

(a) Wenn cost, fur alle e € E konvex ist, dann kann MINCOSTFLOW effizient gelost
werden. (unter der Voraussetzung, dass die Kapazitaten polynomiell beschrankt sind).
Hinweis: Modellieren sie ein aquivalentes Flussnetzwerk mit herkommlichen Kos-
ten. Sie durfen Mehrfachkanten benutzen.

cost(f) A e cost(e') =1, c(e') = 2

o1 e/ e

Nl O 0O —> Q O

21 cost(e?) = 2, c(€®) = 1
0]

} } } |
0 1 2 3 Flussf
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(b) Far potentiell nicht konvexe Kostenfunktionen ist das Entscheidungsproblem von
MINCosTFLOW A P-vollstandig. (offensichtlich ist MINCOSTFLOW in A/P)

Hinweis: 3-DIMENSIONAL-MATCHING ist A/ P-vollstandig.
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Problem 2 (b) &‘(lT
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(b) Far potentiell nicht konvexe Kostenfunktionen ist das Entscheidungsproblem von
MINCosTFLOW A P-vollstandig. (offensichtlich ist MINCOSTFLOW in A/P)

Hinweis: 3-DIMENSIONAL-MATCHING ist A/ P-vollstandig.

3-DIMENSIONAL-MATCHING
Geg.: Endliche, disjunkte Mengen X, ¥ und Z mit einer Menge von Tripeln T C

X x Y x Z, sowie Zahl k € N.
Ges.: Teilmenge M C T mit |[M| > k, sodass jedes Element aus X, ¥ bzw. Z in

maximal einem Tripel in M auftaucht.
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Problem 2 (b) &‘(lT
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(b) Far potentiell nicht konvexe Kostenfunktionen ist das Entscheidungsproblem von
MINCosTFLOW A P-vollstandig. (offensichtlich ist MINCOSTFLOW in A/P)

Hinweis: 3-DIMENSIONAL-MATCHING ist A/ P-vollstandig.

3-DIMENSIONAL-MATCHING
Geg.: Endliche, disjunkte Mengen X, ¥ und Z mit einer Menge von Tripeln T C

X x Y x Z, sowie Zahl k € N.
Ges.: Teilmenge M C T mit |[M| > k, sodass jedes Element aus X, ¥ bzw. Z in

maximal einem Tripel in M auftaucht.
Beispiel: (X1, y1,21) € T

@ Far M ausgewahlte Tripel durfen
@ sich nicht Uberlappen!

(X1,¥3,23) € T
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Problem 2 (b) &‘(lT
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(b) Far potentiell nicht konvexe Kostenfunktionen ist das Entscheidungsproblem von
MINCosTFLOW A P-vollstandig. (offensichtlich ist MINCOSTFLOW in A/P)

Hinweis: 3-DIMENSIONAL-MATCHING ist A/ P-vollstandig.

3-DIMENSIONAL-MATCHING
Geg.: Endliche, disjunkte Mengen X, ¥ und Z mit einer Menge von Tripeln T C

X x Y x Z, sowie Zahl k € N.
Ges.: Teilmenge M C T mit |[M| > k, sodass jedes Element aus X, ¥ bzw. Z in

maximal einem Tripel in M auftaucht.
Beispiel: (X1, y1,21) € T

@ Far M ausgewahlte Tripel durfen
@ sich nicht Uberlappen!

(X1,¥3,23) € T
m |M| > 2ist mdglich.
m |M > 3nicht.

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
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Ziel: Konstruiere eine Flussnetzwerk D, sodass ein Fluss f mit cost(f) < k existiert,
genau dann wenn es ein 3DM M mit |M| > k gibt.

Q‘@ /©
® © (©
@ 9
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Problem 2 (b) &‘(lT
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Ziel: Konstruiere eine Flussnetzwerk D, sodass ein Fluss f mit cost(f) < k existiert,
genau dann wenn es ein 3DM M mit |M| > k gibt.

m Erstelle fir jedes Element einen Knoten.

D,
@
D,
9,
®
(o)
@)
D,
D,
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Problem 2 (b) &‘(lT
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Ziel: Konstruiere eine Flussnetzwerk D, sodass ein Fluss f mit cost(f) < k existiert,
genau dann wenn es ein 3DM M mit |M| > k gibt.

@ (X1, Y1, Z1)

@@ o

® O
@ (X2, V3, 22)

m Erstelle fir jedes Element einen Knoten. (X3, Y2, Z2)

m Erstelle fir jedes Tripel (x, y, z) einen Knoten mit Kanten
zu x, y und z mit Kapazitat 1 und konstanten Kosten 0.

b

g

s

s
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Problem 2 (b) A\KIT

Ziel: Konstruiere eine Flussnetzwerk D, sodass ein Fluss f mit cost(f) < k existiert,
genau dann wenn es ein 3DM M mit |M| > k gibt. v

@ (X1, Y1, Z1) Z1

® o

@ @ ( ) Y3 t
X2, Y3, £2 >

Erstelle fiir jedes Element einen Knoten. (X3, Y2, 22) Z

-

Erstelle fir jedes Tripel (x, y, z) einen Knoten mit Kanten
zu x, y und z mit Kapazitat 1 und konstanten Kosten 0.

m Erstelle eine Senke t mit Bedarf 3k und Kanten von den
,Elementknoten® mit Kapazitat 1 und konstanten Kosten 0.
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Problem 2 (b) A\KIT

Ziel: Konstruiere eine Flussnetzwerk D, sodass ein Fluss f mit cost(f) < k existiert,
genau dann wenn es ein 3DM M mit |M| > k gibt. v

@ (X1, Y1, Z1) Z1

® o

@ @ S ( ) Y3 t
X2, Y3, £2 =

Erstelle fiir jedes Element einen Knoten. (X3, Y2, 22) Z

-

Erstelle fir jedes Tripel (x, y, z) einen Knoten mit Kanten
zu x, y und z mit Kapazitat 1 und konstanten Kosten 0.

m Erstelle eine Senke t mit Bedarf 3k und Kanten von den
,Elementknoten* mit Kapazitat 1 und konstanten Kosten 0.

m Erstelle Quelle s mit Uberschuss 3k und Kanten zu den ,Tripelknoten* mit
Kapazitaten 3 und Kosten cost.(0) = 0, coste(1) = coste(2) = coste(3) = 1.
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Problem 2 (b) A\KIT

Ziel: Konstruiere eine Flussnetzwerk D, sodass ein Fluss f mit cost(f) < k existiert,
genau dann wenn es ein 3DM M mit |M| > k gibt.

Y1
(X1, Y1, Z1) Z
X1
X1, Y3, Z
(X1, Y3, Z3) =
> (X2, ¥3, Z2) y3 L
X2
Erstelle fiir jedes Element einen Knoten. (X3, Y2, Z2) Z
Erstelle fir jedes Tripel (x, y, z) einen Knoten mit Kanten s

zu x, y und z mit Kapazitat 1 und konstanten Kosten 0.
m Erstelle eine Senke t mit Bedarf 3k und Kanten von den
,Elementknoten® mit Kapazitat 1 und konstanten Kosten 0.

m Erstelle Quelle s mit Uberschuss 3k und Kanten zu den ,Tripelknoten* mit
Kapazitaten 3 und Kosten cost.(0) = 0, coste(1) = coste(2) = coste(3) = 1.
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Problem 2 (b) A\KIT

Ziel: Konstruiere eine Flussnetzwerk D, sodass ein Fluss f mit cost(f) < k existiert,

genau dann wenn es ein 3DM M mit |M| > k gibt. v

@ (X1, Y1, Z1) Z1

® o

@ @ S ( ) Y3 t
X2, Y3, £2 >

Erstelle fiir jedes Element einen Knoten. (X3, Y2, 22) Z

-

Erstelle fir jedes Tripel (x, y, z) einen Knoten mit Kanten
zu x, y und z mit Kapazitat 1 und konstanten Kosten 0.

m Erstelle eine Senke t mit Bedarf 3k und Kanten von den
,Elementknoten® mit Kapazitat 1 und konstanten Kosten 0.

m Erstelle Quelle s mit Uberschuss 3k und Kanten zu den ,Tripelknoten* mit
Kapazitaten 3 und Kosten cost.(0) = 0, coste(1) = coste(2) = coste(3) = 1.
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Flisse mit Mindestfluss
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Sei D = (V, E) ein Flussnetzwerk wobei zusatzlich auf jeder Kante ein Mindestfluss
gefordert ist. Das heif3t, gegeben ist eine Abbildung ¢: E — R{ und ein Fluss
f muss zusatzlich zur Kapazitats- und Flusserhaltungsbedingung die Ungleichung
/(e) < f(e) (fur alle e € E) erflllen.

Zeigen Sie, dass ein Flussproblem mit gefordertem Mindestfluss in ein Flusspro-
blem ohne diese zusatzliche Bedingung transformiert werden kann.
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Problem 3 &‘(lT

Sei D = (V, E) ein Flussnetzwerk wobei zusatzlich auf jeder Kante ein Mindestfluss
gefordert ist. Das heif3t, gegeben ist eine Abbildung ¢: E — R{ und ein Fluss
f muss zusatzlich zur Kapazitats- und Flusserhaltungsbedingung die Ungleichung
/(e) < f(e) (fur alle e € E) erflllen.

Zeigen Sie, dass ein Flussproblem mit gefordertem Mindestfluss in ein Flusspro-
blem ohne diese zusatzliche Bedingung transformiert werden kann.

Betrachte eine einzelne Kanten e(u, v) mit Mindestfluss /(e) und Kapazitat c(e).

O——®
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Problem 3 &‘(lT

Sei D = (V, E) ein Flussnetzwerk wobei zusatzlich auf jeder Kante ein Mindestfluss
gefordert ist. Das heif3t, gegeben ist eine Abbildung ¢: E — R{ und ein Fluss
f muss zusatzlich zur Kapazitats- und Flusserhaltungsbedingung die Ungleichung
/(e) < f(e) (fur alle e € E) erflllen.

Zeigen Sie, dass ein Flussproblem mit gefordertem Mindestfluss in ein Flusspro-
blem ohne diese zusatzliche Bedingung transformiert werden kann.

Betrachte eine einzelne Kanten e(u, v) mit Mindestfluss /(e) und Kapazitat c(e).

OO O a0

0

Konstruktion des Flussnetzwerks D’:
m Setze den Mindestfluss von e auf 0 und die Kapazitat von e auf c(e) — /(e).

m die von u und v auf bzw.
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Problem 3 AT

Sei D = (V, E) ein Flussnetzwerk wobei zusatzlich auf jeder Kante ein Mindestfluss
gefordert ist. Das heif3t, gegeben ist eine Abbildung ¢: E — R{ und ein Fluss
f muss zusatzlich zur Kapazitats- und Flusserhaltungsbedingung die Ungleichung
/(e) < f(e) (fur alle e € E) erflllen.

Zeigen Sie, dass ein Flussproblem mit gefordertem Mindestfluss in ein Flusspro-
blem ohne diese zusatzliche Bedingung transformiert werden kann.

Betrachte eine einzelne Kanten e(u, v) mit Mindestfluss /(e) und Kapazitat c(e).

OO O a0

0

Konstruktion des Flussnetzwerks D’:
m Setze den Mindestfluss von e auf 0 und die Kapazitat von e auf c(e) — /(e).

m die von u und v auf bzw.

Zeige: Gultiger Fluss f in D liefert giltigen Fluss f' in D’ und umgekehrt, wobei
fle) = f'(e) + {(e).
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Matchings — Erhohende Wege
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Wiederholung: Motivation AT

N

Pilot Flug
9 /Pilot darf Flugzeug fliegen
-
-
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Wiederholung: Motivation AT

N -

Pilot Flug
& /Pilot darf Flugzeug fliegen
“ Zuordnung der Piloten
-
-
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Wiederholung: Motivation AT

N -

Pilot Flug
9 /Pilot darf Flugzeug fliegen
Zuordnung der Piloten
-
-
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Wiederholung: Motivation AT

- N ==

Pilot Flug
9 /Pilot darf Flugzeug fliegen
Zuordnung der Piloten
-
-

Ziel: Finde eine Zuordnung, sodass:

m Jeder Pilot maximal ein Flugzeug fliegt, jedes Flugzeug von maxi-
mal einem Pilot geflogen wird.

m Moglichst viele Flugzeuge besetzt (bzw. Piloten beschaftigt) sind.
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Wiederholung: Motivation AT

- N ==

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Pilot Flug
9 /Pilot darf Flugzeug fliegen
Zuordnung der Piloten
-
-
maximales
. . Matching
Ziel: Finde eine Zuordnung, sodass: 4/
m Jeder Pilot maximal ein Flugzeug fliegt, jedes Flugzeug von maxi-

mal einem Pilot geflogen wird.
m Moglichst viele Flugzeuge besetzt (bzw. Piloten beschaftigt) sind.
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Berechnung mithilfe eines Flusses AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

bipartiter Graph G zugehoriges Flussnetzwerk G’

t

(Kapazitaten sind 1)
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Berechnung mithilfe eines Flusses AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

bipartiter Graph G zugehoriges Flussnetzwerk G’

(Kapazitaten sind 1)

0) Q/\“

mit maximalem Matching mit maximalem Fluss
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Berechnung mithilfe eines Flusses AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

bipartiter Graph G zugehoriges Flussnetzwerk G’

S Ot
SN N Se
.) ./\;. (Kapazitaten sind 1)

mit maximalem Matching mit maximalem Fluss

Problem 4

Der maximale Fluss kann schrittweise mithilfe von ernohenden Wegen berechnet
werden (Ford-Fulkerson-Algorithmus). In jedem dieser Schritte induziert der aktu-
elle Fluss f ein (nicht notwendigerweise maximales) Matching.

Erklaren Sie inwiefern dieses Matching sich im Verlauf der Berechnung von f
andert. Gehen Sie hierzu insbesondere auf die Rolle der erhdhenden Wege ein.
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Problem 4 &‘(lT
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Der maximale Fluss kann schrittweise mithilfe von erhohenden Wegen berechnet
werden (Ford-Fulkerson-Algorithmus). In jedem dieser Schritte induziert der aktu-
elle Fluss f ein (nicht notwendigerweise maximales) Matching.

Erklaren Sie inwiefern dieses Matching sich im Verlauf der Berechnung von f
andert. Gehen Sie hierzu insbesondere auf die Rolle der erhdhenden Wege ein.

bipartiter Graph G zugehoriges Flussnetzwerk G’

Residualnetzwerk
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Problem 4 &‘(lT
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Der maximale Fluss kann schrittweise mithilfe von erhohenden Wegen berechnet
werden (Ford-Fulkerson-Algorithmus). In jedem dieser Schritte induziert der aktu-
elle Fluss f ein (nicht notwendigerweise maximales) Matching.

Erklaren Sie inwiefern dieses Matching sich im Verlauf der Berechnung von f
andert. Gehen Sie hierzu insbesondere auf die Rolle der erhdhenden Wege ein.

bipartiter Graph G zugehoriges Flussnetzwerk G’

Residualnetzwerk
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Problem 4 &‘(lT
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Der maximale Fluss kann schrittweise mithilfe von erhohenden Wegen berechnet
werden (Ford-Fulkerson-Algorithmus). In jedem dieser Schritte induziert der aktu-
elle Fluss f ein (nicht notwendigerweise maximales) Matching.

Erklaren Sie inwiefern dieses Matching sich im Verlauf der Berechnung von f
andert. Gehen Sie hierzu insbesondere auf die Rolle der erhdhenden Wege ein.

bipartiter Graph G zugehoriges Flussnetzwerk G’

Residualnetzwerk
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Problem 4 &‘(lT
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Der maximale Fluss kann schrittweise mithilfe von erhohenden Wegen berechnet
werden (Ford-Fulkerson-Algorithmus). In jedem dieser Schritte induziert der aktu-
elle Fluss f ein (nicht notwendigerweise maximales) Matching.

Erklaren Sie inwiefern dieses Matching sich im Verlauf der Berechnung von f
andert. Gehen Sie hierzu insbesondere auf die Rolle der erhdhenden Wege ein.

bipartiter Graph G zugehoriges Flussnetzwerk G’

Residualnetzwerk
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A
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elle Fluss f ein (nicht notwendigerweise maximales) Matching.

Erklaren Sie inwiefern dieses Matching sich im Verlauf der Berechnung von f
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Der maximale Fluss kann schrittweise mithilfe von erhohenden Wegen berechnet
werden (Ford-Fulkerson-Algorithmus). In jedem dieser Schritte induziert der aktu-
elle Fluss f ein (nicht notwendigerweise maximales) Matching.

Erklaren Sie inwiefern dieses Matching sich im Verlauf der Berechnung von f
andert. Gehen Sie hierzu insbesondere auf die Rolle der erhdhenden Wege ein.
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Der maximale Fluss kann schrittweise mithilfe von erhohenden Wegen berechnet
werden (Ford-Fulkerson-Algorithmus). In jedem dieser Schritte induziert der aktu-

elle Fluss f ein (nicht notwendigerweise maximales) Matching.
Erklaren Sie inwiefern dieses Matching sich im Verlauf der Berechnung von f
andert. Gehen Sie hierzu insbesondere auf die Rolle der erhdhenden Wege ein.
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Problem 4 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Der maximale Fluss kann schrittweise mithilfe von erhohenden Wegen berechnet
werden (Ford-Fulkerson-Algorithmus). In jedem dieser Schritte induziert der aktu-

elle Fluss f ein (nicht notwendigerweise maximales) Matching.
Erklaren Sie inwiefern dieses Matching sich im Verlauf der Berechnung von f
andert. Gehen Sie hierzu insbesondere auf die Rolle der erhdhenden Wege ein.

bipartiter Graph G zugehoriges Flussnetzwerk G’
& —= t

Residualnetzwerk
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Problem 4 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Der maximale Fluss kann schrittweise mithilfe von erhohenden Wegen berechnet
werden (Ford-Fulkerson-Algorithmus). In jedem dieser Schritte induziert der aktu-

elle Fluss f ein (nicht notwendigerweise maximales) Matching.
Erklaren Sie inwiefern dieses Matching sich im Verlauf der Berechnung von f
andert. Gehen Sie hierzu insbesondere auf die Rolle der erhdhenden Wege ein.

bipartiter Graph G zugehoriges Flussnetzwerk G’

0) o)

Residualnetzwerk
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Problem 4 AT

Karlsruher Institut fur Technologie
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Problem 4 AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Ein erhdhender Pfad im Residualnetzwerk entspricht einem Pfad IT im Graph, so-
dass...

/.

8
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Problem 4 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Ein erhdhender Pfad im Residualnetzwerk entspricht einem Pfad IT im Graph, so-

dass ...

m der erste und letzte Knoten in IT nicht gematched sind (d.h. sie sind zu keiner
Matchingkante inzident)

m und IT aus abwechselnd ungematchten und gematchten Kanten besteht.
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Problem 4 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Ein erhdhender Pfad im Residualnetzwerk entspricht einem Pfad IT im Graph, so-

dass ...

m der erste und letzte Knoten in IT nicht gematched sind (d.h. sie sind zu keiner
Matchingkante inzident)

m und IT aus abwechselnd ungematchten und gematchten Kanten besteht.

Man konnte auch iterativ nach solchen Pfaden suchen, statt nach erhdhenden Pfa-
den im Residualnetzwerk.
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AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Schnitte in Graphen

i..EE Institut fUr Theoretische Informatik

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014 ww Prof. Dr. Dorothea Wagner



Problem 5 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Zwei Schnitte (S, V\ S)und (T, V\ T) in einem (ungerichteten) Graphen G = (V, E)

kreuzen sich, wenn keine der Mengen A = SN T,B =S\ T,C =T\ Sund

D=V\(SUT)leerist. Sei ¢ : E — R} eine Kantengewichtsfunktion auf G.

(@) Seien (S, V \ S)und (T, V \ T) zwei sich kreuzende s-t-Schnitte mit s € S und
t € T.Zeigen Sie: Esgilts € Bundt e C.

B S\V\S D
O O
O O O
ﬂT, O O
T O
O
O © © O
A C

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py
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Problem 5

IT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Zwei Schnitte (S, V\ S)und (T, V\ T) in einem (ungerichteten) Graphen G = (V, E)
kreuzen sich, wenn keine der Mengen A = SN T,B =S\ T,C =T\ Sund
D=V\(SUT)leerist. Sei ¢ : E — R} eine Kantengewichtsfunktion auf G.

(@) Seien (S, V \ S)und (T, V \ T) zwei sich kreuzende s-t-Schnitte mit s € S und

t € T.Zeigen Sie: Esgilts € Bundt e C.

sliegtin S=AUuBundtinT=AUC

B S\V\S D

'®) ') = Es gibt vier mogliche Kombinationen:
mscAteC
© ©° © mscAteA
VAT © © m scBteC
T 0o mseEBteA
o)
o) o)
A © © C
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Problem 5

IT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Zwei Schnitte (S, V\ S)und (T, V\ T) in einem (ungerichteten) Graphen G = (V, E)
kreuzen sich, wenn keine der Mengen A = SN T,B =S\ T,C =T\ Sund
D=V\(SUT)leerist. Sei ¢ : E — R} eine Kantengewichtsfunktion auf G.

(@) Seien (S, V \ S)und (T, V \ T) zwei sich kreuzende s-t-Schnitte mit s € S und

t € T.Zeigen Sie: Esgilts € Bundt e C.

sliegtin S=AUuBundtinT=AUC

B '®) SN/AS ') D = Es gibt vier mogliche Kombinationen:
m|sc A te C| Tistkein s-t-Schnitt
© ©° © mscAteA
mseBteC
mscBiteA
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Problem 5 &‘(lT
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Zwei Schnitte (S, V\ S)und (T, V\ T) in einem (ungerichteten) Graphen G = (V, E)
kreuzen sich, wenn keine der Mengen A = SN T,B =S\ T,C =T\ Sund
D=V\(SUT)leerist. Sei ¢ : E — R} eine Kantengewichtsfunktion auf G.

(@) Seien (S, V \ S)und (T, V \ T) zwei sich kreuzende s-t-Schnitte mit s € S und
t € T.Zeigen Sie: Esgilts € Bundt e C.

sliegtin S=AUuBundtinT=AUC
5 o) SN/A\S ') D = Es gibt vier mogliche Kombinationen:

O O o m|sc A te C| Tistkein s-t-Schnitt
m|scAteA| TaSkeine s-t-Schnitte
VAT °© © m scBteC
T ®s mscBtcA
@)

@)

@) O.l‘ © 0]
A C

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014



Problem 5 &‘(lT
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Zwei Schnitte (S, V\ S)und (T, V\ T) in einem (ungerichteten) Graphen G = (V, E)
kreuzen sich, wenn keine der Mengen A = SN T,B =S\ T,C =T\ Sund
D=V\(SUT)leerist. Sei ¢ : E — R} eine Kantengewichtsfunktion auf G.

(@) Seien (S, V \ S)und (T, V \ T) zwei sich kreuzende s-t-Schnitte mit s € S und
t € T.Zeigen Sie: Esgilts € Bundt e C.

sliegtin S=AUuBundtinT=AUC
5 o) SN/A\S ') D = Es gibt vier mogliche Kombinationen:

o O o m|sc A te C| Tistkein s-t-Schnitt
@®s m(ScAtcA| T& Skeine s-t-Schnitte
VAT © O mseBteC
T o m|sc B, te A| Sistkein s-t-Schnitt
(@)
(@) @) o
2 (@) Qt C
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Zwei Schnitte (S, V\ S)und (T, V\ T) in einem (ungerichteten) Graphen G = (V, E)
kreuzen sich, wenn keine der Mengen A = SN T,B =S\ T,C =T\ Sund
D=V\(SUT)leerist. Sei ¢ : E — R} eine Kantengewichtsfunktion auf G.

(@) Seien (S, V \ S)und (T, V \ T) zwei sich kreuzende s-t-Schnitte mit s € S und
t € T.Zeigen Sie: Esgilts € Bundt e C.

sliegtin S=AUuBundtinT=AUC
B o SNV/\S 0 D = Es gibt vier mogliche Kombinationen:
m|sc A te C| Tistkein s-t-Schnitt
m|scAte A| T& Skeine s-t-Schnitte
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Problem 5 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Zwei Schnitte (S, V\ S) und (T, V\ T) in einem (ungerichteten) Graphen G = (V, E)

kreuzen sich, wenn keine der Mengen A = SN T,B =S\ T,C =T\ Sund

D=V\(SUT)leerist. Sei ¢ : E — R} eine Kantengewichtsfunktion auf G.

(b) Seien (S, V \ S)und (T, V \ T) zwei sich kreuzende minimale s-t-Schnitte mit
se€ Sundt e T.Zeigen Sie: (B, V\ B)und (C, V' \ C) sind zwei kreuzungsfreie
minimale s-t-Schnitte.
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Problem 5 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Zwei Schnitte (S, V\ S) und (T, V\ T) in einem (ungerichteten) Graphen G = (V, E)
kreuzen sich, wenn keine der Mengen A = SN T,B =S\ T,C =T\ Sund
D=V\(SUT)leerist. Sei ¢ : E — R} eine Kantengewichtsfunktion auf G.

(b) Seien (S, V \ S)und (T, V \ T) zwei sich kreuzende minimale s-t-Schnitte mit
se€ Sundt e T. Zeigen Sie: (B, V\ B) und (C, V' \ C) sind zwei kreuzungsfreie
minimale s-1-Schnitte. Offensichtlich: (B, V \ B) und (C, V \ C)
p sind kreuzungsfreie s-t-Schnitte.

O  Zeige:

c(B, V\B) = ¢(C, V\C) = ¢(S, V\S) = (T, V\T)
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rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Zwei Schnitte (S, V\ S) und (T, V\ T) in einem (ungerichteten) Graphen G = (V, E)

kreuzen sich, wenn keine der Mengen A = SN T,B =S\ T,C =T\ Sund

D=V\(SUT)leerist. Sei ¢ : E — R} eine Kantengewichtsfunktion auf G.

(b) Seien (S, V \ S)und (T, V \ T) zwei sich kreuzende minimale s-t-Schnitte mit
se€ Sundt e T.Zeigen Sie: (B, V\ B)und (C, V' \ C) sind zwei kreuzungsfreie

minimale s--Schnitte. Offensichtlich: (B, V \ B) und (C, V \ C)
B S\V\ S p sind kreuzungsfreie s-t-Schnitte.
O 5 Zeige:
Q ®) c(B, V\B) = ¢(C, V\C) = ¢(S, V\S) = (T, V\T)
AN °
T O/
O
O O
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Problem 5

IT
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Zwei Schnitte (S, V\ S) und (T, V\ T) in einem (ungerichteten) Graphen G = (V, E)
kreuzen sich, wenn keine der Mengen A = SN T,B =S\ T,C =T\ Sund

D=V\(SUT)leerist. Sei ¢ : E — R} eine Kantengewichtsfunktion auf G.

(b) Seien (S, V \ S)und (T, V \ T) zwei sich kreuzende minimale s-t-Schnitte mit
se€ Sundt e T.Zeigen Sie: (B, V\ B)und (C, V' \ C) sind zwei kreuzungsfreie

minimale s-1-Schnitte. Offensichtlich: (B, V \ B) und (C, V \ C)
B S\V\ S p sind kreuzungsfreie s-t-Schnitte.
O 5 Zeige:

@) : ®) c(B, V\B) = ¢(C, V\C) = ¢(S, V\S) = (T, V\T)
w*" ........... O ¢(B,V\B)=c(B,A)+c(B,C)+c(B, D)
T o c(C, V\ C) = ¢(C, A) +¢(C, B) +|¢(C, D)

o o, & c(S, V'\ S) = ¢(A, C) +|c(A, D)+ ¢(B, C) +|c(B, D)

A C ¢(T,V\T)=c(A B)+|c(A D)+ c(C, B) +|c(C, D)
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Problem 5

IT

rrrrrrrrrrrrrrrr
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Zwei Schnitte (S, V\ S) und (T, V\ T) in einem (ungerichteten) Graphen G = (V, E)
kreuzen sich, wenn keine der Mengen A = SN T,B =S\ T,C =T\ Sund
D=V\(SUT)leerist. Sei ¢ : E — R} eine Kantengewichtsfunktion auf G.
(b) Seien (S, V \ S)und (T, V \ T) zwei sich kreuzende minimale s-t-Schnitte mit

se€ Sundt e T.Zeigen Sie: (B, V\ B)und (C, V' \ C) sind zwei kreuzungsfreie

minimale s-f-Schnitte.

Offensichtlich: (B, V \ B) und (C, V \ C)

B S\\V\ S p sind kreuzungsfreie s-t-Schnitte.
O Zeige:
(@) @) c(B, V\B) = ¢(C, V\C) = ¢(S, V\S) = (T, V\T)
VAT e O  ¢(B,V\ B)=c(B,A) +c(B, C) +|c(B, D)
T o c(C, V\ C) = ¢(C, A) +¢(C, B) +|¢(C, D)
O \
o o, & c(S, V'\ S) = ¢(A, C) +|c(A, D)+ ¢(B, C) +|c(B, D)
A C ¢(T,V\T)=c(A B)+|c(A D)+ c(C, B) +|c(C, D)

= ¢(B, V \ B) + ¢(C, ‘V\C)g c(S,V\ S)+c(T,V\S)

Algorithmen Il — Wintersemester 2013/2014

.‘E. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner




Problem 5 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Zwei Schnitte (S, V\ S) und (T, V\ T) in einem (ungerichteten) Graphen G = (V, E)

kreuzen sich, wenn keine der Mengen A = SN T,B =S\ T,C =T\ Sund

D=V\(SUT)leerist. Sei ¢ : E — R} eine Kantengewichtsfunktion auf G.

(b) Seien (S, V \ S)und (T, V \ T) zwei sich kreuzende minimale s-t-Schnitte mit
se€ Sundt e T.Zeigen Sie: (B, V\ B)und (C, V' \ C) sind zwei kreuzungsfreie

minimale s-1-Schnitte. Offensichtlich: (B, V \ B) und (C, V \ C)
B S\V\ S p sind kreuzungsfreie s-t-Schnitte.
O 5 Zeige:

@) : ®) c(B, V\B) = ¢(C, V\C) = ¢(S, V\S) = (T, V\T)
w*" ........... O ¢(B,V\B)=c(B,A)+c(B,C)+c(B, D)
T o c(C, V\ C) = ¢(C, A) +¢(C, B) +|¢(C, D)

o o, & c(S, V'\ S) = ¢(A, C) +|c(A, D)+ ¢(B, C) +|c(B, D)

A C ¢(T,V\T)=c(A B)+|c(A D)+ c(C, B) +|c(C, D)

= ¢(B, V \ B) + ¢(C, ‘V\C) <c(S,V\S)+c(T,V\S)
= c(B,V\B)=¢c(C,V\C)=c(S,V\S)=c(T,V\S) (dac(S,V\ S)und¢(T,V\ T) minimal)
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Problem 6 — Algorithmus von Stoer & Wagner AT

Phase 1
G =G '
S; ={1} (Startknoten 1)
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Problem 6 — Algorithmus von Stoer & Wagner AT

Phase 1
G =G
S; ={1} (Startknoten 1)

S; ={1,2} (2 am starksten zu {1} verbunden)
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Problem 6 — Algorithmus von Stoer & Wagner AT

Phase 1
G =G
S; ={1} (Startknoten 1)

S; ={1,2} (2 am starksten zu {1} verbunden)
S; ={1,2,5}
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Problem 6 — Algorithmus von Stoer & Wagner AT

Phase 1

G =G

S; ={1} (Startknoten 1)

S; ={1,2} (2 am stérksten zu {1} verbunden) K
S; ={1,2,5}

S, ={1,2,5,4}
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Problem 6 — Algorithmus von Stoer & Wagner AT

Phase 1
G =G
S; ={1} (Startknoten 1)
S; ={1,2} (2 am stérksten zu {1} verbunden) K
S; ={1,2,5}
S, ={1,2,5,4}
S;={1,2,5,4,3}
\ Schnitt der Phase: {V; \ {3}, {3}}
t .
— Gewicht 4

Verschmelzen von s und t ergibt G
N—2C
3
’ 3
1
3,4
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Problem 6 — Algorithmus von Stoer & Wagner AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Phase 2
Go> = Gy mit 3 und 4 verschmolzen
S, ={2} (Startknoten 2)
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Problem 6 — Algorithmus von Stoer & Wagner AT

Phase 2

Go> = Gy mit 3 und 4 verschmolzen

S, ={2} (Startknoten 2)
S = {2,5}
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Problem 6 — Algorithmus von Stoer & Wagner AT

Phase 2

Go> = Gy mit 3 und 4 verschmolzen

S, ={2} (Startknoten 2)
S = {2,5}

S, ={2,5,{3,4}}
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Problem 6 — Algorithmus von Stoer & Wagner AT

Phase 2
Go> = Gy mit 3 und 4 verschmolzen
S, ={2} (Startknoten 2)
S, =4{2,5}
S, =42,5,{3,4}}
S, =1{2,5, 1}
\l‘

Schnitt der Phase: {V, \ {1},{1}}
— Gewicht 4
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Problem 6 — Algorithmus von Stoer & Wagner AT

Phase 2
Go> = Gy mit 3 und 4 verschmolzen
S, ={2} (Startknoten 2)
S, =4{2,5}
S, =42,5,{3,4}}
S, =1{2,5, 1}
\l‘

Schnitt der Phase: {V, \ {1},{1}}
— Gewicht 4

Verschmelzen von s und t ergibt G

1,3,4— 1
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Problem 6 — Algorithmus von Stoer & Wagner AT

rrrrrrrrrrrrrr itut far Technologie

Phase 3
Gs = Go mit 1 und {3, 4} verschmolzen
S; =1{{1,3,4}} (Startknoten {1, 3, 4})
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Problem 6 — Algorithmus von Stoer & Wagner AT

Phase 3
Gs = Go mit 1 und {3, 4} verschmolzen
S; =1{{1,3,4}} (Startknoten {1, 3, 4})

S; ={{1,3,4},2}
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Problem 6 — Algorithmus von Stoer & Wagner AT

Phase 3
Gs = Go mit 1 und {3, 4} verschmolzen

o) .~
S; =1{{1,3,4}} (Startknoten {1, 3,4}) 6 ?%
Ss = {{1,3,4},2} 1,3, 47

S; = {{1,3,4},2,5}

f /
Schnitt der Phase: {V3 \ {5},{5}}
— Gewicht 4

Verschmelzen von s und t ergibt G,

.‘!. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Problem 6 — Algorithmus von Stoer & Wagner AT

Phase 4
G4 = Gz mit 2 und 5 verschmolzen
Si=1{{1,3,4}} (Startknoten {1, 3, 4})

.‘!. Institut fir Theoretische Informatik
A
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Problem 6 — Algorithmus von Stoer & Wagner AT

Phase 4
G4 = Gz mit 2und 5 verschmolzen ...
S, =1{{1,3,4}} (Startknoten {1, 3,4}) /7/@
S; =1 ,{12,5}} 1,3,41
t

Schnitt der Phase: {V3 \ {2,5},{2,5}}
— Gewicht 7

.‘!. Institut fir Theoretische Informatik
A
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Problem 6 — Algorithmus von Stoer & Wagner AT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Phase 4
G4 = Gz mit 2und 5 verschmolzen ...
Si=1{{1,3,4}} (Startknoten {1, 3,4}) \;7/@
Ss =1 12,51} 1,3,4

t

Schnitt der Phase: { V3 \ {2,5},{2,5}}
— Gewicht 7
Zusammenfassung:
i mini ' 3

Drei minimale Schnitte gefunden. @

Phase 1 Schnitt der Phase: {V \ {3}, {3}} — Gewicht4 |
Phase 2 Schnitt der Phase: {V \ {1}, {1}} — Gewicht 4
Phase 3 Schnitt der Phase: {V \ {5}, {5}} — Gewicht4  (3) >
Phase 4 Schnitt der Phase: {V \ {{2,5}},{{2,5}}} — Gewicht 7

=“. Institut fir Theoretische Informatik
‘.=l
[ 4 [ 4
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Problem 6 AT

Karlsruher Institut fur Technologie

(b) Liefert der Algorithmus von Stoer & Wagner auch fur negative Kantengewichte
einen global minimalen, nichttrivialen Schnitt? Begriinden Sie Ihre Antwort.

.‘!. Institut fir Theoretische Informatik
A
1 Prof. Dr. Dorothea Wagner
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Problem 6 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(b) Liefert der Algorithmus von Stoer & Wagner auch fur negative Kantengewichte
einen global minimalen, nichttrivialen Schnitt? Begriinden Sie Ihre Antwort.
Nein, denn:

Startknoten 1
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Problem 6 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(b) Liefert der Algorithmus von Stoer & Wagner auch fur negative Kantengewichte
einen global minimalen, nichttrivialen Schnitt? Begriinden Sie Ihre Antwort.
Nein, denn:

Startknoten 1
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Problem 6 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(b) Liefert der Algorithmus von Stoer & Wagner auch fur negative Kantengewichte
einen global minimalen, nichttrivialen Schnitt? Begriinden Sie Ihre Antwort.
Nein, denn:

Startknoten 1
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Problem 6 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(b) Liefert der Algorithmus von Stoer & Wagner auch fur negative Kantengewichte
einen global minimalen, nichttrivialen Schnitt? Begriinden Sie Ihre Antwort.
Nein, denn:

Startknoten 1
= Schnitt der Phase 1:
(V\ {4}, {4})

Gewicht —42
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Problem 6 &‘(lT
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(b) Liefert der Algorithmus von Stoer & Wagner auch fur negative Kantengewichte
einen global minimalen, nichttrivialen Schnitt? Begriinden Sie Ihre Antwort.
Nein, denn:

Startknoten 1
= Schnitt der Phase 1:
(V\ {4}, {4})

Gewicht —42
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Problem 6 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(b) Liefert der Algorithmus von Stoer & Wagner auch fur negative Kantengewichte
einen global minimalen, nichttrivialen Schnitt? Begriinden Sie Ihre Antwort.
Nein, denn:

minimaler Schnitt hat Gewicht —51

Startknoten 1
= Schnitt der Phase 1:

(V'\ {4}, {4})

Gewicht —42

.=ll. Institut fir Theoretische Informatik
Y
Py
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Problem 6 &‘(lT

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(b) Liefert der Algorithmus von Stoer & Wagner auch fur negative Kantengewichte
einen global minimalen, nichttrivialen Schnitt? Begriinden Sie Ihre Antwort.
Nein, denn:

minimaler Schnitt hat Gewicht —51

Startknoten 1
= Schnitt der Phase 1:

(V'\ {4}, {4})

Gewicht —42

—16
—16

Schnitt mit Gewicht —56

=“. Institut fir Theoretische Informatik
- :
L [ 4|

B Prof. Dr. Dorothea Wagner
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