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Lagenlayouts AT
Geg.: gerichteter Graph D = (V, A)

Ges.: Zeichnung von D, die die Hierarchie verdeutlicht
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Lagenlayouts AT
Geg.: gerichteter Graph D = (V, A)

Ges.: Zeichnung von D, die die Hierarchie verdeutlicht

Kriterien:

= moglichst viele Kanten aufwartsgerichtet

Kanten moglichst geradlinig und kurz

Zuordnung der Knoten auf (wenige) horizontale Ebenen
moglichst wenige Kantenkreuzungen

Knoten gleichmaBig verteilt
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Sugiyama Framework (sugyams, Tagawa, Tods 1081) AUT

Karlsruhe Institute of Technolo

— —
Kreise brechen
= =
Kreuzungsminimierung Knotenpositionierung Kanten zeichnen
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Sugiyama Framework (sugyams, Tagawa, Tods 1081) AUT

Karlsruhe Institute of Technology

letzte Woche
B

— B n —

Kreise brechen

Kreuzungsminimierung Knotenpositionierung Kanten zeichnen
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Suglya Ma Fra meWOFk (Sugiyama, Tagawa, Toda 1981)

letzte Woche

Eingabe Kreise brechen Lagenzuordnung

l Komplexitdt und Approximation s. Skript

Kreuzungsminimierung Knotenpositionierung Kanten zeichnen
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Schritt 3: Kreuzungsminimierung AUT
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Wie wiirden Sie vorgehen?
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Problemstellung AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Geg.: DAG D = (V, A), Knoten partitioniert in disjunkte Lagen

Ges.: Ordnung der Knoten in jeder Lage, so dass die Anzahl
Kantenkreuzungen minimal ist
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Problemstellung AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Geg.: DAG D = (V, A), Knoten partitioniert in disjunkte Lagen

Ges.: Ordnung der Knoten in jeder Lage, so dass die Anzahl
Kantenkreuzungen minimal ist

Eigenschaften
= Problem ist NP-schwer schon fiir zwei Lagen
(BIPARTITE CROSSING NUMBER, [Garey, Johnson '83])
a kaum Ansatze iiber mehrere Lagen gleichzeitig
= meist iteratives Optimieren fiir je zwei benachbarte Lagen
= dazu: fliige in jeder Lage Dummyknoten fiir alle Kanten ein,

die diese Lage liberspringen
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Einseitige Kreuzungsminimierung (OSCM) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Geg.: 2-Lagen-Graph G = (L4, Ly, F) und Knotenordnung x
von L4

Ges.: Knotenordnung x5 von Lo, so dass die Anzahl
Kreuzungen von Kanten in &£ minimal ist
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Einseitige Kreuzungsminimierung (OSCM) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Geg.: 2-Lagen-Graph G = (L4, Ly, F) und Knotenordnung x
von L4

Ges.: Knotenordnung x5 von Lo, so dass die Anzahl
Kreuzungen von Kanten in &£ minimal ist

Beobachtung:

» Anzahl Kreuzungen einer 2-Lagen-Zeichnung von G hangt
nur von 1 und xo ab, nicht von tatsachlichen Positionen

a fir u,v € Ly hangt Anzahl Kreuzungen inzidenter Kanten
nur von xo(u) < xo(v) oder xo(v) < xo(u) ab
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Einseitige Kreuzungsminimierung (OSCM) AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Geg.: 2-Lagen-Graph G = (L4, Ly, F) und Knotenordnung x
von L4

Ges.: Knotenordnung x5 von Lo, so dass die Anzahl
Kreuzungen von Kanten in &£ minimal ist

Beobachtung:

» Anzahl Kreuzungen einer 2-Lagen-Zeichnung von G hangt
nur von 1 und xo ab, nicht von tatsachlichen Positionen

a fir u,v € Ly hangt Anzahl Kreuzungen inzidenter Kanten
nur von xo(u) < xo(v) oder xo(v) < xo(u) ab

Def: Kreuzungszahl ¢, := |{(vw,vz) | w € N(u),z €
Nw)Axi1(z) < z1(w)}| fir zo(u) < x2(v)
U v
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Weitere Eigenschaften AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Def: Kreuzungszahl fiir G mit Ordnungen x; und x4 sei
CF(G,$1,$2),
fiir festes x1 sei opt(G, x1) = ming, cr(G, 1, x2)

Lemma 1: Es gelten folgende Eigenschaften:

o cr(G,r1,72) = Zacg(u)<x2(v) Cuy
. Opt(G7 $1) > Zu,v min{cw, Cvu}
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Weitere Eigenschaften AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Def: Kreuzungszahl fiir G mit Ordnungen x; und x4 sei
CI’(G,[E17$2);
fiir festes x1 sei opt(G, x1) = ming, cr(G, 1, x2)

Lemma 1: Es gelten folgende Eigenschaften:

o cr(G,r1,72) = ng(u)<x2(v) Cuy
. Opt(G7 $1) > Zu,v min{cuv, CUU}

Effizientes Berechnen von cr(G, z1, z2) s. Ubungsblatt
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lterative Kreuzungsminimierung AUT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Sei G = (V, E) ein DAG mit Lagenzuordnung L,..., L.

(1) berechne zufillige Ordnung x; fiir Lage L,

(2) firi=1,...,h — 1 betrachte Lagen L; und L;,1 und
minimiere cr(G, x;,x;11) bei festem x; (— OSCM)

(3) firt=h—1,...,1 betrachte Lagen L; 1 und L; und
minimiere cr(G, x;,x;11) bei festem x;,1; (— OSCM)

(4) wiederhole (2) und (3) bis keine weitere Verbesserung

(5) wiederhole ggf. Schritte (1)—(4) mit anderem x;

(6) gib beste gefundene Losung aus

Dr. Martin Nollenburg - Algorithmen zur Visualisierung von Graphen Lagenlayouts



Kom plexitéit OSCM (Eades, Wormald 1994) A\‘(IT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Satz: Das einseitige Kreuzungsminimierungsproblem (OSCM)
Ist NP-schwer.

Beweisskizze: Reduktion von Feedback Arc Set

D = (V, A) B = (W, E)
w (V) U (V) w
Ll ® ® ®
a
U L P PP (P (P (P PP A R P O
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Kom plexitéit OSCM (Eades, Wormald 1994) A\‘(IT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Satz: Das einseitige Kreuzungsminimierungsproblem (OSCM)
Ist NP-schwer.

Beweisskizze: Reduktion von Feedback Arc Set

D = (V, A) B = (W, E)
w (V)
1
a
U B o 1P o PP e (b) e (b)
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Kom plexitéit OSCM (Eades, Wormald 1994) A\‘(IT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Satz: Das einseitige Kreuzungsminimierungsproblem (OSCM)
Ist NP-schwer.

Beweisskizze: Reduktion von Feedback Arc Set

D = (V, A) B = (W, E)
w (V) U (V) w
L .
a
U L P PP P (P (P AP 3 R P O
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Kom plexitéit OSCM (Eades, Wormald 1994) A\‘(IT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Satz: Das einseitige Kreuzungsminimierungsproblem (OSCM)
Ist NP-schwer.

Beweisskizze: Reduktion von Feedback Arc Set

D = (V, A) B = (W, E)
w (V) U (V) w
1
a
U o o e T %
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Komplexitat OSCM AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Kreuzungen zahlen
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Komplexitat OSCM

Kreuzungen zahlen

oo v d o

c(a)
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c(b)

AT
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Lagenlayouts



Komplexitat OSCM AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Kreuzungen zahlen

Lol NN\ o

c(a) c(b)
4- () - (%)
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Komplexitat OSCM

Kreuzungen zahlen

4-(3) - (%)

\/

u
®

c(a)
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Lagenlayouts



Komplexitat OSCM

Kreuzungen zahlen

4-(3) - (%)
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Komplexitat OSCM

Kreuzungen zahlen

AT
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Komplexitat OSCM AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Kreuzungen zahlen

4-0)- (M +m-(")+4-m-(n—2)=M

2
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Komplexitat OSCM AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Kreuzungen zahlen

4 () (5) +m- (") +4-m-(n—-2) =M

N o

AN BN
c(a) c(a)

+(m —m’) +3m/

opt(G,x1) < M +m + 2m/
< D hat FAS der GroBe < m/ »
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Algorithmen fiir OSCM AT

stitute of Technology

Heuristiken: Exakt:

= Barycenter = |LP Modellierung
= Median

4 t 3 T h b 14 2 12 15 0 13 1 11
‘ ~ /4)4(
21 23 2 28 26 25 27 )] 20 17 30
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Barycenter Heu risti k (Sugiyama, Tagawa, Toda 1981) \‘(IT

Idee: wenige Kreuzungen, wenn Knoten nah an den Nachbarn

ro(u) = deg Z x1(u

vEN(u)

m Setze

a beil Gleichheit um kleinen Wert trennen
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Barycenter Heu risti k (Sugiyama, Tagawa, Toda 1981) A\‘(IT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: wenige Kreuzungen, wenn Knoten nah an den Nachbarn

m Setze
ro(u) = de Z x1(u
g vEN(u)

a beil Gleichheit um kleinen Wert trennen

Eigenschaften:

geringer Implementationsaufwand

schnell

meist sehr gute Ergebnisse

findet Optimum falls opt(G, z;1) = 0 (s. Ubungsblatt)
im worst case um Faktor €2(1/n) schlechter
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M ed ia N- H eu I’iSti k (Eades, Wormald 1994) A\‘(IT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Idee: setze Koordinate auf Median der Nachbarn

a fir Knoten v € Ly mit Nachbarn vy, ..., v, setze
r2(v) = med(v) = 1 (v|x/2)
bzw. z5(v) = 0 falls N(v) = ()

= falls x9(u) = xo(v) mit ungleicher Gradparitat, setze
ungeraden Knoten nach links

s falls x9(u) = x2(v) mit gleicher Gradparitat, setze
beliebigen Knoten nach links

= Berechnung mit Linearzeit-Medianalgorithmus in O(|E)
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M ed ia N- H eu I’iSti k (Eades, Wormald 1994) A\‘(IT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Ildee: setze Koordinate auf Median der Nachbarn

a fir Knoten v € Ly mit Nachbarn vy, ..., v, setze
r2(v) = med(v) = 1 (v|x/2)
bzw. z5(v) = 0 falls N(v) = ()

= falls x9(u) = xo(v) mit ungleicher Gradparitat, setze
ungeraden Knoten nach links

s falls x9(u) = x2(v) mit gleicher Gradparitat, setze
beliebigen Knoten nach links

= Berechnung mit Linearzeit-Medianalgorithmus in O(|E)

Eigenschaften:

= geringer Implementationsaufwand

a schnell

= meist gute Ergebnisse

= findet Optimum falls opt(G,z1) =0
= Faktor-3 Approximation

Dr. Martin Nollenburg - Algorithmen zur Visualisierung von Graphen Lagenlayouts



Approximationsfaktor QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Satz: Sei G = (L1, Lo, ) ein 2-Lagen-Graph und z; eine
beliebige Ordnung von L. Dann gilt
med(G, x1) < 3opt(G, z1).

Dr. Martin Nollenburg - Algorithmen zur Visualisierung von Graphen Lagenlayouts



Approximationsfaktor QAT

Karlsruhe Institute of Technology

Satz: Sei G = (L1, L, ) ein 2-Lagen-Graph und z; eine
beliebige Ordnung von L. Dann gilt
med(G,xl) < 30pt(G,:131).

U U

med (u) med(v)
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Approximationsfaktor QAT

Karlsruhe Institute of Technology

Satz: Sei G = (L1, L, ) ein 2-Lagen-Graph und z; eine
beliebige Ordnung von L. Dann gilt
med(G,xl) < 30pt(G,:131).

U U

med (u) med(v)

med (u) med(v)
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Ganzzahlige Lineare Programmierung QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Eigenschaften:

a branch-and-cut Technik fiir DAGs beschrankter GroBe
= findet optimale Losung

a Losung jedoch nicht in polynomieller Zeit garantiert
a nutzlich fiir kleine bis mittlere Grapehn
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Ganzzahlige Lineare Programmierung QAT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Eigenschaften:

a branch-and-cut Technik fiir DAGs beschrankter GroBe
= findet optimale Losung

a Losung jedoch nicht in polynomieller Zeit garantiert
a nutzlich fiir kleine bis mittlere Grapehn

Modell: siehe Tafel
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Beispiel AT

Karlsruhe Institute of Technology
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Beispiel AT

Karlsruhe Institute of Technolo
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Beispiel AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

.................................................................................................................................................................................................
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Beispiel AT

Karlsruhe Institute of Technolo
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Karlsruhe Institute of Technolo

Beispiel AT
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Karlsruhe Institute of Technolo

Beispiel AT
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Beispiel

13
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Beispiel AT

Dr. Martin Nollenburg - Algorithmen zur Visualisierung von Graphen Lagenlayouts



CrossingX AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Gibt sogar ein iPad
Spiel CrossingX
fiir das OSCM

Problem!

Gewinner Graph Drawing Game Contest 2012

Lagenlayouts



Schritt 4: Koordinatenzuweisung AUT
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I N
_____ VAN SN
Ay v

Welche Ziele gibt es?
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Kanten begradigen AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Ziel: minimiere Abweichung von gerader Linie fiir Kanten mit
Dummy-Knoten

Idee: nutze quadratisches Programm

= sei pyy = (u,dq,...,dg,v) Pfad mit & Dummyknoten
zwischen v und v

= sei a; = x(u) + kil (x(v) — x(u)) die x-Koordinate von d;
bel gerader Linie

= minimiere Zle(x(di) — a;)? iiber alle Pfade

= Nebenbedingungen: x(w) — x(z) > ¢ fiir alle Knoten der
gleichen Lage und w rechts von z (6 Abstandsparameter)
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Kanten begradigen AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Ziel: minimiere Abweichung von gerader Linie fiir Kanten mit
Dummy-Knoten

Idee: nutze quadratisches Programm

= sei pyy = (u,dq,...,dg,v) Pfad mit & Dummyknoten
zwischen u und v

» sei a; = x(u) + 57 (2(v) — z(u)) die z-Koordinate von d;
bel gerader Linie

= minimiere Zle(x(di) — a;)? iiber alle Pfade

= Nebenbedingungen: x(w) — x(z) > ¢ fiir alle Knoten der
gleichen Lage und w rechts von z (6 Abstandsparameter)

Eigenschaften:

= quadratisches Programm oft laufzeitintensiv
= Breite kann exponentiell wachsen

a Zielfunktion anpassbar fiir moglichst vertikale Kanten
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Beispiel AT
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Beispiel AT
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Schritt 5: Kantenzeichnen

................. A [,
A
................. (- [ R
A A
--------------- 4 mmmmm=== 5 ﬁ
I A A

AT

tttttttttttttttttttttttttttttt

Moglichkeit: Polylines durch Bézierkurven ersetzen

Dr. Martin Nollenburg - Algorithmen zur Visualisierung von Graphen

Lagenlayouts



Karlsruhe Institute of Technolo

Beispiel AT
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Beispiel AT

Karlsruhe Institute of Technology
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Beispiel AT

Karlsruhe Institute of Technology
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/usammenfassung QAT

Karlsruhe Institute of Technolo

— —
Kreise brechen
= =
Kreuzungsminimierung Knotenpositionierung Kanten zeichnen
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/usammenfassung QAT

stitute of Technology

B — R

RN

» flexibles Framework zum Zeichnen gerichteter
Graphen

= sequentielle Optimierung verschiedener Kriterien

= Modularisierung in zwar NP-schwere aber meist
einzeln handhabbare Teilprobleme

» dadurch Einschrankung der moglichen Losungen

Kreuzungsminimierung Knotenpositionierung Kanten zeichnen
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Karlsruhe Institute of Technology

Schone Weihnachten!
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